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LA  PREPARATION  DES  CANDIDATS 

A  L'ENSEIGNEMENT  DES  SCIENCES  MATHÉMATIQUES 

ET  NATURELLES' 

Propositions  de  la  Commission  d'enseignement  des  naturalistes  et  méde- 
cins allemands  présentées  au  Congrès  de  Dresde  (sept.  1901)  par  MM,  les 
professeurs  A.  Gutzmer  et  F.  Klein. 

(Voir  la  table  des  matières  à  la  fin  de  ce  rapport  p.  48.) 


La  Rédaction  de  «  l'Enseignement  mathématique  »  attire  tout  particulière' 
ment  l'attention  de  ses  lecteurs  sur  cet  important  rapport  quelle  a  tenu 
reproduire  in  extenso.  Elle  accueillera  volontiers  les  réflexions  que  pourra 
suggérer  la  lecture  de  cette  remarquable  étude. 


Dans  ses  rapports  des  assemblées  de  Méran*  et  de  Stuttgart,  la 
Commission  d'enseignement  des  naturalistes  et  médecins  alle- 
mands a  montré  d'une  façon  complète  comment  elle  entend  éta- 
blir, conformément  aux  besoins  actuels,  l'enseignement  des  ma- 
thématiques et  des  sciences  naturelles  dans  les  différentes  écoles 
supérieures  qui  existent  actuellement.  On  supposait  donc  d'une 
façon  manifeste,  quoique  sous  entendue,  qu'il  ne  manquerait  pas 
dans  l'avenir  de  maîtres  ^'efforçant  de  faire  face  aux  exigences 
scientiGques  toujours  plus  considérables  de  leur  vocation.  Avant 
de  clore  son  activité,  la  commission  devait  donc  s'occuper  d'une 
manière  approfondie  de  la  question  de  la  préparation  du  corps 
enseignant  qui  prend  une  importance  de  plus  en  plus  marquée: 
elle  présente  dans  les  lignes  qui  .vont  suivre  ses  nombreuses 
réflexions  et  considérations  touchant  à  ce  sujet. 

Etant  donné  que  les  règlements,  concernant  la  question  qui 
nous  occupe,  sont  très  variés  dans  les  différents  Etats  allemands, 
nous  nous  sommes  toujours  basés,  en  première  ligne,  dans  les 
rapports  de  Méran  et  Stuttgart,  sur  les  règlements  en  vigueur  en 
Prusse  et  n'avons  tenu  compte  qu'incidemment  de  ceux  existant 
dans  les  autres  Etats  allemands  ;  et  cela  afin  d'apporter  aux  pro- 
positions qui  vont  suivre  toute  la  clarté  nécessaire.  Nous  avons 
conservé  cette  manière  de  procéder  dans  toutes  les  explications 
qui  suivront;  pour  les  mêmes  motifs,  nous  ne  voulons  cependant 
pas  omettre  d'attirer  l'attention  sur  deux  publications  nouvelle- 


*■  Extrait  da  Rapport  général  sur  l'actWité  de  la  Commission  d'en8eign«ment  des  natura- 
listeti  et  médecins  allemands,  publié  au  nom  de  la  Commission  par  M.  le  Frof.  A.  Gutzmbr. 
—  Traduction  de  M.  J.-P.  DtMUR  (Genève). 

•  Voir  VEns.  maih.,  %•  année,  1906,  p.  5-25;  57-65  (Réd.  h 
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6  LA    PRÉPARATION, DiRS   CANDIDATS 

ment  parues,  qui  ont  entrepris  le  travail  difficile  de  comparer  les 
règlements  en  vigueur  dans  les  différents  Etats  allemands  ou  de 
les  placer  au  moins  en  parallèle.  Ce  sont  : 

H.  MoRscH.  Das  hôhere  Lehramt  in  Deutsehland  and  Osterreich. 
Leipzig  und  Berlin  1905. 

O.  ScurOdrr.  Die  Ordnnng  des  Studinms  fiir  das  hôhere  Lehramt 
in  Deutsehland  Und  die  gesetzlichen  Priifungsbestimmttngen  in 
den  einzelnen  deutschen  Bundesstaaten,  Leipzig  1906. 

I^a  base  fondamentale  des  considérations  qui  vont  suivre  se 
trouvera,  conformément  à  ce  qui  vient  d'être  dit,  dans  l'organisa- 
tion des  examens  pour  les  chaires  de  professeurs  des  écoles  supé- 
rieures, actuellement  en  vigueur  en  Prusse  et  qui  date  du  12 
septembre  1898.  Cela  ne  nous  empêchera  cependant  pas  de  recom- 
mander parfois  une  modification  de  cette  organisation,  et  nous 
avons  insisté  spécialement  sur  ce  point  chaque  fois  que  l'occa- 
sion s'est  présentée  (voir  la  comparaison  au  chapitre  VIII  en 
bas)  ;  cependant,  dans  l'intérêt  même  du  but  à  atteindre,  nous 
nous  sommes  efforcés  en  général  de  nous  conformer  aux  règle- 
ments en  vigueur.  Rt  au  fait,  ce  n'est  pas  la  forme  extérieure  du 
règlement  qui  importe  en  première  ligne,  mais  bien  l'esprit  dans 
lequel  il  est  suivi  :  Et  c'est  à  ce  point  de  vue-là  que  nous  nous 
sommes  placés  dans  le  rapport  de  Méran  et  de  Stuttgart. 

La  question  spécialement  importante  de  la  participation  des 
écoles  supérieures  techniques  à  la  préparation  des  maîtres,  a  été 
renvoyée  au  dernier  paragraphe,  où  elle  sera  traitée  d'une  façon 
spéciale  ;  les  observations  des  paragraphes  suivants,  relatives  à 
l'enseignement  des  établissements  supérieurs  se  réfèrent  donc  en 
première  ligne  aux  universités. 

Nous  aimerions  encore  appuyer  sur  le  fait  que  les  développe- 
ments qui  vont  suivre  sont  basés  sur  des  rapports  détaillés  concer- 
nant les  différentes  branches  en  considération.  Effectivement  nous 
avons  entrepris  notre  travail  de  la  façon  suivante  :  nous  avons 
engagé  un  certain  nombre  de  spécialistes  (faisant  partie  de  la 
commission  ou  non)  à  présenter,  dans  des  mémoires  spéciaux, 
leurs  idées  concernant  la  préparation  des  candidats  à  l'enseigne- 
ment scientiOque,  chacun  partant  de  son  propre  point  de  vue. 

Nous  donnons  ici  la  liste  des  publications  qui  en  résultèrent  ; 

C.  Chun.  Problème  des  hiologischen  Hochschulunterrichts  (Natur 
und  Schule  V). 

C.  DuisBERc.  Der  vhemische  Unterricht  an  den  Schulen  und  der 
Hochschulunterricht  fiir  die  Lehrer  der  Chemie  (Zeitsch.  fiir  an- 
gewandte  Chemie  XïX  ;  Sonderausgabe  bei  Spamer,  Leipzig 
1906). 

K.  T.  Fischer.  Vorschlàge  zur  HochschiilansbildungderLehramtS" 
kandidaten  fiir  Physik  (Z.  f.  d.  physikalischen  und  chemischen 
Unterricht  (XX.  sowie  Natur  und  Schule  VI). 
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PHINCIPES   FONDAMENTAUX  1 

F.  Kleîs,  Problème  des  matheni.-physikalischen  Hochschulunter- 
rit'hts  (Jahresber.  der  deutschen  Mathematiker-Vereinigung  XIV). 

A.  Peter.  Aufgaben  und  Ziele  des  bnterrichts  in  der  Botanik  an 
Schulen  und  Uniçersitàten  [Natur  und  Schiile  VI). 

G.  Steinmann.  Der  Unterricht  in  Géologie  und  ^^erwandten  Fà- 
chern  auf  Schule  und  Unii^ersitât  (Natur  und  Sehule  VI). 

Nous  profitons  de  Toccasion  pour  remercier  ici  les  auteurs  ei- 
nommés  de  leur  aimable  empressement,  mais  nous  voulons  en 
même  temps  déclarer  expressément  que,  d'un  commun  accord 
avec  les  auteurs,  nous  déclinons,  dès  maintenant,  toute  responsa- 
bilité. Nous  avions  particulièrement  à  nous  maintenir  dans  Tidée 
que  nous  n'avions  pas  à  représenter  les  intérêts  des  différentes 
branches  séparément,  mais  que,  bien  au  contraire,  nous  avions  à 
égaliser  les  intérêts  des  difTérents  domaines  mathématiques  et  de 
sciences  naturelles. 

Notre  intention  est  de  présenter  dans  ce  qui  suit  un  coup  d'oeil 
d'ensemble  aussi  cohérent  que  possible.  On  voudra  donc  bien 
nous  excuser  si  nous  n'avons  intercalé  aucune  citation  dans  nos 
développements,  quoique  cela  nous  eût  été  parfois  commode.  On 
s'expliquera  également  la  division  plutôt  aride  du  texte  en  para- 
graphes et  numéros  ;  nous  espérons  par  cela  pouvoir  renvoyer 
plus  facilement  le  lecteur  à  tel  ou  tel  passage.  Entre  temps,  la 
question  de  la  préparation  scientifique  des  candidats  à  l'ensei- 
gnement des  mathématiques  et  des  sciences  naturelles  a  déjà  été 
traitée  à  Pâques  de  cette  année  à  Dresde  par  l'association  pour 
l'avancement  de  l'enseignement  des  sciences  mathématiques  et 
naturelles.  Nous  nous  réjouissons  de  pouvoir  afTîrmer  que  les 
rapports  donnés  par  cette  assemblée,  ainsi  que  la  ligne  de  con- 
duite adoptée  icomme  ils  sont  publiés  dans  le  N°  4  du  Jahrgang 
XIII  des  «Unterrichtsblâtter  fur  Mathematik  und  Naturwissen- 
schaften»  août  19071,  s'accordent  parfaitement  avec  notre  exposé. 


I.  —  Principes  fondamentaux. 
A.  De  l'activité  scolaire  et  des  examens  de  professobat. 

1.  La  commission  d'enseignement  doit  insister  d'une  façon  spé- 
ciale sur  le  fait  que  l'enseignement  des  mathématiques  et  des 
sciences  naturelles  dans  les  écoles  supérieures  doit  être  fait  par 
des  personnes  réellement  compétentes,  possédant  leur  branche  à 
fond,  c'est-à-dire  par  des  maîtres  ayant  à  leur  actif  une  prépa- 
ration académique  complète  pour  ce  qui  concerne  l'objet  de  leur 
enseignement. 
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2.  Cela  n'exclut  nullement  le  fait  que  le  professeur  qui  s'est 
spécialisé  ne  s'initie  d'une  manière  intelligente  au  but  que  l'or- 
ganisation scolaire  se  propose  d'atteindre  et  aux  moyens  dont  elle 
dispose  ;  cela  nous  parait  au  contraire  d'une  importance  capitale. 
Nous  y  reviendrons  du  reste  d'une  manière  plus  effective  (Para- 
graphe IV). 

3.  Au  surplus,  c'est  dans  l'intérêt  même  de  l'activité  scolaire  que 
le  champ  d'enseignement  de  chaque  professeur  ne  soit  pas  par 
trop  limité. 

4.  Les  propositions  1  et  3  présentent  en  principe  des  exigences 
contraires  entre  lesquelles  on  choisira  un  juste  milieu  corres- 
pondant autant  que  possible  aux  besoins  actuels. 

5.  A  cet  égard,  l'organisation  actuellement  en  vigueur  en  Prusse 
se  caractérise  par  les  faits  suivants  : 

a)  Qu'il  soit  laissé  au  candidat  une  grande  liberté  sur  la  façon 
dont  il  veut  se  préparer,  c'est-à-dire  sur  le  choix  des  branches  à 
acquérir. 

b)  Mais  qu'il  puisse  plus  tard  être  à  même,  selon  les  circons- 
tances, de  se  charger  même  de  l'enseignement  de  branches  pour 
lesquelles  il  ne  possède  pas  une  préparation  académique  spéciale. 

6.  Nous  ne  pouvons  apercevoir,  dans  cette  manière  de  procéder, 
aucune  solution  satisfaisante  de  la  difficulté  indiquée  ci-dessus. 
Car  dans  chacun  des  domaines  qui  nous  occupent  les  méthodes 
scientifiques  ont  pris  un  développement  si  varié  et  si  étendu,  qu'il 
ne  peut  être  question  en  aucune  façon  d'une  instruction  générale 
uniforme  acquise  dans  un  domaine  et  se  transportant  ensuite 
dans  un  autre. 

7.  Un  contraste  frappant  se  manifeste  déjà  dans  ce  sens  dans  le 
cycle  des  études  de  mathématiques  et  de  sciences  naturelles.  Les 
mathématiques  et  la  biologie  en  forment  les  extrémités  et  ont,  en 
fait,  fort  peu  de  relations  entre  elles.  Ce  n'est  en  effet  qu'une  liai- 
son indirecte  qui  conduit  des  mathématiques  à  la  physique,  de  là 
à  la  chimie  et  de  celle-ci    à  la  biologie. 

8.  Après  mûres  réflexions,  nous  devons  recommander  comme 
règle  normale  une  division  des  études  de  mathématiques  et  de 
sciences  naturelles  en  deux  groupes  :  Les  mathématiques  et  la 
physique  d'un  côté,  la  chimie  et  la  biologie  de  l'autre  ;  la  sépara- 
tion entre  les  deux  groupes  pouvant  se  faire  différemment  suivant 
les  circonstances  comme  on  le  montrera  au  paragraphe  VII. 

9.  La  nécessité  de  cette  séparation  est  rendue  manifeste  par 
les  considérations  qui  suivent  :  Les  différentes  branches  d'étude 
des  mathématiques  et  des  sciences  naturelles  se  sont  développées 
effectivement  d'une  façon  si  extraordinaire  durant  ces  dernières 
années,  qu'une  étude  uniforme  de  l'ensemble  de  ces  sciences 
conduira  inévitablement  au  dilettantisme.  Nous  ne  pouvons  pas 
non    plus    recommander,   conformément  à  6  et  7,  d'étendre   au 
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cycle  complet  des  études  de  mathématiques  et  de  sciences  natu  relies 
les  études  spéciales  concernant  une  branche  pour  l'acquisition  de 
ce  qu'on  appelle  les  certificats  de  capacité  pour  Tensei^çnement 
du  deuxième  degré  (Lehrbefthigungen  zweiter  Stufe);  nous  dési- 
rons bien  plus  que  le  candidat  aspire  autant  que  possible  à  l'ob- 
tention des  certificats  de  capacité  pour  l'enseignement  du  pre- 
mier degré  dans  toutes  les  branches  sur  lesquelles  il  passe  un 
examen. 

10.  Nous  prions  donc  les  administrations  scolaires  de  mettre 
en  évidence  la  nécessité  de  cette  division  d'études  (ce  qui  du  reste 
a  été  fait  depuis  longtemps  à  l'étranger  et  dans  quelques  états 
allemands)  et  par  conséquent  de  faire  entreprendre  à  chaque  can- 
didat le  genre  d'étude  pour  laquelle  il  a  la  préparation  voulue. 
Nous  ferons  encore  dans  la  suite  différentes  observations  afin 
de  diminuer  les  difficultés  pratiques  qui  résultent  de  ce  prin- 
cipe. Nous  renvoyons  spécialement  aux  développements  des  para- 
graphes II-VII. 


B.  Considérations  sur  les  études  universitaires. 

1.  Pour  ce  qui  concerne  les  hautes  études  scolaires,  des  points 
de  vue  très  différents  viennent  en  considération,  points  de  vue 
qui  sont  parfois  en  opposition  les  uns  avec  les  autres.  Nous  devons 
exiger  d'un  côté  que  le  candidat  s'assimile  à  Tuniversilé  les  notions 
générales  du  domaine  correspondant  à  sa  vocation  future 
et  qu'il  acquière  une  instruction  générale  appropriée,  mais 
d'un  autre  côté  qu'il  se  spécialise  scientifiquement,  car  ce  n'est 
qu'en  approfondissant  qu'on  sera  à  même  d'acquérir  cette  concep- 
tion positive  de  la  science  qui  est  une  condition  préliminaire  in- 
dispensable à  toute  activité  supérieure.  Ensuite  nous  devons 
instituer  comme  obligatoire  une  certaine  base  commune  pour  les 
étudiants  des  différentes  branches  d'étude  et,  d'un  autre  côté, 
nous  devons  cependant  laisser  suffisamment  de  place  pour  le  dé- 
veloppement individuel. 

2.  Pour  rendre  possible  cet  état  de  chose,  nous  diviserons,  du 
moins  en  principe,  les  études  universitaires  en  deux  parties  : 

a)  une  partie  générale  fournissant  la  base  commune  aux  diffé- 
rents groupes  et  comprenant  des  branches  d'études  ayant  entre 
elles  certaines  relations. 

h)  une  partie  spéciale,  servant  à  la  spécialisation  des  études. 

Nous  reviendrons  sur  b)  d'une  façon  générale  aux  paragraphes 
VI  et  VII  ;  nous  donnerons  par  contre  des  développements  dé- 
taillés sur  a)  dans  les  paragraphes  II  à  V.  Nous  pensons  que  la 
partie  a)  peut  être  terminée  en  six  semestres  dans  des  circons- 
tances favorables. 
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3.  Nous  avons  à  déplorer  particulièrement  deux  sortes  d'incon- 
vénients en  ce  qui  concerne  renseignement  actuel  des  uni- 
versités. Tout  d'abord  nous  regrettons  que  (justement  pour  les 
candidats  à  renseignement)  la  partie  a)  ne  soit  pas  assez  dé- 
veloppée, tandis  que  la  spécialisation  commence  d'emblée.  Par 
contre,  il  semble  que  certains  cours  d'introduction,  auxquels  as- 
siste un  auditoire  très  hétérogène,  soient  conçus  d'une  façon  par 
trop  élémentaire,  par  le  fait  qu'il  n'est  pas  tenu  compte  des  pro- 
grès qui  ont  été  faits  dans  renseignement  de  bien  des  domaines 
des  mathématiques  et  des  sciences  naturelles  dans  nos  écoles 
supérieures  ;  par  suite  les  candidcits  ne  profitent  pas  avantageu- 
sement de  ces  cours. 

4.  Kn  outre  nous  formulons  le  souhait  que  renseignement  soit 
poussé  plus  que  par  le  passé  dans  une  direction  pratique,  que 
les  exercices,  séminaires,  etc,  trouvent  systématiquement  leur 
place  dès  le  début  à  côté  des  cours  et  développent  ainsi  l'initia- 
tive des  étudia^nts. 

ô.  A  cet  égard,  nous  réclamons  aussi  partout,  non  seulement 
pour  l'enseignement  supérieur  des  sciences  naturelles,  mais 
aussi  pour  celui  des  mathématiques,  d'autres  ressources  telles 
que  :  salles  de  lecture  et  de  travail,  séminaires,  salles  de  collec- 
tions et  salles  de  dessin,  en  général  des  installations  d'institut. 

6.  L'organisation  des  universités  est  devenue  effectivement 
si  compliquée  dans  les  Facultés  de  philosophie  qu'il  est  im- 
possible à  l'étudiant  de  la  comprendre,  dès  le  début,  sans 
éclaircissements.  C/est  pourquoi  nous  recommandons  en  général 
de  donner  les  conseils  et  explications  nécessaires  aux  différentes 
catégories  d'étudiants  de  la  Faculté  de  philosophie,  et  en  particu- 
lier aux  candidats  de  nos  deux  groupes  d'études  ;  conseils  dans  le 
genre  de  ceux  qui  ont  déjà  été  publiés  depuis  quelques  années 
dans  différents  endroits  et  concernant  la  question  qui  nous  oc- 
cupe. Ces  explications  ne  rendent  en  aucune  façon  les  études 
schématiques,  elles  leur  sont  au  contraire  très  utiles  pour  le 
choix  des  cours  et  exercices  dont  nous  avons  parlé. 

7.  Nous  pensons  que  les  développements  que  nous  donnons 
dans  les  paragraphes  suivants  sont  de  telle  nature  que  toutes  les 
universités  devraient  leur  rendre  justice.  Nous  ne  pensons  pas  par 
là  les  rendre  toutes  pareilles.  Les  divergences  variées  qui  régnent 
entre  les  différentes  universités  ont  leur. valeur  propre,  et  nous  ne 
voudrions  en  aucune  façon  les  supprimer. 

8.  11  peut  paraître  surprenant  que  dans  la  suite  nous  ne  par- 
lions pas  davantage  des  différences  qui  peuvent  résulter  du  fait 
que  les  candidats  sortent  d'un  gymnase,  d'un  w  Healgymnasium» 
ou  d'une  «  Oberrealschule.  Nous  ne  l'avons  pas  fait  parce  que  ces 
différences  ne  peuvent  être  fixées  d'une  manière  absolue.  Les 
privat-docents   devraient  donner   leurs    premiers   cours  de    ma- 
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nière  à  offrir  à  tous  leurs  auditoui^  quelque  chose  de  sufiisam- 
ment  nouveau  tout  en  étant  compréhensible  pour  tous,  exigence 
qui  n'a  rien  d'impossible.  Celui  qui  vient  à  Tuniversité  avec  une 
préparation  plus  spéciale  aura  naturellement  une  tache  plus  fa- 
cile ;  il  pourra  peut-être  entreprendre  des  études  plus  élevées  et 
spécialiser  ses  études  de  bonne  heure  ou  compléter  convenable- 
ment son  instruction  dans  d'autres  directions. 


II.  —  Les  études  générales  des  Mathématiques  pures  et  appliquées  et 

de  la  Physique. 

A.  Mathématiques. 

i.  Remarques  générales  concernant  renseignement  des 

mathématiques  dans  les  universités, 

a)  D'après  la  façon  de  voir  des  personnes  non  initiées,  il  y  au- 
rait une  différence  marquée  entre  l'enseignement  mathématique 
dans  les  universités  et  celui  des  établissements  secondaires,  comme 
s'il  s'agissait  de  domaines  séparés  n'ayant  aucune  liaison.  Cette 
conception  populaire  est  due  à  un  développement  incomplet  de  la 
question.  Il  est  vrai  qu'on  ne  peut  nier  qu'un  contraste  profond 
existe  effectivement  dans  l'organisation  de  quelques  écoles  supé- 
rieures pour  la  préparation  des  candidats.  La  commission,  toute- 
fois, aimerait  contribuer  par  tous  les  moyens  possibles  à  la  dis- 
parition de  ce  contraste,  et,  elle  attire  l'attention  sur  le  fait  que, 
pour  atteindre  ce  but,  il  suffit  de  se  conformer  aux  arrangements 
déjà  adoptés. 

bj  Le  contraste  deviendra  moins  frappant  si  dans  l'enseignement 
des  mathématiques  dans  les  écoles  supérieures,  on  place,  confor- 
mément aux  propositions  faites  à  Méran,  la  notion  de  fonction  au 
centre  des  études  et  si  l'on  en  poursuit  le  développement  jusqu'au 
calcul  infinitésimal.  Car  l'enseignement  universitaire  part  préci- 
sément de  cette  notion  fondamentale. 

cj  On  diminuera  encore  le  contraste  en  accordant  une  place  à 
l'Université  aux  mathématiques  appliquées  qui  ont  considérable- 
ment progressé  ces  dernières  années  et  pour  lesquelles  nous  éta- 
blirons un  plan  spécial.  Au  fait  certaines  applications  embrassent 
le  champ  complet  de  l'enseignement  mathématique. 

d)  Du  reste  nous  recommandons  que  dans  l'enseignement  uni- 
versitaire des  mathématiques  on  apporte  beaucoup  de  soin  à  la  dis- 
tinction entre  ce  qui  doit  être  obligatoire  pour  tous  les  candidats 
à  l'enseignement  des  différentes  branches  et  l'étude  plus  appro- 
fondie conduisant  à  la  spécialisation  de  l'un  ou  de  l'autre  de  ces 
domaines.  On  devrait  éviter  toute  exagération  dans  les  exigences 
des  études  générales  que  nous  traitons  ici. 
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^.  e)  Si  l'on  a  soin  de  faire  toujours   ressortir,  à  côté  des  dévelop- 

^/  pements  nécessaires,  la  portée  générale  des  théories  traitées  par 

des  considérations  étendues  et  rétrospectives,  le  candidat  recevrait 
J*  alors  un  développement  mathématique  qui  lui  rendrait  immédia- 

i:  tement  d* utiles  services  pour  sa  vocation  future  et  qui  n'aurait  plus 

tv  besoin  d'un  perfectionnement  artificiel. 


¥^ 


i*''^- 


2.  De  renseignement  unii^ersitaire  des  mathématiques  appliquées, 

a)  On  sait  que  des  démarches  décisives  ont  été  faites  pour  réin- 
troduire les  mathématiques  appliquées  dans  l'enseignement  uni- 
|:  versitaire.  L'organisation  des  examens  de  1898  en  Prusse  intro- 

^/  duisit  un  enseignement  spécial  de  mathématiques  appliquées  qui 

iv  est  lié  à  celui  des  mathématiques  pures  et  qui  prescrit  des  con- 

^^  naissances  déterminées  dans  les  domaines  de  la  géométrie  descrip- 

I*  tive,  des  méthodes  mathématiques  de  la  mécanique  technique, 

de  la  topographie  et  du  calcul  des  probabilités. 

bj  La  mécanique  théorique  et  la  physique  mathématique  ne  sont 
pas  introduites  ici,  car  elles  sont  exigées  déjà  ailleurs  dans  l'orga- 
nisation des  examens  (mathématiques  pures  et  physique).  Du  reste 
les  exigences  sont  évidemment  liées  au  niveau  de  l'enseignement 
des  mathématiques  dans  les  écoles  techniques,  niveau  qui  était 
différent  «n  1898  de  ce  qu'il  est  maintenant.  C'est  pourquoi,  si 
l'on  veut  tenir  compte  de  ce  fait,  les  mots  :  «  méthodes  mathé- 
matiques de  la  mécanique  technique  »  devront  être  interprétés  de 
façon  à  comprendre  non  seulement  les  anciens  domaines  de  la 
statique  graphique  et  de  la  cinématique,  mais  encore  les  nouvelles 
méthodes  mathématiques  des  ingénieurs  (diagrammes  de  diffé- 
rentes sortes,  etc.). 

c)  Partant  de  ce  point  de  vue-là,  nous  sommes,  par  intime 
conviction,  de  l'opinion  générale  qui  a  été  exprimée  dans  l'assem- 
blée des  représentants  des  mathématiques  appliquées,  à  Pâques 
1907,  à  Gottingue*,  à  savoir  que  les  mathématiques  appliquées  ne 
comprennent  pas  seulement  quelques  domaines  restreints  des  ma- 
thématiques, mais  qu'elles  sont  bien  plutôt  la  mise,  en  évidence 
des  moyens  dont  disposent  les  mathématiques  pratiques  :  du  des- 
sin, du  calcul  et  de  la  mesure  dans  leur  application  dans  les  do- 
maines voisins.  Nous  pensons  aussi  que  dans  l'enseignement  des 
mathématiques  appliquées,  ces  domaines  voisins  doivent  être 
étudiés  à  fond,  dans  leur  caractère  objectif,  s'ils  n'interviennent 
pas  déjà  d'eux-mêmes  dans  la  préparation  des  étudiants.  L'assem- 
blée déjà  citée  a  tenu  compte  de  cette  dernière  question  en  intro- 
duisant très  à  propos  la  partie  technique  de  la  physique  dans 
l'enseignement  de  la  physique  déjà  en  vigueur;  mais  l'astronomie, 
la    géodésie    (et    dans    une    certaine    mesure    la    géophysique), 

»  Voir  le  compte  rendu  dans  le  Jahresbericht  der  D.  Mathem.-Ver.,  XVI,  1907. 
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doivent  être  introduites  dans  les  mathématiques  appliquées 
elles-mêmes. 

d)  Ainsi  les  «  mathématiques  appliquées  »  embrassent  un  do- 
maine considérable  de  l'éducation  mathématique.  Elles  fournissent 
des  connaissances  et  des  aptitudes  qui  sont  d'une  utilité  constante 
au  maître  à  tous  les  degrés  des  écoles  supérieures,  surtout  si 
rinstruction  est  donnée  dans  le  sens  de  nos  programmes  de  Mé- 
ran.  Nous  n'hésiterons  donc  pas  à  prescrire  les  mathématiques 
appliquées  comme  une  partie  nécessaire  à  toute  préparation  ma- 
thématique normale,  —  nous  sommes  par  cela  d'accord  avec  les 
conclusions  de  la  conférence  citée  —  et  à  recommander,  par  con- 
séquent, instamment  aux  candidats  en  mathématiques  les  exa- 
mens en  mathématiques  appliquées.  Aussi  les  avons-nous  intro- 
duites dans  les  schéma  (Paragraphe  V)  des  études  générales  de 
mathématiques  et  de  physique. 

ei  Nous  demanderons  à  chaque  université  les  installations  né- 
cessaires qui  sont  indispensables  pour  les  mathématiques  appli- 
quées telles  que  nous  voudrions  les  introduire,  c'est-à-dire  non 
seulement  les  maîtres  (privat-docents  et  assistants)  nécessaires, 
mais  aussi  les  installations  diverses  voulues,  comme  salles  de 
dessin,  etc.,  et  tout  particulièrement  la  création  d'observatoires 
d'enseignement  partout  où  l'on  ne  trouve  pas  déjà  d'observatoire 
ou  instituts  analogues  auxquels  est  liée  directement  l'instruction 
de  l'astronomie  et  de  la  géodésie.  Ces  observatoires  seraient  de 
petits  instituts  dans  lesquels  les  étudiants  trouveraient  les  res- 
sources et  instruments  indispensables,  et  cela  dans  une  mesure 
suffisante  pour  le  but  qu'ils  se  proposent  d'atteindre. 

fl  Cette  extension  du  domaine  des  mathématiques  appliquées 
est  rendue  nécessaire  par  une  petite  modification  dans  l'organisa- 
tion des  examens  en  Prusse,  à  savoir  qu'en  outre  des  connais- 
sances en  géodésie,  on  en  exige,  ou  tout  au  moins  on  désire,  en 
astronomie.  Nous  recommandons  encore,  afin  que  les  mathéma- 
tiques appliquées  perdent  la  position  spéciale  qu'elles  occupent 
dans  le  cycle  des  autres  branches,  de  délivrer  le  certificat  de  capa- 
cité pour  les  mathématiques  appliquées  non  seulement  pour  le 
premier  degré  comme  il  a  été  fait  jusqu'à  présent,  mais  aussi  pour 
le  second  degré. 

g)  Pour  être  complets  nous  devons  encore  insister  sur  le  fait 
que,  comme  partout  ailleurs  les  exercices  pratiques  doivent  avoir 
leur  place  importante  dans  les  mathématiques  appliquées.  La  con- 
férence de  Pâques  de  1907,  déjà  citée,  a  insisté  catégoriquement 
sur  cette  question  en  réclamant  pour  l'usage  des  mathématiques 
appliquées  l'installation  de  laboratoires  de  mathématiques,  ana- 
logues aux  laboratoires  de  physique  et  de  chimie,  et  qui  trouve- 
raient du  reste  leur  raison  d'être  également  pour  les  mathémati- 
ques pures. 
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3.  De  renseignement  unwersitaire  des  mathématiques  pures, 

a}  11  va  de  soi  que  la  culture  des  mathématiques  pures  ne  doit 
pas  céder  4c  pas  aux  mathématiques  appliquées  (ni  à  l'université 
ni  dans  les  établissements  secondaires),  mais  qu'elles  doivent  être 
soutenues  et  complétées  par  ces  dernières.  Les  mathématiques 
pures  restent  toujours  la  partie  importante,  donnant  à  l  édifice  sa 
cohésion  caractéristique.  La  Commission  est  aussi  tout  à  fait  de 
l'avis  que  le  certificat  de  capacité  de  renseignement  des  mathé- 
matiques appliquées  soit  lié,  dans  le  règlement  des  examens  en 
Prusse,  à  celui  des  mathématiques  pures. 

h}  La  géométrie  analytique  ainsi  que  le  calcul  différentiel  et  in- 
tégral forment,  selon  la  coutume,  le  début  des  études  universi- 
taires des  mathématiques  pures;  si  les  propositions  formulées  à 
Méran  sont  mises  en  vigueur  dans  les  écoles,  le  jeune  étudiant 
trouvera  la  liaison  immédiate  entre  ces  branches  et  les  résultats 
acquis  en  mathématiques  dans  les  classes  supérieures  des  écoles. 
Il  serait  aussi  excellent  pour  une  préparation  rationnelle  du  futur 
professeur  si  Ton  adjoignait  à  ces  cours  de  début  en  mathéma- 
tiques pures,  des  cours  sur  certains  chapitres  élevés  de  Talgèbre 
et  de  l'analyse,  et  d'autres  analogues  sur  la  géométrie  et  la  méca- 
nique. Comme  cela,  la  liaison  entre  cette  première  partie  et  la 
physique  théorique  serait  faite.  C'est  aussi  le  moment  de  faire 
intervenir  des  considérations  sur  les  principes  et  sur  les  notions 
intuitives. 

c)  L'ordre  dans  lequel  ces  cours  supérieurs  devront  être  suivis 
est  assez  indifférent,  et  le  choix  des  branches  à  s'assimiler  dépend, 
dans  une  large  mesure,  de  l'étudiant  lui-même.  Nous  demandons 
seulement  qu'il  ne  se  charge  pas  trop,  car  il  doit  encore  pouvoir 
suivre  l'enseignement  des  mathématiques  appliquées  et  de  la  phy- 
sique (voir  le  tableau  des  études  générales).  Il  est  donc  stipulé 
que  les  cours  détaillés  sur  certaines  parties  des  mathématiques 
pures,  comme  il  y  en  a  généralement  beaucoup,  doivent  être  con- 
sidérés comme  des  cours  spéciaux  qui  ne  sont  destinés  qu'aux 
candidats  qui  désirent  approfondir  les  mathématiques  pures. 

dj  A  propos  de  ce  qui  vient  d'être  dit,  nous  ne  pouvons  nous 
empêcher  d'attirer  l'attention  sur  le  fait  que  certains  déplace- 
ments, que  l'on  peut  qualifier  de  contraires  à  l'esprit  normal  des 
choses,  ont  eu  lieu  non  seulement  aux  examens,  mais  aussi  dans 
la  marche  générale  de  l'enseignement  universitaire,  et  cela,  sous 
l'influence  de  règlements  d'examens  en  vigueur  depuis  une  dizaine 
d'années.  Le  mathématicien  pur,  en  tant  que  membre  de  la  com- 
mission des  examens  pour  la  candidatuie  aux  chaires  de  profes- 
seurs, possède  un  auditoire  relativement  considérable  dont  il 
peut,  lorsqu'il  le  veut,  exiger  beaucoup.  L'astronome  par  contre, 
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qui  ne  fait  partie  d'aucune  commission  d*examens  se  limite,  la 
plupart  du  temps  à  la  préparation  des  spécialistes,  à  moins  qu'il 
ne  donne  un  cours  général,  pour  étudiants  de  toutes  Facultés,  sur 
l'Astronomie  populaire,  ce  qui  ne  suffît  pas  pour  les  candidats. 
Nous  aurons  sous  ce  rapport  les  mêmes  observations  à  faire  plus 
loin  lorsque  nous  traiterons  de  l'organisation  de  la  physique 
expérimentale  pour  laquelle  il  faut  tenir  compte,  en  outre  des 
candidats  à  l'enseignement  des  diverses  catégories  d'étudiants  ;  mé- 
decins, pharmaciens,  etc.;  on  risque  donc  de  ne  pas  avoir  assez 
égard  aux  intérêts  scientifiques  des  candidats.  Nous  pensons, 
dans  nos  propositions,  qu'il  est  de  toute  importance  d'aplanir,  au 
moins  en  quelque  mesure,  ces  inégalités  dans  la  préparation  uni- 
versitaire de  nos  candidats,  inégalités  qui  sont  ducs  à  des  circons- 
tances extérieures. 

e)  Comme  conclusion  des  études  générales  de  mathématiques 
pures  nous-  recommandons  expressément  un  cours  qui  présenterait 
les  mathématiques  dans  leur  ensemble  et  en  montrerait  l'enchaî- 
nement, qui  rendrait  compte  en  outre,  par  une  vue  d'ensemble, 
de  l'importance  des  branches  supérieures  dans  les  différents 
degrés  de  l'exercice  scolaire.  L'expérience  montre  en  effet  que 
sans  ce  cours  spécial,  la  plupart  des  étudiants  ne  se  rendent  pas 
compte  du  lien  intime  qui  relie  les  différentes  parties  de  la 
science  mathématique  les  unes  avec  les  autres,  de  sorte  que  le  but 
même  à  atteindre  pour  le  futur  maître  est  pour  ainsi  dire  manqué. 
Afin  d'éviter  toute  confusion,  nous  ajouterons  encore  expressé- 
ment que  le  cours  que  nous  recommandons  ici  suppose,  bien  en- 
tendu, des  auditeurs  ayant  la  maturité  voulue  et  ne  s'adresse  pas 
aux  candidats  voulant  n'acquérir  que  le  certificat  d'enseignement 
des  mathématiques  pures  pour  le  second  degré. 

f)  Dans  le  schéma  (Paragraphe  V)  des  études  générales  en  ma- 
thématiques et  en  physique,  nous  n'avons  pas  donné  une  place 
spéciale  aux  cours  sur  les  principes  philosophiques  et  historiques 
des  mathématiques  qui,  à  Theure  qu'il  est,  sont  demandés  de 
divers  côtés.  Nous  pensons  que  les  questions  dont  nous  parlons 
pourront  être  traitées  avantageusement  dans  les  cours  que  nous 
avons  proposés,  tant  qu'elles  ne  font  pas  l'objet  d'études  spéciales. 
Pour  des  études  spéciales  dans  une  direction  philosophique  ou 
historique,  nous  désirerions  au  contraire  des  développements  plus 
considérables  que  ceux  qui  ont  prévalu  jusqu'ici;  mais  ce  n'est  pas 
la  place  ici  de  nous  étendre  sur  ce  sujet. 

g)  Nous  insistons  aussi,  pour  l'étude  des  mathématiques  pures, 
sur  la  nécessité  d'exercices  variés  qui  développeront  la  personna- 
lité des  étudiants.  En  commençant  par  de  simples  problèmes, 
ceux-ci  doivent  arriver  progressivement  à  des  travaux  personnels 
qu'ils  pousseront  jusqu'au  bout,  et  soumettront  aussi,  suivant  les 
cas,  à  leurs  camarades  dans  des  conférences  libres  au  séminaire. 
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Ces  exercices  pratiques  devraient  pouvoir  se  combiner  avec  ceux 
des  mathématiques  appliquées,  de  façon  que  l'étudiant  puisse  ré* 
gulièrement  prendre  part,  à  partir  du  premier  semestre  et  durant 
toute  son  activité  universitaire  aux  exercices  pratiques  de  ces 
deux  catégories  de  mathématiques  (pures  et  appliquées).  Natu- 
rellement, pour  que  cela  soit  possible,  il  faudra  le  secours  d'assis- 
tants; en  passant,  nous  ne  recommandons  pas  ces  exercices  pra- 
tiques pour  lesquels  en  Prusse  on  a  coutume  de  compter  un  assis- 
tant pour  30  étudiants. 

h)  Pour  terminer,  nous  observerons,  conformément  à  ce  qui  a 
déjà  été  dit,  qu'il  est  indispensable  pour  l'étudiant  d'avoir  à  sa 
disposition  des  salles  de  travail  et  des  bibliothèques  de  sémi- 
naires (où  il  puisse  trouver  la  littérature  nécessaire  à  sa  vocation); 
ces  exigences' ont  leur  raison  d'être,  étant  donné  l'esprit  suivant 
lequel  on  conçoit  actuellement  une  étude;  ordonnée  des  mathé- 
matiques pures.  Nous  recommandons  aussi  des  collections  de 
modèles  mathématiques  qui  aident  intuitivement  à  comprendre 
les  cours.  L'étendue  de  ces  installations  devrait  être  comprise  à 
peu  près  comme  celle  des  séminaires  de  philologie  ou  d'histoire. 


B.   —  Physique. 

Nous  pensons  tout  d'abord  que  les  études  de  mathématiques  et 
de  physique  de  nos  candidats  revêtiront  un  caractère  d'unité  idéale 
grâce  à  l'intervention  des  mathématiques  appliquées,  car  la  cul- 
ture des  mathématiques  appliquées  telle  que  nous  l'entendons, 
empiète  déjà  d'elle-même  à  bien  des  égards  sur  le  domaine  phy- 
sique. Grâce  à  cette  liaison,  il  ne  restera  à  la  physique  que  la 
tâche  spéciale  de  développer  le  côté  expérimental  et  les  procédés 
inductifs  de  cette  science. 

2.  Pour  ce  qui  concerne  les  installations  pratiques  de  physique 
on  trouve  dans  presque  toutes  les  universités  des  instituts  phy- 
siques modernes.  Nous  avons  à  exprimer  le  vœu  que  dans  tous  ces 
instituts  on  accorde  aussi  l'attention  voulue  aux  applications  tech- 
niques de  la  physique.  Parle  fait  qu'en  plusieurs  endroits  ilexiste 
déjà  des  installations  mécaniques  et  électrotechniques,  il  sera 
facile  d'obtenir  quelque  chose  d'utile  avec  des  dépenses  relative- 
ment faibles.  Nous  désirons  en  outre  une  place  plus  considérable 
pour  les  laboratoires  de  physique  que  l'on  devrait  agrandir  en 
plusieurs  endroits  (voir  5). 

3.  Nous  recommandons  ensuite  des  transformations  dans  l'en- 
seignement concernant  le  cours  habituel  de  physique  expérimen- 
tale. On  s'est  souvent  plaint  en  effet  du  fait  que  ce  cours  ne  cor- 
respondait pas  au  niveau  dlnstruction  mathématique  et  physique 
que  possèdent  les  étudiants  en  enseignement,  au  sortir  de  l'école. 
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Il  ne  faut  pas  oublier  que  les  principes  de  la  physique  reçoivent 
petit  à  petit  un  développement  assez  considérable,  non  seulement 
dans  les  écoles  réaies  de  neuf  années,  mais  aussi  dans  les  gymnases; 
ce  sera  encore  davantage  le  cas  lorsque  nos  propositions  de  Meran 
auront  été  adoptées  dans  les  écoles  et  spécialement  lorsqu'on  aura 
introduit  dans  toutes  les  écoles  des  exercices  de  physique  (faculta- 
tifs on  obligatoires).  On  utilisera  à  Técole,  cela  va  sans  dire,  dans 
renseignement  de  la  physique,  toutes  les  connaissances  mathé- 
matiques dont  rélève  dispose.  Un  cours  universitaire  pour  lequel 
on  ne  supposeaucuneconnaissancepréliminaire,  tel  qu'ilen  existait 
autrefoispartoutettelqu'ilenexisteencore  dans  quelques  endroits, 
est  contraire  à  cet  état  de  choses,  et  spécialement  un  cours  où  Ton 
évite  avec  soin  tout  ce  qui  est  mathématique  et  où  Ton  entame  des 
discussions  prolixes  et  pénibles  n'a  pas  sa  place  à  Tuniversité. 

4.  Un  cours  de  physique  expérimentale  répondant  au  besoin  de 
Tépoque  devrait  présenter  l'étude  d'ensemble  du  domaine  de  la 
physique  en  menant  de  front  les  théories  et  les  démonstrations 
expérimentales;  notre  idée  s'est  trouvée  du  reste  confirmée  par  de 
nombreux  représentants  universitaires  des  sciences  physiques. 
Un  tel  cours  devrait  faire  un  usage  continuel  du  calcul  différen- 
tiel et  intégral  élémentaire.  Pour  cela,  nous  devons  non  seule- 
ment attendre  l'exécution  des  projets  proposés  à  Méran,  mais 
encore  nous  en  remettre  aux  privat-docents  pour  l'organisation  de 
cours  complémentaires  destinés  aux  auditeurs  qui  ne  suivent  pas, 
en  dehors  de  cela,  les  deux  semestres  de  calcul  différentiel  et  in- 
tégral (comme  le  font  les  candidats  à  l'enseignement  des  mathé- 
matiques et  de  la  phyS'ique).  On  dira,  sans  doute,  que  certaines 
catégories  d'auditeurs  qui  avaient  l'habitude  de  suivre  ce  cours  de 
physique  expérimentale,  protesteront  à  chaque  apparition  de  con- 
sidérations mathématiques.  Si  c'est  réellement  le  cas,  on  devrait 
instituer  pour  eux  un  cours  spécial  de  physique  (comme  on  Ta  fait 
par  exemple  à  Vienne  depuis  des  années i.  Par  la  façon  de  procé- 
der, en  vigueur  jusqu'à  présent  en  maint  endroit,  non  seulement 
nos  candidats  perdent  un  temps  précieux,  mais  ils  n'ont  plus  le 
plaisir  de  l'étude  et  leurs  progrès  en  souffrent. 

5.  Nous  recommandons  ensuite  aux  candidats  un  important 
développement  des  exercices  pratiques  de  physique.  Ceux-ci  se 
réduisent  principalement,  jusqu'à  présent,  aux  exercices  de  mesu- 
res auxquels  l'étudiant  a  coutume  de  prendre  part  immédiatement 
après  avoir  terminé  son  cours  de  physique  expérimentale.  Nous 
voulons  certainement  maintenir  cet  état  de  choses,  nous  désii*ons 
seulement  que  l'étudiant  ne  soit  pas  conduit  par  cela  à  une  façon 
de  procéder  toute  schématique,  mais  qu'il  soit  plutôt  en  relation 
personnelle  avec  le  privat-docent  (ou  assistants  spéciaux)  qui 
s'occupera  de  lui  individuellement.  Cependant,  conformément  à 
des  désirs  souvent  exprimés,    nous    aimerions   encore    un  autre 

L'Enseignement  mathém.,  1(H>  année;  1908.  2 
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Z^fkt^  dVxATcirc!^  comme  oo  en  troave  depoîs  pea  eD  qoelqoes 
exid/oit«.  et  qui  derraieot.  daas  rioterét  des  futurs  maîtres,  être 
OTjfaoî^^rs  d'une  la^-OD  systématique.  Ce  seraient  tout  d'abord  des 
exerrî^'^s  développant  Ibabil^té  des  mains  ou  I'<hi  apprendrait  en 
parlicuiifrr  la  manipulation  du  verre  et  du  métal  et  ou  l'on  donne- 
rait quelques  indications  sur  l^^s  outils  et  le  matériel  .  Ce  seraient 
eu«-uite  ^f^  en  seî  ornement  s  pratiques  sur  le  maniement  des  ins- 
truiuent^  et  la  construction  d'appareils  pour  lesquels  la  première 
place  ne  «erait  pas  donnée  aux  appareils  d'école,  mais  plutôt  aux 
instruments  scientifiques  et  aux  appareils  pour  Tensei^ement 
universitaire  qui  fourniront  a  l'étudiant  l'occasion  d'expériences 
appropriées.  Un  cours  particulier  enfin  serait  consacré  a  la  con- 
naissance pratique  des  applications  techniques  de  la  physique 
machines  et  électro- technique  .  Ce  cours  trouverait  son  impor- 
tance non  seulement  en  ce  qui  concerne  la  culture  crenerale  de  la 
science,  mais  encore  pour  ce  qui  touche  aux  besoins  de  l'ensei- 
cément  scolaire  qui  réclame  du  maître,  dans  une  mesure  tou- 
jours plus  lar^re.  une  certaine  connaissance  de  ces  matières.  On 
pourrait  même,  au  besoin,  instituer  â  cet  effet  un  enseignement 
spécial. 

0,  Pour  ce  qui  concerne  les  cours  de  physique  supérieure  qui 
rentrent  dans  le  cadre  de  nos  études  générales,  nous  nous  con- 
tenterons d'exprimer  le  vœu  qu'ils  exposent  dans  une  étude  d'en- 
semble la  physique  théorique,  mais  qu'on  ait  soin  de  la  rendre 
claire  par  de  nombreuses  démonstrations  expérimentales. 

7.  Il  est  indispensable  aussi  que  l'étudiant  en  physique  se 
munisse  également  de  quelques  connaissances  en  chimie,  même 
s'il  n'a  pas  l'intention  d'acquérir  comme  nous  le  recommandons 
dans  le  $  VII.  un  grade  formel  en  chimie.  11  suffirait  qu'il  suivit 
pendant  un  semestre  le  cours  d'introduction  de  chimie  générale, 
et  qu'il  fréquentât,  pendant  un  semestre  également,  un  laboratoire 
de  chimie  correspondant  à  ses  besoins. 


m.  —  Les  Etudes  générales  en  Chimie  et  en  Géologie,  y  compris 
la  Minéralogie  et  la  Biologie. 

Sur  retendue  et  la  délimitation  de  ces  branches  et  leur  importance 
dans  les  examens  de  professorat, 

at  Les  branches  d'études  que  nous  examinons  dans  le  présent 
chapitre  sont  également  considérées  dans  les  règlements  d*exa- 
mens  actuellement  en  vigueur  comme  allant  ensemble,  mais  elles 
sont  groupées  d*une  façon  un  peu  diflerente  de  celle  que  nous 
recommandons. 
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Dans  les  règlements  d'examens  de  Prusse,  la  chimie  et  la  miné- 
ralogie forment  une  seule  branche  d'examen,  comprenant  égale- 
ment la  géologie,  de  telle  sorte  qu'on  exige  la  connaissance  des 
principaux  terrains  et  formations  géologiques,  de  l'Allemagne  en 
particulier. 

Dans  le  domaine  biologique,  [botanique  et  zoologie)  on  intro- 
duit, d'après  les  règlements  prussiens,  la  connaissance  de  l'ana- 
tomie  et  de  la  physiologie  du  corps  humain,  comme  base  de 
V  anthropologie . 

h)  Dans  les  projets  de  réformes  présentés  par  le  rapport  de  la 
commission  d'enseignement  de  Méran,  on  trouvera  tout  d'abord 
une  modification  importante  par  le  fait  que  la  géologie  est  traitée 
indépendamment  de  la  chimie  et  de  la  minéralogie  tandis  que 
jusqu'à  présent  on  l'avait  comprise  dans  ces  deux  branches.  Elle 
mérite  cette  place  dans  Tinstruction  scolaire  par  son  importance 
comme  trait  d'union  entre  la  nature  organique  et  inorganique  ; 
elle  donne  par  cela  même  une  certaine  unité  à  l'observation  de  la 
nature,  et  grâce  à  elle  ces  deux  domaines  revêtent  le  caractère 
d'une  science  historique. 

Dans  les  projets  de  Méran,  l'enseignement  propre  de  la  géolo- 
gie ne  comprend  qu'un  semestre  en  «  Oberprima,  »  mais  les  au- 
tres branches  parallèles,  par  exemple  la  chimie,  supposent  des 
connaissances  géologiques  lorsqu'elles  traitent  du  sel  gemme,  des 
calcaires,  de  la  houille,  des  silicates,  etc.  De  même  l'enseigne- 
ment biologique  exige  en  divers  endroits  des  considérations  sur 
les  formes  fossiles  des  gisements  houilliers,  par  exemple  en  bota- 
nique dans  l'étude  des  cryptogames  et  des  conifères,  en  zoologie 
dans  celle  des  mollusques  (ammonites  et  belemnites),  des  crusta- 
cés (tribolites),  et  des  reptiles  (sauriens  fossiles  et  leurs  formes 
de  transformation). 

L'étude  de  la  géologie  prendra  encore  plus  d'extension  lorsque, 
ainsi  que  nous  le  désirons,  on  aura  introduit  l'étude  de  \^  géogra- 
phie dans  celle  des  sciences  naturelles,  de  façon  à  réunir  l'ensei- 
gnement de  ces  deux  branches.  Des  questions,  concernant  la  con- 
figuration superficielle  des  pays  et  les  bases  géologiques  de  la 
géographie  actuelle  des  plantes  et  des  animaux,  entreront 
alors  en  considération  et  exigeront  une  étude  détaillée  de  la 
géologie. 

11  résulte  de  cela  que  le  maître  de  chimie  et  de  biologie  doit 
avoir  à  sa  disposition  des  connaissances  géologiques  approfondies 
et  qu'il  n'est  pas  juste  de  ne  considérer  cette  branche,  dans  les 
examens  pour  l'enseignement,  que  comme  une  simple  dépen- 
dance de  la  chimie. 

c)  Dans  les  propositions  de  Méran,  on  confère  également  une 
plus  grande  importance  à  la  minéralogie  que  celle  qu'on  lui  a  ac- 
cordée jusqu'à  présent.  Quoique  dans  ces  projets  elle  soit  traitée 
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ijiuîs  renseignement  général  de  la  chimie  comme  une  partie  de  la 
ihimie  inorganique,  il  ne  faut  pas  oublier  que  le  cours  de  miné- 
i-Uogie  en  «  Ujiterprima  »  a  comme  but  la  préparation  à  Tétude 
^f^nérale  de  géologie  en  «  Oberprima  »  ;  du  reste  ces  sciences  ont 
ontre  elles  des  rapports  étroits,  spécialement  dans  la  façon  dont 
elles  sont  traitées  dans  renseignement  scolaire,  et  personne  ne 
contestera  les  liens  intimes  qui  unissent  la  minéralogie  et  la  chi- 
mie. 

dj  En  vertu  de  ces  considérations,  la  commission  estime  qu'il 
est  convenable  de  considérer  le  domaine  de  W  géologie  et  de  la 
minéralogie  comme  branche  d'examen  indépendante  et  de  le  sé- 
parer de  la  chimie.  Cette  manière  de  voir  a  d'autant  plus  sa  rai- 
%<M\  d'être  que  la  chimie  mérite,  au  même  titre  que  la  physique, 
d'être  considérée  comme  une  branche  d'examen  indépendante, 
aussi  bien  par  son  importance  en  tant  que  branche  d'enseigne- 
ment que  par  son  étendue. 

ej  Dans  les  projets  de  la  commission  d'enseignement  concer- 
nant les  établissements  réaux,  il  est  donné  une  grande  extension 
iujx  sciences  biologiques,  botanique  et  zoologie,  de  sorte  qu'il  y  a 
(tf.^s  raisons  pour  considérer  ces  deux  domaines  comme  des  bran- 
ches d'examen  spéciales,  ainsi  que  du  reste  on  l'a  recommandé 
ih'  divers  cAtés. 

Cependant,  abstraction  faite  do  ce  qu'il  ne  serait  pas  bon  de 
multiplier  davantage  le  nombre  des  branches  indépendantes,  il 
rst  d'un  intérêt  général  de  ne  pas  séparer  ces  deux  domaines,  qui 
sont  du  reste  intimement  liés,  mais  de  reconnaître  toutefois  leur 
importance  comme  sciences  spéciales  en  tenant  compte  des  con- 
i^idérations  suivantes  : 

a.  Etant  donné  la  place  actuelle  occupée  par  ces  deux  sciences, 
il  ne  convient  pas  que  les  examens  en  botanique  et  en  zoologie  se 
pussent  en  présence  du  même  examinateur. 

jJ.  Pour  ce  qui  concerne  l'enseignement  biologique  jusque  dans 
Ir^s  classes  supérieures,  il  est  préférable  de  ne  pas  conserver  la 
l'i'marque  faite  au  paragraphe  25  du  règlement  des  examens,  à  sa- 
voir que  la  capacité  à  l'enseignement  de  la  botanique  et  de 
la  zoologie  pour  le  premier  degré  soit  déjà  reconnue  lorsque  le 
landidat  ne  l'a  obtenue  que  pour  l'un  des  domaines,  tandis  que 
fïour  l'autre  il  n'a  obtenu  que  celle  du  second  degré. 

fj  En  vertu  des  considérations  qui  précèdent,  nous  recomman- 
dons aux  candidats  en  chimie-biologie  la  préparation  aux  trois 
Iji  anches  d'examen  suivantes  : 

\.  Chimie. 

B.  Géologie  (y  compris  la  minéralogie). 

C.  Biologie  (botanique,  zoologie  y  compris  l'anthropologie). 
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Remarques  particulières  a  chacun  de  ces  domaines. 

A.  Chimie. 

i.  Généralités  sur  la  place  de  la  chimie  dans  les  sciences 
naturelles. 

La  chimie  a,  en  quelque  sorte,  la  m^me  tache  à  remplir,  relati- 
vement aux  autres  branches  des  sciences  naturelles  que  celle  des 
mathématiques  appliquées  vis-à-vis  des  autres  branches  des  mathé- 
matiques. De  même  que  la  chimie,  dans  ses  rapports  avec  la  géo- 
logie et  la  minéralogie,  explique  la  formation  et  la  transformation 
des  minéraux  et  des  roches,  son  importance  fondamentale  dans 
les  sciences  biologiques  réside  dans  le  fait  qu'elle  permet  de  com- 
prendre les  changements  de  substance  caractérisant  toute  vie  or- 
ganique. 

2.  De  renseignement  universitaire  en  chimie, 

a)  La  meilleure  introduction  que  Tétudiant  puisse  trouver  dans 
le  domaine  de  la  chimie  est,  comme  de  coutume,  le  cours  géné- 
ral de  chimie  expérimenta  le  y  durant  deux  semestres.  Nous  recom- 
mandons que  ce  cours  soit  institué  de  façon  à  aborder  d'emblée 
tous  les  domaines  qui  seront  utiles  au  candidat  dans  sa  future 
vocation. 

bj  Ce  cours  général  comprendra,  par  conséquent,  une  étude 
d'ensemble  de  la  chimie  inorganique  et  l'examen  des  principes 
fondamentaux  de  chimie  organique.  Pour  cette  dernière,  on  s'oc- 
cupera avant  tout  des  combinaisons  importantes  concernant  les 
transformations  de  substance  des  plantes  et  des  animaux;  cepen- 
dant nous  recommandons  en  outre  pour  les  deux  domaines,  le 
point  de  vue  technique  et  industriel  si  important  au  point  de  vue 
économique*.  Il  est  à  recommander  également  d'intercaler  dans  le 
cours  quelques  aperçus  sur  la  chimie  physique  et  de  donner  en 
même  temps  une  idée  du  développement  de  la  chimie  en  tant  que 
science  en  citant  les  noms  des  savants  les  plus  en  vue  dans  ce 
domaine. 

cj  Le  candidat  devra  ensuite  compléter  celte  préparation  par 
des  exercices  pratiques  de  séminaires  et  de  laboratoire. 

d)  Dans  les  travaux  de  laboratoire  il  est  à  recommander  qu'on 
s'occupe  des  étudiants  individuellement  et  que  ces  derniers  ne 


'  (Par  oxemple  la  préparation  des  alcalis,  des  acides,  du  verre;  les  principaux  procédés  em- 
ployés dans  les  fonderies  comme  dans  la  préparation  du  fer  et  de  l'acier;  la  fabrication  de 
l'alcool,  du  sucre,  l'importance  de  l'industrie  du  gaz  et  du  goudron,  les  matières  colorantes,  ce 
qu'il  y  a  de  plus  important  dans  la  chimie  agricole,  etc.) 
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travaillent  pas  tous  uniformément  dans  l'analyse  qualitative  et 
quantitative,  comme  cela  se  voit  en  plus  d'un  endroit.  Dans  ses 
manipulations,  le  candidat  se  bornera  à  étudier  les  réactions  des 
anions  et  des  cathions  et  les  méthodes  de  l'analyse  quantita- 
tive (poids  et  mesure)  ;  naturellement  le  candidat  devra  pouvoir 
également  déterminer  la  constitution  chimique  d'un  minéral 
simple  au  moyen  de  l'analyse  qualitative;  il  doit  avoir  compris 
également  l'analyse  élémentaire  et  les  méthodes  pour  la  détermi- 
nation des  poids  moléculaires,  de  façon  à  pouvoir  exposer  ces 
méthodes  et  au  besoin  refaire  ces  expériences  au  cas  où  il  serait 
appelé  à  enseigner  dans  un  établissement  où  la  chimie  est  traitée 
d'une  façon  relativement  complète,  comme  dans  les  «  Oberreal- 
schulen  »,  où  il  devra  trouver  les  appareils  nécessaires.  Mais  il  ne 
devra  pas  être  question  d'une  connaissance  complète  et  appro- 
fondie de  l'analyse  qualitative  et  quantitative. 

e)  C'est  pourquoi  les  candidats  devraient  s'exercer  dans  les  tra- 
vaux de  laboratoire  à  préparer  des  expériences,  à  acquérir  une 
certaine  habileté  technique  dans  le  montage  et  la  construction 
d'appareils  et  dans  la  préparation  d'expériences  de  démonstra- 
tion; autant  de  points  qui  semblent  indispensables  à  l'enseigne- 
ment scolaire  et  en  particulier  pour  les  exercices  pratiques  exé- 
cutés en  classe. 

Pour  cela  il  faut  avoir  à  sa  disposition  des  assistants  particuliers, 
et  le  mieux  serait  de  les  choisir  parmi  les  candidats  ayant  terminé 
leurs  études. 

fj  Dans  le  même  ordre  d'idées,  des  séminaires  ont  été  organisés 
dans  quelques  universités,  dans  lesquels  le  privat-docent  expose 
quelques  chapitres  choisis,  et  où  les  auditeurs  s'exercent  égale- 
ment à  des  conférences  libres  avec  expériences. 

g)  Quant  aux  cours  plus  approfondis,  comme  les  cours  détaillés 
de  chimie  organique,  de  chimie  analytique,  physique  et  technique, 
ils  ne  s'adressent  qu'aux  candidats  qui  désirent  faire  de  la  chimie 
une  étude  spéciale.  Pour  les  candidats  à  l'enseignement  qui  for- 
ment la  majorité,  il  suffira  de  quelques  brèves  conférences  d'une 
heure  ou  deux  par  semaine  où  l'on  exposera  quelques  notions  sur 
ces  domaines  spéciaux  (comme  an  l'indiquera  dans  les  pro- 
grammes qui  suivront),  notions  qui  pourront  compléter  les  lacunes 
éventuelles  du  cours  général. 

B.  Géolocjie  (y  compris  la  minéralogie). 
1.  Généralités. 

al  Comme  nous  l'avons  déjà  fait  observer  plus  haut,  les  propo- 
sitions présentées  à  Méran  n'ont  ménagé,  même  dans  les  écoles 
réaies  supérieures,  qu'un  temps  relativement  restreint  à  l'ensei- 
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^nement  propre  de  géologie  et  de  minéralogie;  mais  ces  dites 
propositions  supposent  pour  l'enseignement  des  branches  pa- 
rentes, des  connaissances  géologiques  et  minéralogiques  si  va- 
riées que  l'enseignement  universitaire  de  la  géologie  et  de  la  mi- 
néralogie doit  se  faire  avec  tout  autant  de  soins  que  celui  des 
autres  branches  analogues. 

b)  D'une  manière  générale,  l'enseignement  de  la  minéralogie 
doit  précéder  celui  de  la  géologie.  C'est  pourquoi  nous  traiterons 
ces  deux  branches  dans  l'ordre  indiqué. 

2.  De  renseignement  universitaire  en  minéralogie. 

a)  Le  cours  général  de  chimie  expérimentale  en  traitant  des 
corps  simples  et  de  leurs  combinaisons  que  Ton  rencontre  dans 
la  nature,  aura  déjà  introduit  les  principaux  minéraux,  donné  des 
renseignements  sur  leur  constitution  chimique  et  mentionné  ce 
qu'il  y  a  de  plus  important  sur  les  formes  cristallines. 

b)  Il  est  en  outre  à  désirer  que  les  minéraux  soient  traités  sys- 
tématiquement dans  un  cours  particulier,  avec  des  considérations 
spéciales  sur  leurs  transformations,  leur  forme,  leur  importance 
dans  la  constitution  des  roches  et  leur  utilisation  technique.  A  ce 
propos,  nous  recommandons  de  rendre  cet  enseignement  vraiment 
utile  par  une  étude  intelligente  de  la  nature. 

c}  Par  contre,  le  candidat  ne  devra  pas  s'astreindre  a  suivre  ces 
cours  détaillés  de  cristallographie  et  d'optique  physique  comme 
on  en  donne  dans  plusieurs  universités.  Il  est  préférable  de  traiter 
sans  trop  de  détails  ce  qu'il  y  a  de  plus  important  sur  ces  do- 
maines dans  le  cours  général  de  minéralogie.  Les  cours  spéciaux 
n'ont  leur  raison  d'être  que  pour  les  candidats  qui  ont  l'intention 
d'approfondir  ce  domaine. 

d)  Nous  avons  les  mêmes  recommandations  à  faire  que  précé- 
demment au  sujet  de  l'organisation  des  exercices  pratiques  des 
candidats.  Un  semestre  devrait  suffire  pour  cette  partie  pratique. 

3,  De  l'enseignement  universitaire  en  géologie, 

a)  Il  est  difficile  d'établir  une  règle  définitive,  admise  d'une 
manière  générale,  quant  à  l'ordre  à  suivre  pour  les  cours  de  géo- 
logie, hn  géologie  générale  suppose  dans  quelques  chapitres  une 
certaine  connaissance  en  «  géologie  historique  »,  mais  d'un  autre 
côté  une  connaissance  des  forces  transformantes  de  la  nature  est 
uécessaire  pour  la  compréhension  de  la  succession  des  couches 
terrestres  et  de  même  une  certaine  connaissance  en  paléontologie 
est  indispensable  pour  comprendre  l'importance  des  fossiles 
comme  indices  révélateurs  de  l'époque.  Ensuite  la  détermination 
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de  Tépoque  par  Tobservation  des  groupes  de  fossiles,  joue  un  rôle 
en  paléontologie.  Le  meilleur  procédé  à  suivre  pour  surmonter  la 
difficulté  qui  réside  dans  l'ordre  à  adopter  pour  les  cours  de  géo- 
logie, sera  de  traiter  chacun  des  chapitres  mentionnés  ci-dessus 
de  façon  à  ce  qu'ils  se  complètent  les  uns  les  autres.  A4>rès  mûres 
réflexions,  la  commission  recommande  pour  la  préparation  des 
candidats  à  l'enseignement  de  géologie  l'ordre  suivant. 

a.  La  géologie  générale  doit  être  traitée  en  premier  lieu,  en  vertu 
précisément  de  son  caractère  de  généralité.  Il  sera  bon  d'inter- 
caler dans  l'introduction  quelques  éclaircissements  sur  la  division 
et  la  suite  des  époques  en  géologie,  sur  l'importance  des  fossiles 
pour  déterminer  l'époque,  sur  les  formations  des  couches  terres- 
tres, etc.  La  géologie  générale  est  indispensable  au  chimiste  à 
cause  des  transformations  des  matières  constituant  Técorce  ter- 
restre. Par  ses  recherches  sur  les  forces  et  phénomènes  qui  exer- 
cent une  action  sur  l'écorce  terrestre,  elle  jette  les  fondements  né- 
cessaires pour  la  connaissance  de  la  configuration  superficielle  de 
notre  planète  et  de  ses  propriétés. 

jS.  Dans  la  géologie  historique  (science  des  formations  successi- 
ves) le  but  principal  n'est  pas  d'établir  d'une  façon  précise,  au 
moyen  des  fossiles,  la  succession  des  couches  terrestres.  Sa  tache 
est  bien  plutôt  de  déterminer  autant  qu'on  peut  le  faire  à  l'aide 
des  différentes  catégories  de  fossiles,  les  transformations  dans  la 
configuration  superficielle  de  notre  globe  et  les  différences  qui  en 
résultent  dans  les  conditions  de  la  vie  ;  cette  détermination  devi-a 
se  faire  pour  les  quelques  époques  géologiques  qui  ont  été  déter- 
minées d'après  l'ordre  d'ancienneté  des  fossiles  qui  leur  appar- 
tiennent. Cette  étude  des  formations  terrestres  successives  se 
continuera  par  celle  du  développement  historique  de  la  couche 
superficielle  actuelle  et  de  sa  différenciation  bionomique  ;  dans  ce 
chapitre  elle  est  en  relation  étroite  avec  la  géologie  générale  et 
son  utilité  pour  le  géographe  est  évidente. 

y.  En  traitant  les  fossiles  comme  restes  de  plantes  et  d'animaux 
\di  paléontologie  les  met  en  rapport  direct  avec  les  systèmes  bota- 
niques et  géologiques,  en  parlant  de  l'extension  de  ces  systèmes  à 
certaines  époques.  Egalement  en  relation  avec  la  géologie  histo- 
rique, la  paléontologie  donne  aux  branches  biologiques  le  carac- 
tère de  sciences  historiques. 

b)  En  dehors  des  cours  sur  ces  différents  domaines,  nous  re- 
commandons aux  candidats  des  exercices  pratiques  ou  séminaires 
spéciaux  touchant  à  la  pétrographie,  la  géologie  et  la  paléontolo- 
gie. Il  va  de  soi  que  les  collections  des  instituts  doivent  être  li- 
brement accessibles  aux  étudiants.  Mais  surtout  beaucoup  d'ex- 
cursions dans  les  environs  immédiats  ou  éloignés,  comme  elles 
sont  du  reste  d'usage  partout;  elles  doivent  être  considérées 
comme  des  compléments  indispensables  aux  cours. 
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C.  BiOLOuiB  (botanique  et  zoologie  y  compris  Tanthropologie). 


1.  De  renseignement  unisse rsitaire  en  botanique. 

ai  lia  tâche  qui  incombe  à  renseignement  universitaire  de  la  bo- 
tanique est  tout  d'abord  de  procurer  à  Tétudiant  une  connaissance 
générale  des  plantes  et  d'en  développer  ensuite  le  point  de  vue 
morphologique,  physiologique  et  biologique. 

Dans  ce  but,  la  commission  recommande  : 

a.  un  cours  général  de  morphologie  et  systématique  des  plantes 
vasculaires  en  insistant  plus  spécialement  sur  les  catégories  de 
plantes  utiles  au  point  de  vue  économique  ; 

/î.  un  deuxième  cours  sur  Tanatomie  et  la  physiologie  des  plan- 
tes s'appuyant  sur  les  phénomènes  biologiques  les  plus  impor- 
tants (processus  de  la  fructification,  relations  des  plantes  entre 
elles  et  avec  les  animaux)  ; 

y.  un  cours  sur  les  cryptogames  inférieures  (bryophytes  et  thal- 
lophytes), en  particulier  sur  l'importance  des  êtres  vivants  infé- 
rieurs dans  la  nature  et  pour  l'homme.  • 

Pour  terminer  il  faudrait  instituer  un  cours  général  de  biologie, 
qui  se  trouve  mentionné  également  dans  le  chapitre  suivant  con- 
cernant l'enseignement  universitaire  en  zoologie,  et  qui  traiterait 
des  conditions  générales  d'existence  des  êtres  vivants  et,  par  la 
même  occasion,  de  la  répartition  géographique  des  plantes  et  des 
animaux. 

b)  Comme  précédemment  des  excursions  scientifiques  dans  les 
environs  plus  ou  moins  immédiats  rendront  d'utiles  services  pour 
Tétude  de  la  flore  indigène. 

En  examinant,  dans  le  cours  de  ces  excursions,  des  groupes  de 
plantes  qui  diffèrent  au  point  de  vue  de  l'habitat,  il  faudra  insis- 
ter tout  spécialement  sur  la  façon  dont  les  plantes  dépendent  du 
lieu  et  de  la  qualité  du  terrain,  de  la  saison  et  du  climat  ou 
également  de  la  manière  dont  l'homme  les  cultive.  En  procédant 
ainsi,  la  connaissance  biologique  du  pays  formera  la  base  d'une 
étude  intelligente  de  la  géographie  des  plantes. 

Il  esta  recommander  aussi  d'organiser  des  excursions  pour  exa- 
miner sur  les  lieux  mêmes  les  moyens  que  possèdent  les  plantes 
pour  se  protéger  contre  des  influences  extérieures  diverses,  les 
dispositions  qui  permettent  la  propagation  des  germes,  les  rela- 
tions entre  les  plantes  et  les  animaux  et  d'autres  considérations 
générales  d'ordre  biologique. 

c)  En  outre,  pour  que  l'étudiant  apprenne  à  connaître  plus  inti- 
mement la  végétation  des  zones  étrangères,  il  faut  recommander 
les  démonstrations  dans  les  jardins  botaniques,  serres  et  musées 
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de  plantes,  au  moyen  de  plantes  fraîches  ou  conservées,  les  des- 
criptions concernant  la  géographie  des  plantes  en  s'aidant  au  be- 
soin de  dessins  iiguratifs. 

d}  Comme  dans  toutes  les  études  de  sciences  naturelles,  il  est 
ici  de  la  plus  haute  importance  que  le  futur  maître  de  botanique 
s'initie  aussi  tôt  que  possible  aux  exercices  pratiques  au  labora- 
toire ou  dans  les  séminaires. 

Tout  d'abord,  le  candidat  qui  se  destine  à  l'enseignement  de 
cette  branche  devra  s'exercer  au  maniement  du  microscope  et  à  la 
technique  microscopique.  11  devra  se  livrer  ensuite  à  l'étude  de  la 
constitution  anatomique  microscopique  de  la  plante  en  cellules 
et  en  canaux,  et  acquérir  la  connaissance  des  formes  de  plantes 
inférieures.  Hln  outre,  dans  l'intérêt  du  futur  enseignement  sco- 
laire que  le  candidat  sera  appelé  à  donner,  il  est  nécessaire  d'ac- 
quérir à  l'université  une  pratique  suffisante  dans  la  préparation 
d'expériences  concernant  la  physiologie  des  plantes.  Enfin,  des 
expériences  et  observations  d'ordre  biologique,  comme  on  en  fait 
déjà  dans  plus  d'une  université,  trouveront  ici  leur  place. 

Dans  tous  ces  exercices  pratiques  le  dessin  d'après  nature  doit 
venir  constamment  en  aide  aux  travaux  microscopiques. 

H  va  de  soi  qu'on  étudiera  en  outre  les  méthodes  ordinaires 
concernant  la  conservation  des  plantes  et  que  les  jardins  botani- 
ques et  collections  seront  à  la  libre  disposition  des  étudiants. 


2.  De  renseignement  universitaire  en  zoologie  y  compris 
Va  nthropo  logie. 

a)  L'enseignement  universitaire  en  zoologie  s'est  développé,  en 
ce  qui  concerne  les  problèmes  touchant  aux  recherches  scientifi- 
ques, dans  une  direction  tout  autre  qu'en  botanique,  et,  en  vérité, 
ce  développement  s'est  trouvé  peu  favorable  pour  la  préparation 
des  candidats.  L'étude  de  la  zoologie  en  ce  qui  concerne  princi- 
palement l'anatomie  comparée,  devrait  déjà  se  faire  d'une  façon 
succincte  dans  l'enseignement  dçs  classes  supérieures  malgré  son 
caractère  de  science  élevée.  Dans  les  classes  moyennes,  on  se  bor- 
nera à  un  aperçu  des  principales  formes  du  règne  animal  et  prin- 
cipalement des  animaux  du  pays  et  de  leurs  conditions  d'existence  ; 
on  développera  dans  cette  étude  les  différenciations  et  caractères 
généraux  extérieurs  de  préférence  à  ceux  de  l'organisation  inté- 
rieure. 

D'une  mairière  générale  la  préparation  du  candidat  laisse  plus 
à  désirer  dans  ce  qui  touche  à  la  différenciation  des  formes  ani- 
males (par  exemple  dans  la  connaissance  des  insectes  si  impor- 
tante pour  la  biologie  des  fleurs),  que  dans  la  connaissance  des 
plantes. 
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H  ne  faut  pas  ensuite,  dans  Fintérêt  même  de  rensei^nieniont 
scolaire,  que  le  point  de  vue  physiologique  soit  éclipsa»  par  le 
côté  morphologique.  En  vue  même  des  instructions  concr^rnant 
l'hygiène  qu'il  est  désirable  de  donner  à  l'école,  il  est  important 
que  dans  l'étude  faite  à  l'Université  du  corps  humain,  les  proces- 
sus relatifs  aux  changements  de  substances  et  la  physiologie  du 
système  nerveux  ne  soient  pas  traités  d'une  façon  tiop  som- 
maire, 

bf  Parmi  les  cours  habituels,  nous  recommandons  avant  tout 
aux  candidats  ceux  de  zoologie  systématique  et  de  même  les  cours 
d'anatomie  comparée. 

Dans  les  premiers  qui  donnent  une  idée  générale  de  la  parenté 
naturelle  des  diverses  races  d'animaux,  il  sera  bon  d'introduire, 
en  outre  de  l'histoire  sommaire  de  la  zoologie  en  tant  que  science, 
les  principes  de  la  théorie  de  la  descendance  et  de  les  discuter. 
Dans  les  autres  cours,  on  traitera  les  principes  de  l'hisloirt  du 
développement  (embryologie). 

Un  cours  détaillé  d'embryologie  ne  devrait  s'adresser  qu'à  des 
spécialistes. 

Par  contre  nous  recommandons  aux  candidats  un  cours  jouant 
le  même  rôle  que  l'étude  des  cryptogames  en  botanique,  traitant 
des  animaux  inférieurs  qui  sont  particulièrement  imporlatits  pour 
l'homme,  spécialement  des  parasites  y  compris  les  parasites  du 
sang,  ceux  qui  nuisent  à  l'agriculture  et  à  l'horticulture  et 
d'autres. 

c)  Pour  terminer  les  études  de  biologie,  il  serait  très  important 
d'instituer  un  cours,  faisant  en  quelque  sorte  le  pendant  de  celui 
qui  terminerait  les  études  mathématiques,  sur  les  conditions  géné- 
rales d'existence  des  êtres  vivants  et  sur  leur  répartition  géogra- 
phique qui  en  dépend.  Par  cela,  la  zoologie  et  la  botanique  qui,  à 
l'heure  qu'il  est,  sont  encore  considérées  comme  des  branches 
visiblement  séparées,  trouveront  leur  réunion  en  une  science  qui 
envisagera  à  un  point  de  vue  uniforme  les  phénomènes  d'existence 
de  tout  être  vivant. 

d)  En  zoologie  également  il  faudra  donner  aux  travaux  dan  s  les 
laboratoires  et  à  la  participation  aux  exercices  éventuels  de  sémi- 
naires une  importance  pour  le  moins  aussi  considérable  qu'aux 
cours. 

En  zoologie,  les  exercices  pratiques  auront  pour  but  de  déve- 
lopper l'art  de  la  dissection  anatomique  par  des  préparations  des 
systèmes  organiques  des  différentes  formes  animales  et  sî  possible 
aussi  du  corps  humain.  Ces  exercices  permettront  également  de 
déterminer,  à  l'aide  des  collections  de  l'institut,  les  types  d*ani- 
maux  rapportés  d'excursions. 

Ensuite  on  s'occupera,  dans  cette  partie  pratique,  du  mitroscope 
et  de  ses  applications.  Il  permettra  tout  d'abord  l'étude  des  prin- 
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cipales  sortes  de  tissus  et  servira  de  guide  pour  reconnaître  et 
déterminer  par  soi-même,  les  formes  les  plus  importantes  du 
règne  animal  inférieur. 

En  outre,  pour  que  Tobservation  se  fasse  avec  toute  la  pénétra- 
tion désirable,  il  sera  bon  que  les  étudiants  s'exercent  dans  tous 
les  travaux  pratiques  à  dessiner  d'après  Tobjet  même  qu'ils  ob- 
servent. 

On  s'arrangera  à  pouvoir  disposer  largement  des  collections 
zoologiques  et  profiter  des  viviers  et  jardins  zoologiques. 

e}  Comme  en  botanique,  des  excursions  générales  devront  être 
organisées  régulièrement  pour  compléter  l'enseignement  univer- 
sitaire ;  ces  excursions  permettront  d'observer  les  animaux  du 
pays  sur  place  et  d'étudier  leur  genre  de  vie.  On  doit  attendre  du 
futur  maître  qu'il  connaisse  les  formes  les  plus  fréquentes  des 
poissons,  mollusques  et  crustacés  qui  peuplent  nos  rivières,  de 
même  que  les  animaux  terrestres  les  plus  importants,  spécialement 
des  groupes  des  oiseaux  et  insectes  indigènes  et  leur  importance 
pour  l'homme  et  dans  la  nature  en  général  :  et  qu'il  ait  appris  à 
observer  leur  vie  et  leurs  habitudes  dans  les  lieux  mêmes  de  leur 
existence.  La  visite  des  jardins  zoologiques  et  botaniques  se 
recommande  beaucoup  pour  développer  cette  étude. 

P  II  ne  faut  naturellement  pas  omettre  pour  le  candidat  à  l'en- 
seignement de  la  biologie,  l'étude  de  la  constitution  du  corps 
humain  et  des  fonctions  de  ses  organes. 

Mais  les  cours  d'anatomie  et  de  physiologie  qui  sont  ordinaire- 
ment organisés  par  la  Faculté  de  médecine  sont  beaucoup  trop 
détaillés  pour  les  besoins  des  étudiants  en  science  naturelle  et  de 
ceux  qui  se  destinent  à  l'enseignement.  Il  est  donc  à  souhaiter 
qu'un  cours  peu  détaillé  soit  institué,  offrant  sous  une  forme  som- 
maire ce  qui  est  nécessaire  au  futur  instituteur.  Sans  aborder  des 
considérations  touchant  spécialement  la  médecine,  ce  cours  devra 
former  une  base  convenable  à  l'enseignement  d'hygiène  qu'il  est 
désirable  de  donner  à  l'école.  On  doit  s'attendre  à  ce  qu'un  cours 
de  ce  genre  sur  l'anatomie  et  la  physiologie  de  l'homme  soit 
encouragé  par  des  auditeurs  d'autres  Facultés,  à  cause  de  son 
caractère  général. 

g)  Il  serait  aussi  recommandable  que,  dans  un  but  profession- 
nel également,  on  organisât  un  cours  abrégé  d'anthropologie 
physique  et  psychique  en  y  comprenant  les  âges  préhistoriques. 
Un  tel  cours  ne  manquerait  certainement  pas  non  plus  d'intérêt 
général  et  serait  suivi  par  de  nombreux  auditeurs. 
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IV.  —  Des  études  générales  en  philosophie  et  pédagogie. 
Culture  générale. 

1.  Cohforméraent  au  règlement  des  examens,  les  branches  va- 
riées d'études  des  candidats  à  l'enseignement  doivent  être  com- 
plétées par  des  études  générales  en  philosophie  et  pédagogie  dont 
nous  devons  dire  maintenant  quelques  mots.  Nous  ne  nous  pro- 
posons en  aucune  façon  d'entrer  dans  les  détails,  nous  désirons 
simplement  dire  notre  avis  d'une  façon  générale  relativement  aux 
questions  qui  se  présentent  ici. 

2.  Nous  tenons  à  dire  tout  d'abord  que  nous  attachons  la  plus 
grande  importance  à  ces  études  générales,  à  condition  qu'elles 
soient  bien  conduites:  elles  nous  semblent  avoir  une  importance 
considérable  quant  à  l'influence  qu'elles  auront  plus  tard  sur  le 
futur  maître. 

3.  Le  règlement  des  examens  fait  rentrer  dans  le  domaine  phi- 
losophique l'histoire  de  la  philosophie,  la  logique  et  la  psycho- 
logie. Nous  pensons  que  ces  domaines  ne  doivent  pas  être 
exposés  dans  les  cours  d'une  façon  schématique,  mais  être  au 
contraire  présentés  d'une  manière  intéressante  et  vivante  permet- 
tant au  candidat  d'acquérir  une  conception  claire  et  juste  de  l'im- 
portance considérable  de  ces  branches  dans  l'ensemble  des  ré- 
sultats généraux  du  travail  scientifique.  C'est  précisément  pour 
cela  que  nous  recommandons  de  renvoyer  ces  études  à  la  seconde 
moitié  du  temps  consacré  aux  études  universitaires,  alors  que  le 
candidat  dispose,  en  outre  d'un  jugement  plus  mûr,  des  connais- 
sances scientifiques  plus  étendues. 

4.  Pour  ce  qui  concerne  l'étude  universitaire  de  la  pédagogie, 
on  constate  une  différence  essentielle  suivant  les  différents  états 
allemands.  Tandis  qu'en  Allemagne  du  sud  et  en  Saxe  la  péda- 
gogie pratique  avec  ses  leçons  d'essais,  fait  partie  de  l'univer- 
sité, on  se  borne  en  Prusse  à  exposer  d'une  façon  générale  les 
questions  pédagogiques  (histoire  de  la  pédagogie),  alors  que  la 
préparation  pratique  des  candidats  se  fait  dans  des  séminaires 
institués,  dans  des  écoles  spéciales.  Par  conséquent,  le  temps  que 
le  candidat  consacre  à  l'université  est  exclusivement  réservé  à 
la  préparation  scientifique  de  la  future  activité  professionnelle. 

5.  Nous  avons  trouvé  bon  de  nous  relier  à  ce  point  de  vue-là  au 
système  de  Prusse,  comme  nous  le  montrerons  d'une  façon  plus 
détaillée  plus  loin  au  chapitre  IX,  lorsque  nous  parlerons  des  sé- 
minaires dans  les  écoles  supérieures.  Ceci  n'exclut  pas  le  fait  que 
nous  considérons  l'étude  générale  des  questions  pédagogiques 
fondamentales  à  l'université  comme  excellente,  spécialement  pour 
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les  branches  de  mathématiques  et  de  sciences  naturelles,  et  cela 
d'autant  plus  que  les  séminaires  dont  nous  avons  parlé  ne  doivent 
pas  encore  avoir  obtenu  partout  ce  degré  d'instruction  scienti- 
fique complète  que  nous  voudrions  exiger  d'eux.  Chacun  sait  le 
rôle  important  que  joue,  à  Theure  qu'il  est,  le  rapport  entre  la 
pédagogie  et  la  psychologie,  nous  préférerions  cependant  qu'on 
ne  s'en  occupe  d'une  façon  plus  détaillée  que  dans  le  cas  éventuel 
d'études  spéciales  du  candidat. 

Nous  estimons,  cela  va  sans  dire,  que  chaque  candidat  doit, 
dans  l'intérêt  de  sa  préparation  générale  à  l'université,  s'initier 
à  ces  études  de  philosophie  et  de  pédagogie  dont  il  vient  d'être 
question  et  en  tirer  profit  de  diverses  manières.  Mais  nous  ne 
voudrions  pas  par  cela  restreindre  par  trop  le  champ  de  la  culture 
générale.  Le  candidat  en  mathématiques  et  en  sciences  naturelles 
devra  aborder  en  premier  lieu  le  domaine  philosophique-histo- 
rique, mais  aussi  la  participation  à  certains  cours  de  médecine 
sera  parfois  très  recommandable,  comme  par  exemple  l'hygiène, 
si  importante  pour  ce  qui  touche  à  l'école.  Du  reste  chacun  peut 
suivre  ses  tendances  individuelles,  et  ce  n'est  pas  la  place  ici  de 
spécifier  davantage;  nous  ne  tenons  compte  de  la  chose  dans  les 
schémas  d'études  qui  vont  suivre  qu'en  laissant  intentionnelle- 
ment du  temps  libre  (dans  la  première  moitié  des  études)  pour  les 
cours  en  question. 


V.  —  Schéma  pour  les  études  générales  des  deux  groupes. 

A.  Introduction. 

1.  Afin  de  nous  convaincre  que  les  exigences  diverses  et  les 
conseils  que  nous  présentons  dans  les  chapitres  précédents  (Il  à 
IV)  sont  compatibles,  et  comment  ils  le  sont,  nous  proposons,  à 
titre  d'essai,  des  plans  d'études  relatifs  aux  deux  groupes,  mathé- 
matiques-physique et  chimie-biologie.  Nous  aimerions  par  cela 
donner  une  impulsion  aux  discussions  sur  la  question  générale 
de  l'organisation  des  études  pour  ce  qui  concerne  le  domaine  que 
nous  traitons.  Il  s'agit  ici  de  quelque  chose  de  beaucoup  plus  dif- 
ficile que  la  détermination  convenable  du  domaine  respectif  de 
chaque  branche  d'étude,  à  savoir  la  délimitation  qu'il  est  bon  de 
donner  à  chaque  branche  particulière  pour  laisser  une  place  suf- 
fisante à  d'autres  branches  tout  aussi  importantes.  Au  fait,  chaque 
spécialiste  qui  consultera  pour  la  première  fois  les  schémas  qui 
suivent  se  plaindra  du  nombre  restreint  d'heures  consacrées  à 
l'étude  de  sa  branche;  puisse-t-il  nous  proposer  une  meilleure 
distribution  du  temps. 
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2.  Ces  schémas  ne  sont  relatifs,  nous  le  répétons  encore,  qu*aux 
études  fondamentales  que  devraient  entreprendre,  selon  notre 
façon  de  voir,  tous  les  étudiants  des  deux  groupes  que  nous  avons 
en  vue  ;  c'est-à-dire  à  ce  que  nous  avons  appelé  dans  le  chapitre 
l,  B:  les  études  générales.  Quant  aux  études  spéciales  qui  en  dé- 
pendent nous  y  reviendrons  avec  plus  de  détails  aux  chapitres  VI 
et  VII.  Comme  on  Ta  déjà  dit,  nous  avons  disposé  de  six  semes- 
tres pour  les  études  générales.  Sans  doute  noqs  craignons  que 
plus  d'un  étudiant  ait  besoin  d'un  temps  plus  considérable  pour 
les  terminer.  Nous  ne  voulons  pas  dire  par  là  qu'il  faille  toujours 
en  chercher  la  cause  dans  un  manque  de  zèle,  mais  bien  aussi 
dans  des  circonstances  extérieures  d'ordres  divers  comme  par 
exemple  les  changements  d'université  occasionnels  (qui  sont  ce- 
pendant quelque  chose  d'utile  en  soi). 

3.  Nous  nous  sommes  particulièrement  attachés  dans  nos  pians 
d'étude  à  ne  pas  trop  charger  le  temps  des  étudiants.  Nous  esti- 
mons qu'il  est  nécessaire  que  l'étudiant  ne  travaille  pas  seulement 
dans  les  salles  de  cours  et  les  laboratoires,  mais  également  pour 
soi  à  la  maison  et  développe  ainsi  sa  personnalité  scientifique  in- 
dépendante. Nous  voulons  également  lui  laisser  la  liberté  de  don- 
ner dès  l'abord  à  ses  études  de  l'extension  dans  telle  ou  telle  di- 
rection d'après  ses  propres  vues.  Les  schémas  supposent  pour  les 
derniers  semestres  3  ou  4  heures  de  travail  à  l'Université,  en  y 
comprenant  les  cours  et  les  séminaires  'il  faut  ajouter  à  cela  les 
exercices  pratiques  qui  demandent  encore  un  plus  grand  nombre 
d'heures  mais  qui  sont  en  général  moins  attachants).  Les  premiers 
semestres  sont  encore  moins  chargés  comme  on  le  voit  dans  les 
schémas,  car  nous  avons  laissé  la  quatrième  colonne  (études  gé- 
nérales secondaires)  libre  pour  les  raisons  que  nous  avons  signa- 
lées. 

4.  En  outre,  nous  attirons  spécialement  l'attention  sur  le  fait  que 
les  études  générales  telles  que  nous  les  proposons,  renferment 
dans  chaque  groupe  trois  branches  du  règlement  des  examens,  au 
cas  toutefois  où  la  géologie,  y  compris  la  minéralogie,  sont  insti- 
tuées comme  branche  spéciale  du  règlement,  comme  nous  l'avons 
proposé  plus  haut  (chapitre  111,  A).  On  a  par  conséquent  la  possibi- 
lité d'acquérir  un  certificat  complet  d'enseignement  supérieur. 
C'est  précisément  pour  cela,  qu'en  parlant  dans  le  chapitre  VI  des 
études  spéciales,  nous  pouvons  faire  abstraction  de  l'extension  de 
ces  études  sur  d'autres  domaines  et  recommander  simplement  de 
les  approfondir  dans  telle  ou  telle  direction  particulière. 
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B.  Schéma  pour  les  études  générales  en 

MATHÉMATIQUES    ET    EN    PHYSIQUE. 

Nous  proposons  le  schéma  suivant  : 


Branches    principales 


Etudes 

générales  ; 

branches 

secondaires 


Calcul  différentiel 
et  intégral  I 


Géométrie  analytique 
Exercices  pratiques  et  séminaires 


Physique 


expérimen- 
tale I 


Calcul  différentiel 


Géométrie  descriptive 
(y  compris  la  géométrie 


et  intégral  II     |  projective) 

Exercices  pratiques  et  séminaires 


Physique 
expérimen- 
tale II 


Equations 
différentielles 


Mécanique  élémentaire 
y  compris  les  méthodes 
graphiques  et  numé- 
riques 

Exercices  pratiques  et  séminaires 


Introduction 
à  la  chimie 


Algèbre 

et  théorie  des 

Hombres 


Courbes  et  surfaces 


Mécanique 
supérieure 


Exercices  pratiques  et  séminaires 


Histoire  de  la 
philosophie 
et  pédagogie 


Théorie  des 
fonctions 


Mesures  et  calcul 
des  probabilités 

Exercices  pratiques  et  séminaires 


Physique 
théorique  I 


Logique 


(^ours  général 


Astronomie  et  |     Physique 

géophysique  |  théorique  II 

Exercices  pratiques  et  séminaires 


Psychologie 


Pour  ce  schéma  nous  renvoyons  aux  explications  données  dans 
le  chapitre  III  ;  nous  faisons  remarquer  en  outre  que  Tordre  à 
adopter  pour  les  branches  que  nous  avons  placées  dans  la  pre- 
mière et  la  seconde  colonne,  à  partir  du  commencement  du  troi- 
sième semestre,  est  très  arbitraire  ;  d'ailleurs  aucune  université 
n*est  dans  la  possibilité  de  présenter  les  cours  en  question  chaque 
année;  par  conséquent,  nous  conseillons  aux  étudiants  de  les 
suivre  quand  l'occasion  se  présente. 

Du  reste  nous  appuyons  sur  le  fait  que  ce  schéma  B  ainsi  que 
le  suivant  n'est  qu'un  exemple  de  la  façon  dont  on  peut  organiser 
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ees  études  ;  loin  de  nous  la  pensée  crêtablir  en  quelque  maDiêre 
que  ce  ï>ait,  des  principes  déterminés. 


C.  Schéma  pour  les  èlrtdm  gènéraieis  en  ihimte^hioîo^e. 
Nous  nous  sommes  mis  d'accord  pour  le  plan  d'études  suivant  : 


l 


V 


UranËhHH  prlucipale^ 


Ktudc»«i 


Chimie 
eupirrimi^nlflle  l 


Physique 


I 


Morpholcigio 
et  syshi'iiiiiii- 

vafip  iil  iiiren 


Eïefcirea  pratique!  et  «émînairfa 


Chimie 
e3Cpérimt«DUle  H 


Physique 
expériraentaJe  IT 


Arjatoinit^  et 
ptiy»îohjj(ie 
fie»  plantes 


BxeiTicefl  pratiqu^^  el  «énniaajre» 


Minëfaloffie 


iiêo)ofr\t  géiiéraJe 


ftyslétiiiilique 


rixerfices  pratique»  ee  sépiinaire» 


Ciilnue 

plivijique 


Elude  descryptogHinfrR 


ChApÎLree 

cttoiïiifi  de  lu 

bitilofirtç  4Je» 

iiLtimauiL 

iuférieurtii 


EiterciccH   pratiqu^H   cl  sëiniriaires 


Histoire  de  Iji 
philosophie 
et  pétUpcogie 


Chimie 

techiioio^çique 


Géologie  hÏHtffi'îqiie 
avee  ejceursioiiî* 


Aûatomie 
of>mpiirt*e  eL 
phy«iolo)ïre 
nés  aiihufiux 


Eitert'ifes  pratiques  ol   Hemitunres 


Lojfiqut' 


Biolof^ie  içënéralc: 

Geo^i'aphie  de? 

animaux  et  dei^ 

plan  loi 


Paléontologie  ; 

AntKropolojçie  y  roiti- 

pHj^  les  époques 

pri^hîistoriquçs 


Analomie  et 
physiologie 
de  rhomme 


Exercice»  pratiques  et  séminaires 


Psychologie 


Nous  nous  sommes  efforcés  dans  li^  schéma  ci -dessus  d'avoir  le 
même  nombre  de  cours  sur  les  branches  or t,»^» niques  et  inorji;îi- 
niques.    Du    reste   les    mêmes   observations  sont    à  faire  sur  ce 
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Mrhéma  que  sor  le  précédent:   nous  renvoyons  de  nouveau  aux 
explications  du  chapitre  III. 


VI.  —  Etodes  finales. 
A.  Ktl'des  spéciales,  doctorat,  places  d'assistants. 

1.  Comme  nous  l'avons  dît,  la  durée  des  études  générales  a  été 
réduite  â  6  semestres  dans  les  schémas  précédents.  aOn  de  per- 
mettre à  l'étudiant  qui  désire  consacrer  à  ses  études  8  à  10  se- 
mestres, de  compléter  ses  études  dans  telle  ou  telle  direction.  Il 
peut  être  question,  par  exemple,  «rapprofondir  ses  études  dans  un 
domaine  spécial  études  spéciales  .  travail  qui  se  terminera  dans 
certains  cas  par  l'obtention  du  doctorat  D'autres  natures  douées 
différemment  chercheront  plutôt  à  étendre  d'une  façon  appropriée 
•pas  trop  loin  cependant  les  branches  inscrites  dans  nos  schémas. 
Nous  reviendrons  là-dessus  au  chapitre  Vil;  il  doit  être  question 
tout  d'abord  des  études  spéciales  elles-mêmes. 

2.  La  direction  des  études  spéciales  doit  dépendre  en  premier 
lieu  des  goûts  de  l'étudiant  et  des  circonstances  extérieures. 
Comme  règle  générale  il  est  à  désirer  que  les  divers  champs 
d'activité  soient  développés  simultanément  d'une  manière  uni- 
forme, depuis  les  mathématiques  théoriques  jusqu'aux  sciences 
naturelles  pures  où  l'observation  joue  le  premier  rôle.  Le  futur 
maître  des  écoles  supérieures  doit  posséder  autant  que  possible 
les  connaissances  scientifiques  les  plus  diverses. 

3.  Pour  ce  qui  concerne  le  doctorat,  nous  tenons  spécialement 
à  ce  que  le  candidat  produise  un  travail  scientifique  personnel. 
Par  conséquent  le  talent  et  le  temps  sont  les  premières  conditions 
nécessaires. 

Il  faut  éviter  cependant  toute  exagération.  Lorsqu'un  candidat  est 
forcé  de  consacrer  quatre  semestres  à  parfaire  sa  thèse,  c'est  dé- 
cidément trop  ;  avec  du  talent  et  du  zèle,  deux  semestres  de- 
vraient être  la  moyenne.  D'un  autre  côté  la  thèse  ne  devrait  pas 
être  commencée  trop  tôt,  mais  seulement  lorsqu'on  possède  une 
idée  d'ensemble  de  l'importance  et  de  l'étendue  du  sujet  que  Ton 
veut  traiter. 

4.  L'indépendance  scientifique  plus  considérable  qui  est  obte- 
nue par  le  doctorat  peut  être  rendue  sensiblement  plus  complète 
en  entrant  pour  un  certain  temps  comme  assistant  dans  un  institut 
scientifique.  On  ne  devrait  cependant  pas  y  rester  plus  d'un  ou 
deux  ans,  afin  que  le  candidat  ne  soit  pas  détourné  de  sa  vocation 
future.  La  place  d'assistant  devrait  immédiatement  suivre  le  temps 
des  études  afin  que  l'activité  universitaire  ne  soit  pas  interrom- 
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pue  entre  temps.  A  ce  propos  nous  recommandons  un  change- 
ment dans  les  règlements  qui  touchent  à  ce  sujet  (en  Prusse). 
D'après  ces  règlements  la  place  d'assistant  n'est  conférée  que 
lorsque  le  candidat  a  achevé  son  année  de  séminaire  et  son  année 
d'essai.  Nous  recommandons  qu'une  place  puisse  déjà  être  obte- 
nue lorsque  le  candidat  a  passé  ses  examens  d'enseignement  et 
que  l'année  de  séminaire  et  l'année  d'essai  soient  renvoyées  à  plus 
tard. 


Vil.  —  Etudes  finales  : 
B.  Extension  du  champ  d'études  par  l'acquisition 

DE  BRANCHES    ACCESSOIRES. 

1.  La  direction  suivant  laquelle  cette  extension  des  branches 
qui  figurent  dans  nos  schémas  devra  se  faire,  dépend  encore  dans 
une  large  mesure  de  circonstances  individuelles,  en  particulier  du 
talent  du  candidat;  nous  attirons  cependant  l'attention  sur  le 
choix  de  branches  qu'il  serait  spécialement  désirable  d'entre- 
prendre à  cause  de  leur  rapport  intime  avec  les  domaines  scienti- 
fiques à  réunir  et  en  vue  également  des  besoins  de  l'école. 

2.  11  y  a  d'abord  la  combinaison  physique-chimie.  Par  son  orga- 
nisation la  physique  a  été  fortement  iniluencée  par  l'astronomie  théo- 
rique, tandisque  la  chimie  repose  bien  plus  sur  des  bases  expérimen- 
tales directes.  11  n'en  est  pas  moins  indubitable  que  la  physique  et  la 
chimie  n'apparaissent  que  comme  les  2  faces  d'un  même  objet,  et 
cette  manière  de  voir  se  confiirme  de  plus  en  plus  à  mesure  que 
l'on  avance  dans  leur  étude.  11  est  donc  très  désirable  qu'il  se  pré- 
sente des  candidats  qui  complètent  d'une  façon  approfondie  leurs 
études  de  mathématiques  et  de  physique  par  la  chimie,  ou  au  con- 
traire leurs  études  de  biologie  et  de  chimie  par  la  physique.  On  a 
besoin  actuellement,  spécialement  dans  les  grands  établissements, 
de  candidats  ayant  une  préparation  de  ce  genre. 

3.  Nous  recommandons  ensuite,  comme  extension  du  champ  d'é- 
tudes, a;  un  enseignement  de  Philosophie  (philosophische  Propâ- 
deutik)  ;  b)  la  géographie.  Quelque  différentes  que  puissent 
paraître  ces  deux  branches,  il  est  cependant  reconnu  que  grâce  à 
elles  les  mathématiques  et  les  sciences  naturelles  sont  envisagées 
à  un  point  de  vue  plus  vaste  sous  lequel  elles  apparaissent  en  rap- 
port avec  d'autres  domaines  scientifiques. 

Nous  espérons  que  par  cette  influence  l'importance  considérable 
et  uniforme  de  nos  deux  branches  ne  sera  pas  amoindrie,  mais  qu'elle 
apparaîtra  au  contraire  visiblement.  Par  conséquent,  nous  recom- 
mandons instamment  qu'un  nombre  de  candidats  qui  ne  soit  pas 
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trop  restreint  envisagent  les  deux  branches  en  question  et  cela 
aussi  bien  pour  les  candidats  du  groupe  mathématiques-phy- 
sique que  pour  ceux  du  groupe  chimie-biologie.  Nous  devons 
encore  attirer  spécialement  Tattention  des  premiers  sur  Timpor- 
tance  des  mathématiques  appliquées  pour  les  futurs  géographes. 
4.  Les  recommandations  qui  viennent  d'être  faites  relativement 
aux  études  philosophiques  et  géographiques  sont  confirmées  par 
la  place  que  nous  avons  donnée  à  ces  branches  dans  nos  projets 
d'enseignement  de  Méran,  en  partant  du  point  de  vue  scolaire. 
Nous  le  répétons,  ni  la  philosophie,  ni  la  géographie  ne  doivent 
être  comptées  comme  telles  parmi  les  branches  des  mathéma- 
tiques et  des  sciences  naturelles;  elles  relient  plutôt  certaines 
parties  des  mathématiques  et  des  sciences  naturelles  aux  résultats 
d'autres  domaines  scientifiques.  Ce  n'est  du  reste  pas  notre  tâche 
de  faire  des  propositions  déterminées  sur  l'organisation  de  ces 
deux  branches  à  l'école,  de  même  que  nous  n'en  parlons  pas  pour 
ce  qui  concerne  l'université.  Notre  tache  doit  se  borner  à  signaler 
avec  insistance,  et  en  partant  de  notre  point  de  vue,  l'importance 
considérable  de  ces  deux  branches. 


VIII.  —  Examens  de  professorat. 

1.  Nous  placerons  ici  les  désirs  que  nous  formulons  au  sujet 
des  modifications  à  apporter  au  règlement  des  examens,  en  vertu 
de  ce  qui  précède. 

a)  Mathématiques  et  physique.  Nous  recommandons  d'exiger 
pour  l'examen  des  mathématiques  appliquées  des  connaissances 
en  astronomie  (y  compris  la  géophysique).  Nous  recommandons 
également  en  passant,  pour  plus  d'uniformité  (car  les  mathéma- 
tiques appliquées  doivent  être  considérées  comme  une  branche 
d'examen  au  même  titre  que  les  mathématiques  pures  et  la  phy- 
sique) que  l'on  puisse,  le  cas  échéant,  délivrer  les  deux  degrés  pour 
les  mathématiques  appliquées  comme  pour  les   autres   branches. 

b)  Chimie  et  biologie.  Nous  proposons  de  séparer  la  minéralogie 
de  la  chimie  et  d'instituer  à  nouveau  la  géologie  et  la  minéralogie 
comme  branche  spéciale.  Nous  proposons  en  outre  d'abolir  le  rè- 
glement suivant  lequel  le  premier  degré  peut  déjà  être  obtenu 
pour  la  zoologie  et  la  botanique  (qui  comptent  pour  une  branche), 
alors  que  les  connaissances  correspondantes  n'ont  été  acquises 
que  pour  l'un  de  ces  deux  domaines. 

2.  Ensuite,  pour  ce  qui  concerne  Vejcamen  général  (AUgemeine 
Prûfung),  nous  nous  joignons  au  vœu  qui  a  été  déjà  souvent  for- 
mulé d'exclure  de  cet  examen  les  chapitres  qui  ne  constituent 
qu'une  répétition  d'une  certaine  partie  des  examens  de  maturité 
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(Abiturientenexamen).  On  ne  conçoit  pas  pourquoi  Ton  exige  en- 
core une  fois  ces  domaines  à  cet  examen,  alors  qu'il  n'en  est  pas 
question  dans  les  autres  Facultés  où  Ton  pourrait  cependant  tout 
aussi  bien  le  faire.  Par  contre,  nous  pensons  qu'il  est  très  impor- 
tant de  conserver  un  examen  général  en  philosophie  et  pédagogie, 
et  cela  en  vertu  d'observations  faites  précédemment;  les  deux 
branches  ont  une  importance  spécifique  pour  la  future  vocation 
du  candidat.  Nous  désirons  cela  va  sans  dire,  que  tout  ce  qui  n'est 
que  mémoire  pure  soit  écarté  des  examens. 

3.  Nous  demandons  d'une  manière  générale  que  l'examen  de  pro- 
fessorat (Oberlehrerexamen)  s'assure  autant  que  possible  du  tra- 
vail individuel  de  chaque  candidat.  Le  résultat  d'études  spéciales 
éventuelles  prendra  une  forme  plus  définitive  par  un  mémoire  ou 
par  un  travail  écrit  spécial  dans  le  cas  où  une  thèse  de  ce  genre 
n'aurait  pas  été  faite.  Nous  recommandons  en  outre  que  le  can- 
didat présente,  en  s'inscrivant  pour  l'examen,  des  pièces  justifi- 
catives de  sa  participation  aux  exercices  et  séminaires,  de  métne 
que  des  certificats  concernant  son  temps  de  pratique  et  éventuel- 
lement des  témoignages  de  ses  examens  semestriels  (témoignages 
d'application  et  d'autres).  Les  examinateurs  sont  alors  capables 
de  se  faire  une  idée  beaucoup  plus  juste  du  genre  de  travail  du 
candidat  que  s'ils  ne  possédaient  pas  ces  pièces.  La  commission 
n'a  pas  pris  de  décision  pour  ce  qui  concerne  l'institution  d'un 
examen  intermédiaire  que  l'on  recommande,  comme  on  le  sait,  en 
plusieurs  endroits;  elle  craint  que  cela  n'entraîne  des  consé- 
quences qu'il  est  préférable  d'éviter. 

4.  Dans  notre  manière  de  voir,  les  examinateurs  devraient  en 
principe  être  tous  choisis  parmi  les  professeurs  de  l'université  et 
en  plus  grand  nombre.  Non  seulement  parce  que  seuls  ils  sont 
dans  la  possibilité  de  connaître  la  valeur  scientifique  du  candidat 
par  leurs  rapports  personnels  avec  lui,  mais  surtout  parce  que 
seuls  ils  ont  sans  cesse  à  l'esprit  les  conditions  progressives  et  se 
transformant  continuellement  de  l'activité  universitaire.  Non  seu- 
lement un  examen  passé  dans  ces  conditions  serait  plus  juste  que 
s'il  se  passait  en  présence  d'examinateurs  étrangers,  mais  il  serait 
en  même  temps  plus  facile  et  plus  agréable  pour  le  candidat,  par 
le  fait  que  les  spécialistes  de  l'université  seront  moins  renfermés 
dans  des  formules  spéciales  que  des  examinateurs  étrangers. 

5.  Sans  doute,  les  examinateurs  doivent  éviter  d'exiger  des  con- 
naissances spéciales  dan^  leur  branche  lorsqu'il  s'agit  d'un  exa- 
men où  il  ne  peut  être  question  de  spécialisation  de  la  part  du 
candidat.  L'action  simultanée  de  plusieurs  examinateurs  doit 
sévir  contre  cet  état  de  chose.  Nous  espérons  en  tout  cas  que  ces 
considérations^  comme  celles  que  nous  formulons  maintenant, 
pourront  contribuer  à  faire  disparaître  les  inconvénients  que  l'on 
trouve  par-ci  par-là. 
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I\.  —  Séminaires  pédagogiques  dans  les  écoles  supérienres. 
Préparation  scientifique  ultérieure. 

1.  Nous  attribuons  la  plus  grande  importance  aux  séminaires 
pédagogiques  des  écoles  supérieures,  en  tant  qu'ils  complètent  les 
études  universitaires,  tout  en  les  déchargeant  par  une  introduc- 
tion immédiate  dans  la  pratique  de  renseignement.  Mais  on  se 
plaint  d'un  côté  de  ce  que  les  candidats  en  mathématiques  et 
sciences  naturelles  de  plusieurs  endroits,  faute  d'enseignement 
spécial,  ne  reçoivent  pas  une  préparation  suffisante  dans  leur  do- 
maine ;  et  d'un  autre  côté  l'on  se  plaint  de  ce  que  très  souvent, 
lorsqu'il  manque  des  maîtres,  on  les  charge  tout  de  suite  du 
nombre  complet  d'heures  revenant  à  ces  derniers,  ce  qui  rend 
manifestement  illusoire  le  but  que  doit  remplir  Tannée  de  sémi- 
naire. 

2.  Nous  réclamons  aussi  bien  du  séminaire  une  introduction 
générale  des  candidats  dans  leur  vocation  qu'une  introduction 
spéciale  dans  l'activité  des  branches  qu'ils  ont  en  vue.  Suivant 
des  propositions  qui  nous  ont  été  faites  ainsi  qu'à  d'autres  per- 
sonnes, le  candidat  devrait  recevoir  sa  préparation  principale 
dans  un  certain  séminaire,  mais  il  devrait  visiter  ensuite  plusieurs 
établissements  de  ce  genre  de  différents  types.  D'autre  part,  des 
personnes  autorisées  nous  ont  fait  remarquer  que  les  candidats 
des  séminaires  devraient  avoir  à  leur  disposition  une  bibliothèque 
didactique  dont  on  devrait  doter  les  séminaires,  bibliothèque  qui 
servirait  aussi  bien  pour  leur  préparation  pédagogique  générale 
que  pour  l'enseignement  spécial  de  leurs  branches.  Nous  ajoutons 
à  cela,  sans  autres  développements,  les  importantes  propositions 
qui  nous  ont  été  faites  pour  ce  qui  touche  la  partie  physique;  ces 
propositions  auront  également  une  importance  indirecte  pour  les 
autres  sciences  naturelles  comme  pour  les  mathématiques. 

3.  Ces  propositions  sont  les  suivantes  :  Il  semble  désirable 
d'organiser  un  cours  systématique  d'exercices  sur  l'emploi  d'ap- 
pareils physiques  et  sur  leur  présentation  au  point  de  vue  de  l'en- 
seignement. De  même,  le  besoin  d'un  cours  sur  la  préparation  et 
surveillance  d'exercices  de  physique  d'élèves,  se  fera  d'autant  plus 
sentir  à  mesure  que  ces  exercices  s'introduiront  dans  les  établis- 
sements supérieurs.  Afin  que  ces  cours  puissent  avoir  les  résultats 
voulus,  il  sera  nécessaire  de  fournir  les  établissements  en  question 
de  collections  appropriées,  car  les  collections  ordinaires  des 
écoles  ne  suHisent  pas  généralement  pour  ces  besoins.  Si,  comme 
on  le  recommande  de  divers  côtés,  on  fondait  dans  quelques  en- 
droits des  musées  scolaires,  ces  derniers  rendraient  d'utiles  ser- 
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vices  aux  candidats.  A  ce  propos,  rinstallation  jïar  le  niniis- 
tère  de  rinstruction  en  Prusse,  de  la  «  Alte  Urania  jj  à  Berlin  qui 
sert  aussi  spécialement  à  la  préparation  des  candidats,  est  non 
seulement  très  estimable  en  soi,  mais  c'est  aussi  uti  jïremier  pas 
fait  dans  cette  direction.  Il  serait  à  désirer  que  de  i^areilles  ins- 
tallations se  Ossent  dans  d'autres  provinces,  sans  que  pour  cela 
des  installations  dans  le  même  but  dans  d'autres  établissements 
d'instruction  soit  considéré  comme  superflu. 

4.  Il  y  a  une  autre  proposition  plus  vaste  à  faire  au  sujet  du  pro- 
gramme que  nous- voudrions  voir  accepter  dans  tiïiis  les  sémi- 
naires; ce  serait  d'y  introduire  quelques  considérations  sur 
\  hygiène  scolaire  (où  l'on  traiterait,  en  dehors  des  questions  gé- 
nérales touchant  les  soins  à  donner  à  la  santé,  ch^  probK-mes 
choisis  de  psychiatrie,  de  neurologie  et  de  médecine  interne  ainsi 
que  des  conditions  légales  diverses).  Naturellement,  dans  plus 
d'un  endroit,  personne  ne  pourra  entreprendre  cet  ciiseignemenl 
d'une  façon  autorisée  ;  c'est  pourquoi,  la  préparation  du  maître  en 
hygiène  devrait  se  faire  pendant  ce  que  nous  nommeifïns  sa  pré- 
paration scientifique  ultérieure  (vvissenschaftliche  Kortbihhing  , 
dont  nous  avons  encore  à  dire  quelques  mots. 

5.  Une  condition  indispensable  pour  cette  préparalion  scienti- 
fique ultérieure,  c'est  d'avoir  à  sa  disposition  des  hibliothegites 
appropriées,  ce  qui  manque  par  trop  (par  le  fait  que  hi  plupart  des 
bibliothèques  d'écoles  sont  très  pauvrement  fournies  pnirr  ce  qui 
est  des  mathématiques  et  des  sciences  naturelles). 

Nous  attirons  ensuite  l'attention  sur  les  cours  do  iHutinves  en 
sciences  naturelles,  tels  qu'on  en  donne  depuis  une  quinzaine 
d'années  dans  un  nombre  toujours  croissant  d'universités.  La 
commission  recommande  d'augmenter  encore  le  nombre  de  ces 
cours  qui  peuvent  être  facilement  suivis  par  les  maîtres  ifours 
obligatoires  de  vacances  soutenus  financièrement  par  1rs  partici- 
pants}. On  devrait  cependant  aborder  dans  ces  cours  (les  domîii- 
nés  plus  variés.  Nous  avons  déjà  parlé  de  l'hygiène.  D'un  autre 
côté  on  a  souvent  manifesté  le  désir  (ce  qui  est  conforme  aux  pro- 
jets de  réformes  présentés  par  la  commission)  de  vnir  rlmiî^  un 
plus  grand  nombre  d'endroits  les  mathématiques  iiicinporées 
dans  ces  cours.  Nous  verrions  également  avec  plaisir  s*ouvrir 
dans  les  écoles  polytechniques  des  cours  de  vacances  pour  les 
maîtres  de  mathématiques  et  de  sciences  naturelles,  comme  on  les 
recommande  à  l'heure  qu'il  est. 

6.  Les  ressources  précédentes  ne  suffisent  pas  à  elles  seules  pour 
la  préparation  scientifique  ultérieure.  La  commission  j-i'ionirnande 
spécialement  que  l'on  accorde  d'une  façon  libérale  au?c  maîtres 
capables  des  semestres  de  congé  en  vue  de  cette  préparutioii. 
Cela  se  passe  déjà  pour  ce  qui  concerne  le  domaine  historique- 
philologique;  c'est  peut-être  en  vue  des  visites  à  faijeaux  musées 
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et  bibliothèques  ou  à  certains  endroits  remarquables  au  point  de  vue 
historique,  ou  bien  Tétude  des  langues  étrangères,  ou  encore  et 
surtout,  Tétude  économique  des  pays  étrangers.  Mais  on  éprouve 
précisément  les  mêmes  besoins  du  côté  des  mathématiques  et  des 
sciences  naturelles.  Par  exemple  que  Ton  s'efforce  pour  les  géolo- 
gues et  les  représentants  des  sciences  naturelles,  à  apprendre  à 
connaître,  par  leur  observation  personnelle,  les  formations  carac- 
téristiques, la  flore  et  la  faune,  et  spécialement  aussi  les  jardins 
zoologiques  et  botaniques.  Le  physicien  et  le  chimiste  (le  mathé- 
maticien également)  sauront  également  tirer  profit  d'études  per- 
sonnelles analogues,  et  pour  tous,  en  tout  cas,  Tétude  des  condi- 
tions d'enseignement  des  autres  pays  sera  particulièrement  sti- 
mulante. 

7.  Les  branches  philologiques-historiques  devraient  nous  ser- 
vir de  modèle  par  le  fait  que  pour  elles,  le  contact  entre  les  repré- 
sentants des  écoles  supérieures  et  des  universités  n*a  jamais  été 
négligé  aussi  complètement  qu'il  l'est  généralement  chez  nous. 
La  commission  acceptera  avec  plaisir  tout  règlement  capable  de 
donner  une  impulsion  nouvelle  aux  efforts  qui  ont  été  faits  durant 
ces  dix  dernières  années  en  vue  d'un  tel  rapprochement. 


X.  —  Statistique. 

1.  La  commission  estime  que  ce  n'est  pas  sa  tâche  de  s'occuper 
des  diverses  questions  concernant  la  situation  du  corps  enseignant 
des  établissements  supérieurs.  Néanmoins,  déjà  dans  l'intérêt  de 
ses  projets  de  réformes,  elle  considérera  comme  bienvenu  tout 
règlement  capable  d^assurer  le  bon  fonctionnement  de  la  carrière 
de  maître  supérieur.  A  ce  propos,  elle  désirerait  attirer  l'attention 
sur  un  défaut  particulier  de  l'activité  universitaire  touchant  la 
préparation  des  candidats  à  l'enseignement.  Ce  sont  les  grandes 
variations  de  conditions  auxquelles  nos  étudiants  sont  soumis. 
C'est-à-dire  que  parfois  les  candidats  les  plus  capables  sont  dans 
l'obligation  de  rester  pendant  de  longues  années  inactifs  avant  de 
trouver  une  place,  et  que  d'autres  fois  on  est  obligé  d'avoir  recours 
pour  des  places  importantes  à  des  candidats  ne  possédant  pas  une 
préparation  complète.  Les  causes  de  ces  oscillations  ne  sont  pas 
encore  clairement  connues  ;  dans  tous  les  cas  on  aime  à  croire  qu'il 
ne  s'agit  pas  seulement  de  l'action  mécanique  de  la  loi  de  l'offre 
et  de  la  demande,  à  laquelle  est  encore  malheureusement  toujours 
lié  un  retard  dans  les  périodes  successives.  Quoi  qu'il  en  soit,  il 
n'en  est  pas  moins  vrai  qu'une  statistique  bien  ordonnée^  qui  serait 
publiée  à  intervalles  rapprochés,  rendrait  ici,  ainsi  que  pour  d'au- 
tres questions,  d'importants  services. 
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2.  Jusqu'à  présent,  une  partie  seulement  de  cette  statistique  a 
été  faite  d'une  façon  satisfaisante  (<çrâce  à  des  hommes  d'état  et 
par  initiative  privée),  à  savoir,  le  nombre  des  candidats  ayant  passé 
chaque  année  leurs  examens,  le  nombre  des  candidats  qui  font 
leur  année  de  séminaire  et  le  nombre  des  places  obtenues  dans 
les  écoles  supérieures.  Par  contre,  la  statistique  de  Vuniçersîté, 
c'est-à-dire  celle  qui  donne  le  nombre  des  étudiants  dont  nous 
nous  occupons,  laisse  encore  fort  à  désirer;  les  catalogues  dû  per- 
sonnel de  nos  universités  ne  semblent  ni  suffisamment  détaillés 
ni  suffisamment  comparables,  pour  qu'on  soit  en  état  d'en  tirer 
des  conclusions  certaines.  D'autre  part,  il  est  très  difficile  d'esti- 
mer le  nombre  d'étudiants  nécessaires  pour  les  besoins  de  l'ensei- 
gnement. Il  ne  s'agit  pas  seulement  du  fait  qu'un  nombre  impor- 
tant de  ces  étudiants  se  destinent  à  d'autres  carrières  (techniques 
par  exemple,)  mais  aussi  de  l'augmentation  continuelle  des  éta- 
blissements d'instruction,  qui  ont  besoin  de  maîtres  ayant  une 
préparation  académique  en  mathématiques  ou  en  sciences  natu- 
relles. Aux  écoles  supérieures  dont  le  nombre  va  toujours  croissant 
(et  qui  sont  ordinairement  les  seules  dont  on  tienne  compte  dans 
les  statistiques)  s'ajoutent  les  nombreuses  écoles  spéciales  prépa- 
rant pour  des  carrières  diverses,  puis  les  hautes  écoles  de  divers 
genres,  et  actuellement  les  écoles  supérieures  nouvellement  insti- 
tuées, pour  jeunes  filles.  Aux  yeux  de  la  commission,  ce  serait  un 
réel  progrès  de  pouvoir  publier,  à  intervalles  réguliers,  des  rap- 
ports généraux  sur  les  différentes  questions  qui  surgissent  ici. 


XI.  —  Ensemble  des  dispositions  nouvelles  que  nous  désirons 
voir  adopter  dans  les  universités. 

Nous  répétons  ici  les  souhaits  que  nous  avons  formulés  au  sujet 
des  dispositions  à  prendre  dans  l'enseignement  des  mathématiques 
et  des  sciences  naturelles  à  l'université. 

1.  Pour  les  SCIENCES  naturelles,  il  s'agissait  moins  de  la  créa- 
tion nouvelle  d'instituts  que  d'une  extension  appropriée  de  leur 
installation,  en  rapport  avec  les  transformations  que  nous  avons 
recommandées  dans  l'enseignement.  Mentionnons  ces  modifica- 
tions d'une  manière  plus  détaillée  : 

a}  En  Physique^  nous  avons  souhaité  une  modernisation  du  cours 
d'introduction  de  physique  expérimentale,  un  contact  plus  intime 
avec  les  applications  techniques  et  avant  tout  une  adaptation  des 
exercices  pratiques  aux  besoins  des  candidats. 

b)  En  Chimie  également,  nous  avons  désiré  que  l'on  donne  au 
cours  général  une  forme  plus  conforme  au  but  poursuivi,  mais 
nous  avons  recommandé  spécialement  de  diriger  les  travaux  dans 
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les  laboratoires  de  façon  à  tenir  compte  de  la  future  vocation  du 
candidat  et  particulièrement  du  fait  qu'il  aura  lui-même  plus  tard 
\\  tliriger  des  exercices  pratiques  d'élèves^ 

c)  Nous  avons  recommandé  également  en  géologie  et  spéciale- 
n\^n\  en  minéralogie^  que  l'on  tienne  mieux  compte  dans  les  cours 
et  il^ns  les  exercices  pratiques,  du  but  poursuivi,  c'est-à-dire  Ten- 
sei^^ueraent  dans  les  écoles  supérieures. 

d}  Dans  les  branches  biologiques,  nous  avons  désiré,  tout  d'abord 
en  botanique^  que  l'on  apporte  tous  ses  soins  à  la  préparation 
d^^^périences  sur  la  physiologie  de  la  plante,  d'autant  plus  que 
ces  expériences  pourront  être  utiles  plus  tard  dans  les  exercices 
lira  tiques  d'élèves. 

^'/  Nous  avons  recommandé  ensuite  de  cultiver  le  dessin  d'après 
fHiitire  dans  tous  les  exercices  pratiques  du  domaine  biologique. 

f^  Puis  nous  avons  souhaité  en  zoologie,  comme  complément  du 
cours  sur  la  systématique  du  règne  animal,  des  excursions  règu- 
lierps,  comme  on  a  coutume  de  le  faire  dans  l'enseignement  de  la 
boïanique;  ces  excursions  ayant  pour  but  d'observer  les  animaux 
du  pays  dans  les  lieux  mêmes  où  ils  se  tiennent. 

gi  Nous  avons  recommandé  plus  loib  pour  l'étude  de  la  zoologie^ 
f|ue  Ton  ne  tienne  pas  seulement  compte  du  point  de  vue  anato- 
Tni(|iii%  mais  aussi  du  point  de  vue  physiologique. 

h}  <^ue  Ton  institue  un  cours  spécial  ^ur  l'anatoniie  et  la  physio- 
lotfie  de  l'homme,  conforme  aux  besoins  des  candidats. 

ii  De  même  un  cours  sur  les  différences  physiques  et  ethnolo- 
ij^ï(|ucs  du  genre  humain  (anthropologie},  en  y  comprenant  les 
époijues  préhistoriques,  et  finalement 

k\  \}ï\  cours  final  sur  la  biologie  générale  des  êtres  vivants. 

2.  Pour  les  MATHÉMATIQUES,  par  contre,  nous  avions  à  proposer 
une  augmentation  des  ressources  extérieures  de  l'enseignement. 

al  Tout  d'abord,  pour  ce  qui  concerne  les  mathématiques  appli- 
quées^ l'installation  dans  toutes,  les  universités  (et  pas  seulement 
flîiiis  quelques-unes  comme  jusqu'à  présent),  de  salles  spéciales  de 
flf*ssin  et  de  travail,  et  l'installation  d'observatoires  pour  l'ensei- 
gnement (qui  pourraient  servir  également  pour  l'enseignement  en 
gf^tidésie),  partout  où  l'on  ne  possède  pas  le  matériel  nécessaire  à 
renseignement  de  l'astronomie. 

bi  Pour  les  mathématiques  pures  également,  si  cela  n'a  pas  déjà 
été  fait,  l'installation  de  salles  de  lecture  et  de  travail  (salles  de 
séminaires),  en  même  temps  qu'une  augmentation  des  exercices 
jnaiîques. 

il  est  regrettable  que,  précisément  dans  les  grandes  universités, 
on  iiit  fait  si  peu  sous  ce  rapport,  tandis  que  partout  les  instituts 
de  sciences  naturelles  d'un  côté,  et  les  collections  et  séminaires 
historiques-philologiques  de  l'autre,  peuvent  servir  de  modèles  à 
ce   point  de  vue.  Et  cependant,  les  sommes   que  coûteraient  ces 
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installations  mathématiques  sont  bien  peu  considérables  si  on  les 
compare  à  celles  que  nécessitent  les  installations  analogues  pour 
les  autres  branches.  Sans  doute,  il  faut  tenir  compte  du  change- 
ment dans  l'activité  intérieure  de  l'enseignement,  et  cette  modi- 
fication ne  se  fera  pas  sans  amener  des  déformations  diverses  des 
charges  de  renseignement  et  une  certaine  transformation  (inté- 
rieure) de  la  tradition.  En  tout  cas,  nous  ne  sommes  pas  les  seuls 
à  demander  ces  réformes,  nous  ne  faisons  que  répéter  ce  qui  s'est 
toujours  dît  pendant  ces  dernières  années  dans  les  congrès  natio- 
naux et  internationaux  de  mathématiques. 


Xll .  —  Sur  la  préparation  des  candidats  à  l'enseignement 

des  mathématiques  et  des  sciences  naturelles  par  les  écoles 

techniques  supérieures. 

1.  Nous  aimerions  dire  encore  quelques  mots  sur  cette  impor- 
tante question*  actuellement  si  discutée,  car  une  connaissance 
exacte  de  la  situation  en  dehors  des  branches  dont  il  est  directe- 
ment question,  doit  n'avoir  été  que  peu  répandue.  Remarquons 
tout  d'abord  que  dans  toute  cette  question  il  ne  s'agit  que  des  can- 
didats à  renseignement  des  mathématiques,  de  physique  et  de 
chimie  et  pas  de  ceux  à  l'enseignement  de  biologie.  Observons 
ensuite  que  certaines  parties  des  mathématiques,  de  la  physique 
et  de  la  chimie  sont  traitées  sans  aucun  doute  d'une  façon  plus  di- 
recte dans  les  écoles  techniques  supérieures  qu'à  l'université, 
comme  naturellement  la  physique  technique,  la  chimie  technique, 
mais  aussi  tout  ce  qui  compte  comme  mathématiques  appliquées, 
au  sens  strict  du  mot,  comme  la  géométrie  descriptive,  les  appa- 
reils de  mesures,  la  mécanique  technique.  En  outre,  il  serait  possi- 
ble dé  faire  entrer  dans  la  préparation  de  nos  candidats,  les  élé- 
ments généraux  de  culture  technique  dont  l'importance  croissante 
n'est  pas  à  méconnaître.  C'est  seulement  par  ce  moyen,  semble-t-il, 
qu'on  aura  la  possibilité  de  préparer  systématiquement  les  maîtres 
de  mathématiques,  physique  et  chimie  pour  les  écoles  techniques 
spéciales  toujours  plus  nombreuses  et  plus  importantes. 

2.  11  est  très  curieux  que  cette  question,  dont  nous  venons  de 
donner  les  caractères  principaux,  ait  été  résolue  dans  les  différents 
états  allemands  de  façons  si  diverses. 

En  Bavière  et  en  Wurtemberg  les  universités  et  les  écoles  tech- 
niques sont  depuis  longtemps  sur  le  même  pied,  et  tiennent 
compte,  d'une  manière  réciproque,  des  semestres  passés  dans  l'un 
ou  dans  l'autre  de  ces  établissements,  et  ce  pied  d'égalité  se  mani- 
feste encore  j»ar  le  fait  que  dans  les  commissions  d'examens  les 
professeurs  de  toutes  les  universités  et  écoles  polytechniques  sont 
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également  représentés.  Il  en  est  de  même  en  Saxe,  où  il  existe  de- 
puis plusieurs  années  dans  Técole  technique  supérieure  de  Dresde 
une  section  spéciale  pour  les  candidats  à  l'enseignement;  il  y  a 
cependant  une  différence  à  Dresde  et  à  Leipzig  par  le  fait  que  cha- 
cune a  sa  commission  d'examens  particulière. 

La  Prusse  forme  l'autre  extrême.  A  l'origine  les  écoles  techni- 
ques supérieures  ne  prenaient  aucune  part  à  la  préparation  des 
maîtres.  Une  modification  fui  apportée  tout  d'abord  par  la  com- 
mission d'examen  de  1898  (qui  introduisit  également  pour  la  pre- 
mière fois  les  mathématiques  appliquées  comme  branche  spéciale  , 
d'examen).  On  spécifia  que  l'on  tiendrait  compte  aux  candidats  en 
mathématiques,  physique  et  chimie  des  semestres  qu'ils  auraient 
passés  dans  les  écoles  polytechniques,  mais  seulement  jusqu'à 
trois,  ce  qui  signifie,  (si  l'on  tient  compte  de  la  période  de  trois 
ans  ofïîciellemeijt  prescrite,)  que  ces  candidats  doivent  avoir  passé 
trois  semestres  de  leur  temps  d'étude  à  l'université.  Ce  nouveau 
règlement  n'amena  cependant  aucune  modification  dans  l'organi- 
sation des  écoles  techniques;  il  faut  remarquer  du  reste  qu'il  n'a 
été  appliqué  jusqu'à  présent  que  dans  une  mesure  très  limitée.  La 
chose  est  trop  compliquée.  Nous  avons  jugé  bon  de  reproduire  ici 
les  développements  qui  nous  ont  été  fournis  sur  ce  sujet  par  une 
personne  très  compétente  et  qui,  par  le  fait  qu'ils  touchent  à  plu- 
sieurs questions  de  détails,  permettront  de  se  rendre  compte  d'une 
façon  générale  des  diflicultés  et  des  intérêts  en  jeu. 

3.  La  dite  personne,  qui  était  autrefois  professeur  à  l'université 
et  qui  professe  actuellement  dans  une  école  technique  supérieure 
de  Prusse  nous  écrit  à  ce  sujet  : 

«  Sans  aucun  doute,  les  candidats  trouveront  tout  ce  qui  leur 
est  nécessaire  pendant  les  quatre  premiers  semestres  aux  écoles 
polytechniques,  pour  ce  qui  concerne  les  mathématiques  pures  et 
la  physique  (pour  la  chimie  également).  Par  contre,  il  en  est  au- 
trement pour  les  mathématiques  appliquées,  parce  que  les  candi- 
dats dans  cette  branche  sont  préparés  en  vue  d'utiliser  aussi  bien 
que  possible  les  directions  concernant  la  préparation  des  ingé- 
nieurs. Par  exemple,  les  exercices  étendus  en  géométrie  descrip- 
tive sont  une  charge  trop  considérable  pour  les  candidats  à  l'en- 
seignement; mais  c'est  encore  pire  pour  ce  qui  touche  aux  do- 
maines techniques  qui,  s'adressant  à  des  spécialistes,  exigent  un 
nombre  d'heures  qui  empêcherait  le  candidat  de  consacrer  le 
temps  nécessaire  à  l'étude  des  autres  branches  requises.  C'est 
comme  si  l'on  voulait  recommander  aux  étudiants  en  biologie  de 
suivre  les  cours  généraux  et  les  exercices  pratiques  de  la  Faculté 
de  médecine  en  vue  de  compléter  leurs  connaissances  en  anatomie, 
physiologie  et  hygiène. 

«  Un  autre  défaut  apparaît  encore  dans  les  écoles  polytechniques 
de  Prusse,  si  on  les  compare  à  celles  de  l'Allemagne  du  sud  et  de 
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Dresde.  Comme  la  commission  le  recommande  (voyez  chapitre  lY) 
une  certaine  instruction  en  philosophie  et  en  histoire  forme  la 
base  an  moyen  de  laquelle  le  collège  des  maîtres  de  nos  écoles 
supérieures,  aussi  bien  que  le  système  de  la  préparation  par  do- 
maines trouvent  leur  unité;  ce  côté  philosophique  et  historique 
n'est  pas  suffisamment  développé  dans  les  écoles  polytechniques 
de  Prusse.  Pour  qu'il  en  soit  autrement,  l'organisation  d'un  en- 
seignement régulier  par  des  professeurs  d'état  semble  indispen- 
sable, et  l'on  ne  doit  pas  s'en  tenir  à  des  cours  occasionnels  de 
privat-docents. 

«  En  outre,  dans  les  écoles  polytechniques  de  Prusse,  il  n'est 
pas  possible  aux  candidats  à  l'enseignement  d'obtenir  leur  pro- 
motion à  la  lin  des  études.  Le  même  défaut  se  retrouve  dans  les 
écoles  polytechniques  de  Stuttgart  et  de  Dresde;  Munich  seule- 
ment fait  exception  ;  dans  cette  ville,  le  droit  de  promotion  existe 
pour  tous  et  le  titre  habituel  de  D'  rer.  techn.  peut  être  obtenu 
déjà  sur  présentation  d'une  thèse  mathématique.  Comme  en 
Prusse  il  faut  avoir  passé  son  examen  de  diplôme  pour  être  admis 
à  l'examen  de  DMng  ,  il  serait  juste  que  Texamen  de  maître  su- 
périeur fût  mis  au  même  rang  que  celui  du  diplôme,  et  que  tous 
les  candidats  des  écoles  polytechniques  pussent  se  présenter 
pour  l'obtention  du  titre  de  DMng.,  ce  qui  ne  peut  se  faire  main- 
tenant. » 

Les  changements  qu'il  faudrait  effectuer  dans  l'organisation 
des  écoles  polytechniques  de  Prusse  pour  qu'elles  puissent  se 
charger  de  la  préparation  coATi/^/èto  des  candidats  à  l'enseignement 
sont  les  suivants  : 

a)  Dans  les  mathématiques  pures  (j^)\ys\i\\xe  et  chimie  également) 
l'introduction  de  conférences  pour  les  semestres  supérieurs  et 
pour  les  étudiants  plus  avancés,  ainsi  que  de  cours  réguliers  cor- 
respondant à  ceux  que  la  commission  a  indiqués  daus  le  plan 
d'études. 

b)  Dans  les  mathématiques  appliquées^  l'introduclion  de  dispo- 
sitions spéciales  permettant  au  candidat  de  terminer  d'une  façon 
appropriée  les  études  qu'il  se  propose,  et  particulièrement  de  con- 
férences encyclopédiques  sur  les  grands  domaines  de  la  technique 
qui  permettront  aux  candidats  d'entrer  en  contact  avec  le  cercle 
d'idées  des  techniciens. 

c)  La  création  de  chaires  de  professeurs  d'états  pour  les  branches 
générales  d'instruction,  qui  assurent  une  préparation  suffisante 
en  philosophie  et  en  histoire. 

d)  La  possibilité  d'être  promu  au  rang  de  D'-Ing.  de  même  que, 
cela  va  de  soi,  la  participation  des  professeurs  de  l'université  à 
l'examen  des  candidats. 

Le  professeur  auquel  nous  nous  sommes  adressés  ajoute  en- 
core : 
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«  Les  écoles  techniques  supérieures  auraient  Tavantage  de  pou- 
voir- offrir  les  conférences  iet  exercices  nécessaires  aux  techniciens 
qui,  exceptionnellement,  désireraient  acquérir  en  mathématiques 
i^t  f^n  physique  une  préparation  plus  approfondie,  et  il  est  certain 
que  de  tels  techniciens  se  spécialisant  ainsi  dans  la  technique 
scieiitifîque,  ne  sont  pas  à  dédaigner  et  seront  même  fort  re- 
chf^pchés. 

Rnsuite,  les  professeurs  de  mathématiques  et  de  physique  au- 
rf^nt  une  sphère  d'action  plus  étendue  et  une  activité  plus  satis- 
faisante que  maintenant  car,  pour  le  moment,  ils  doivent  se  con- 
tenter de  cours  pour  commençants  et  rie  peuvent  par  conséquent 
donner  à  leur  science  toute  Textension  qu'ils  désireraient;  en 
uiilre,  il  serait  plus  facile  aux  candidats  de  partager  leur  temps 
erttrp  l'université  et  l'école  polytechnique  ce  qui  serait  beaucoup 
à  di!sirer,  étant  donné  l'état  actuel  des  choses. 

i'  Mais  les  universités  également  retireraient  un  avantage  de 
ces  dispositions  :  la  nécessité  d'agir  concurremment  avec  les 
écfïlcs  polytechniques,  aurait  comme  effet  la  manifestation  de 
foïrf^s  restées  jusqu\i  présent  à  l'état  latent  et  serait  un  puisssaht 
stimulant;  dans  les  endroits  où  des  procédés  arriérés  sont  en  vi- 
gueur on  s'efforcerait  de  les  améliorer  afin  de  se  placer  à  la  hauteur. 
Par  cela,  nous  ne  pensons  en  aucune  façon  que  les  divisions  ordi- 
nairt'S  des  écoles  polytechniques  ne  doivent  devenir  qu'une 
simple  copie  des  Facultés  de  mathématiques  et  de  sciences  natu- 
relles, pas  plus  que  ces  Facultés  ne  doivent  être  transformées  en  sec- 
lion  s  universitaires  techniques.  Bien  au  contraire  chacun  de  ces 
étatïlissements  doit  développer  librement  selon  ses  propres  forces  ; 
seulement,  leur  égalité  devra  être  reconnue  malgré  la  différence 
fiprcitîqùe,  dans  le  même  ordre  d'idée  que  l'égalité  des  écoles 
supt^rieures  humaniste^  et  réalistes  qui  a  été  reconnue  à  la  con- 
férence des  écoles  de  1900  et  sanctionnée  par  l'ordre  supérieur  le 
26  novembre  de  la  même  année.  » 

^.  l.a  commission  d'enseignement  hésite  à  adopter  d'une  façon 
formelle  les  développements  qui  précèdent,  parce  qu'on  lui  a  fait 
à  i'<^  sujet  de  nombreuses  questions  qui  ne  sont  certainement  plus 
de  sa  compétence.  Nous  aimerions  en  tout  cas  obtenir  pour  la 
firéparation  des  candidats  à  l'enseignement  les  dispositions  men- 
tiiinnées  concernant  les  écoles  polytechniques  qui  ne  sont  pas  en 
Prvisse.  Mais  nous  recommandons  pour  la  Prusse,  en  vue  de  pré- 
pan»r  à  cet  égard  le  développement  de  l'enseignement,  de  faire  tout 
d'nlmrd  une  expérience.  D'après  ce  que  l'on  nous  a  rapporté,  il 
semble  que  parmi  les  écoles  polytechniques  de  Prusse,  celle  de 
Dantzig  conviendrait  le  mieux  pour  cela,  à  cause  de  la  compo- 
sition de  son  corps  enseignant  et  des  conditions  dans  lesquelles 
se  trouve  cet  établissement.  Que  l'on  institue,  à  titre  d*essai,  la 
préparation  des  maîtres  que  nous  recommandons,  et,  lorsqu'après 
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quelques  années  le  moment  sera  venu  de  remanier  en  Prusse  le 
règlement  des  examens  de  professorat,  on  pourra  le  référer  à  des 
résultats  effectifs  basés  sur  l'expérience  pour  les  décisions  con- 
cernant cette  question  fondamentale. 


Remarques  finales. 

Nous  ne  voudrions  pas  terminer  ce  rapport,  sans  adresser  un 
appel  pressant  à  ceux  que  cela  concerne,  afin  qu*ils  nous  soutien- 
nent dans  nos  eiforts. 

Tout  d'abord  aux  autorités  supérieures.  Nous  les  prions 
d'examiner  avec  soin  nos  propositions,  •  et  nous  espérons  qu'ils 
les  soutiendront  ensuite,  aussi  bien  par  la  concession  des  moyens 
requis,  que  surtout  par  une  administration  bienveillante  et  intel- 
ligente. A  co  propos,  nous  voudrions  encore  une  fois  bien  spéci- 
fier que,  conformément  au  développement  actuel  de  la  science,  et 
si  l'on  désire  que  la  préparation  des  candidats  à  renseignement 
se  fasse  dans  de  bonnes  conditions,  il  est  nécessaire  de  séparer 
les  études  mathématiques  des  études  biologiques  ;  c'est  là  la  base 
de  tous  nos  développements.  Les  schémas  que  nous  avons  donnés 
au  chapitre  V  pour  les  études  générales  le  montrent  clairement. 
Car  ils  ne  contiennent  rien  de  ce  que  l'on  pourrait  appeler  superflu 
en  ce  qui  concerne  l'enseignement  dont  le  maître  devra  se  charger 
plus  tard.  On  nous  a  souvent  dit,  cependant,  que  l'enseignement 
biologique  à  Técole  réclamait  un  nombre  trop  restreint  d'heures 
pour  qu'on  puisse  lui  consacrer  partout  un  maître  spécial  :  il  est 
donc  nécessaire  de  familiariser  éventuellement  le  mathématicien 
avec  renseignement  biologique  et  le  biologue  avec  l'enseignement 
mathématique.  Nous  avons  à  répondre  d'un  côté  qu'il  en  sera  au- 
trement sous  ce  rapport  dès  que  nos  projets  de  Méran  seront  plus 
en  vigueur,  mais,  d'un  autre  côté  que  des  propositions  ont  été 
faites,  dans  le  chapitre  VII,  concernant  l'extension  des  branches 
d'études  de  nos  candidats  qui  devraient  être  capable  dans 
tous  les  cas  d'aplanir  les  diHicultés  en  question.  D'autre  part, 
nous  devons  ajouter  que,  d'après  les  communications  qui 
nous  ont  été  faites,  ce  n'est  pas  généralement  sous  la  pression  de 
de  force  majeure  que  l'on  a  chargé  des  maîtres  de  préparation  in- 
suffisante de  l'enseignement  mathématique  et  biologique,  mais 
bien  plutôt  par  suite  de  considérations  secondaires.  H  faut  aussi 
se  rappeler  que  les  circonstances  d'autrefois  étaient  plus  simples 
qu'elles  ne  le  sont  maintenant.  C'est  pourquoi  nous  désirons  in- 
sister sur  le  fait  que  les  mathématiques  et  la  biologie  présentent 
des  caractères  tout  à  fait  hétérogènes,  et  que  celui  qui,  par  suite 
de  son  instruction,  est  qualifié  pour  Tun  de  ces  domaines  ne  doit 
pas  se  croire  nécessairement  qualifié  pour  l'autre. 
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Nous  adressons  ensuite  tout  particulièrement  notre  appel  aux 
professeurs  académiques.  Si  les  principes  que  nous  recomman- 
dons sont  adoptés,  cela  ne  se  fera  pas  sans  certaines  difficultés 
pour  chaque  professeur.  Et  nous  faisons  abstraction  des  préju- 
dices d'ordre  matériel  qui  sont  à  prévoir  ça  et  là,  et  spécialement 
aussi  des  difficultés  d'ordre  personnel.  Car  il  n'est  agréable  à  au- 
cun professeur  de  substituer  une  sphère  d'action  plus  restreinte 
à  rinfluence  prépondérante  qu'il  exerce  sur  ses  étudiants  dans 
l'enseignement  approfondi  de  sa  branche;  ou,  dans  un  autre  cas, 
de  porter  préjudice  à  renseignement  scientifique  spécial  en  le 
transformant  pour  l'adapter  aux  besoins  généraux.  D'autre  part, 
partout  où  des  améliorations  ont  dû  se  produire,  cela  a  toujours 
été  le  privilège  des  professeurs  universitaires  d'agir  par  leur  pro- 
pre initiative.  Il  faut  cependant  reconnaître  que  les  intérêts  géné- 
raux de  la  préparation  scientifique  de  nos  candidats  à  l'enseigne- 
ment ont  dû  par  trop  céder  la  place  à  des  intérêts  d'un  ordre  plus 
spécial.  Les  professeurs  intéressés  de  la  même  université  —  ou 
également  les  professeurs  de  la  même  branche  dans  les  différents 
établissements  —  devraient  se  réunir  et  s'entendre,  par  des  déli- 
bérations en  commun,  surles  changements  et  conventions  à  adop- 
ter. Et  si  nos  propositions  pouvaient  exercer  à  ce  propos  une 
réelle  émulation,    ce  serait  leur    meilleur  résultat. 

Nous  nous  adressons  enfin  au  cercle  si  vaste  des  maîtres  dans  l'en- 
seignement secondaire  supérieur.  Si  les  ressortissants  des  autres 
branches  académiques  ne  se  lassent  pas  de  recommander  instam- 
ment, après  entente,  de  nouvelles  réformes  concernant  l'instruction 
préparatoire  de  la  future  génération,  et  surtout  de  la  présenter  pu- 
bliquement, nous  devons  souhaiter  que  nos  piaîtres  adoptent 
plus  que  par  le  passé  les  mêmes  mesures.  De  cette  manière,  au- 
cun préjudice  ne  sera  porté  au  principe  de  la  culture  scientifique  tel 
que  nous  le  soutenons  ici.  Car,  l'aptitude  dans  sa  vocation  basée 
sur  une  préparation  scientifique  solide  a  toujours  été  et  doit  res- 
ter le  point  d'honneur  des  maîtres  de  l'enseignement  secondaire 
supérieur  en  Allemagne. 
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PROPRIETES  D  UN  SYSTEME 
DE  DEUX  TRIANGLES,  OU  DE  DEUX  TÉTRAÈDRES 


Les  remarques  qui  vont  suivre  sont  tellement  simples  et 
évidentes  que  j'avais  quelque  peine  à  les  croire  nouvelles  ; 
il  me  semblait  qu'elles  avaient  dû  se  présenter  à  Tesprit  de 
beaucoup  d'autres  mathématiciens.  Aussi,  les  ayant  faites 
depuis  longtemps,  et  en  ayant  gardé  trace  dans  de  vieilles 
notes,  ne  me  serait-il  pas  venu  à  la  pensée  de  les  publier, 
sans  le  hasard  d'une  conversation  avec  un  ami,  beaucoup 
mieux  informé  que  moi  sur  la  Géométrie  du  triangle. 

II  m'atlirma  que  ces  propriétés  n'étaient  pas  connues  de 
lui  et  qu'il  les  croyait  réellement  nouvelles.  S'il  n'en  est  pas 
ainsi,  je  m'en  excuse  à  l'avance,  et  la  chose  est  après  tout 
fort  possible;  car  la  bibliographie  de  ce  chapitre  de  la  science 
est  devenue  fort  abondante,  et  personne  ne  peut  guère  se 
tenir  au  courant  de  tout  ce  qui  s'imprime  dans  le  monde. 

1.  —  Considérons  dans  un  plan  deux  triangles  ABC, 
A'B'C,  et  deux  points  M,  M',  qui,  rapportés  respectivement 
à  chacun  d'eux,  aient  les  mêmes  coordonnées  barycentriques 

Prenant  une  origine  arbitraire  O,  menons  par  ce  point  les 
vecteurs  OAi,OB,,OCi,OMi,  équipollents  et  AA',BB',Cr/, 
MM',  chacun  à  chacun.  Le  point  M,,  par  rapport  au  triangle 
AiH,  (^1  aura  encore  les  mêmes  coordonnées  barycentriques 

En  effet,  en  supposant  qu'on  ait  «  +  jS  +  7  =  I1  ^^  que 
nous  pouvons  toujours  faire  puisqu'il  s'agit  de  coordonnées 
homogènes,  nous  avons  les  deux  équipoUences    • 

OM  z=  oOA  -h  (30B  -h  7OC    ,       OM'  =  «OA'  -h  (30B'  -f  7OC'    . 

d'où  par  diff^érence, 

MM'  =  aAA'  -h  PBB'  +  yC(/    . 
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c'est-à-dire, 

OMi  =  «OA,  -h  pOBi  +  7OC1   . 

Une  propriété  de  ces  figures  consiste  en  ce  que,  si  l'on 
divise  dans  un  même  rapport  les  segments  AA',BIV, (]("', 
MM',  en  A2,Bg,C,,M2,  le  point  Mj,  aura  encore  of,/3,y  pour 
coordonnées  barycentriques,  par  rapport  au  triangle  A^H^Cg. 
Cela  se  voit  immédiatement  en  écrivant  les  vecteurs  OAg,... 
sous  la  forme 

pOk  +  7OA',  ...  (p  -^  q=\\   . 

2.  —  Etant  donnés  seulement  les  deux  triangles  ABC, 
A'B'C,  on  peut  se  proposer  de  déterminer  a,/3,y  de  telle 
sorte  que  les  deux  points  M,  M'  coïncident  en  F,  et  de  cons- 
truire ce  point  P,  que  je  propose  d'appeler  pôle  barycen- 
trique  du  système  des  deux  triangles. 

Dans  ce  but,  reprenons  la  figure  OA,BiCi  considérée  ci- 
dessus,  et  appelons  a„,  .6„,  yo  l^s  coordonnées  barycentriques 
de  O  par  rapport  au  triangle  A^BjCi  .  On  aura 

«opAi  -h  PoOBi  +  7oOC  zn  0  ,     ou  «oAA'  +  ^oBB'  -h  yfiC  =  0  , 

et  il  en  résulte  que  les  points  M, M'  considérés  ci-dessus,  et 
qui  ont  pour  coordonnées  particulières  «oi/So^yo'  coïncident 
entre  eux;  leur  position  commune  détermine  donc  le  point  P 
cherché,  et  ao,/3o,yo  sont  les  coordonnées  de  ce  point  par 
rapport  aux  deux  triangles. 

La  construclion  du  point  P  est  dès  lors  toute  naturelle  ;  les 
droites  OAj,  OB,,OCi,  coupant  respectivement  les  côtés 
B,Ci,Ci  Ai,Ai,B,,  en  Di,lii,Fi,  si  Ton  divise  BC  en  D,  dételle 
OAj  Dj,  AD,  et  déterminer  P  sur  cette  dernière  de  telle  sorte 
sorte  que  g^  =  g-~  ,  et  si  de  même  g^  =  ^-~  ,  le   point  P 

sera  Tintersection  des  droites  AD  et  BE. 

On   peut  même   se   contenter   du  tracé  des    deux   droites 

que    rjj  =   -r-jj   .   L'indétermination    du    point    O    pourrait 

aussi  permettre  une  légère  simplification. 
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II  est  clair  qu'on  pourrait  se  servir  du  triangle  A'B'C  au 
lieu  de  ABC. 

Tout  ceci  nous  donne  en  somme  la  résolution  géométrique 
de  Téquipoîlence  «AA'  +  /3BB'  +  yCC  =  0  ,  où  les  rapports 
mutuels  de  a,iS,y  sont  les  inconnues. 

Cette  construction  s'applique  aux  cas  singuliers  où  les 
triangles  donnés  dégénèrent,  et  se  réduisent  à  des  points, 
ou  à  des  systèmes  de  trois  points  en  ligne  droite;  le  lecteur 
n'aura  pas  de  peine  à  le  reconnaître.  Nous  voulons  seulement 
appeler  ici  l'attention  sur  quelques  circonstances  spéciale- 
ment intéressantes. 

Si  le  triangle  A^BjC,  se  réduit  à  trois  points  en  ligne 
droite,  cette  droite  ne  passant  pas  par  le  point  O,  il  est  évi- 
dent qu'aucun  système  de  coordonnées  barycentriques  ne 
permet  de  rapporter  O  à  A^B^Cj  ;  le  pôle  barycentrique  dis- 
parait donc  dans  ce  cas. 

Si  AA',BB',CC'  sont  équipoUentes,  le  triangle  A,BjCi  se 
réduit  à  un  point;  elle  pôle  barycentrique  est  rejeté  à  l'in- 
fini dans  la  direction  AA', 

Si  AA',BB',CC'  sont  parallèles,  mais  non  équipoUentes, 
les  points  Ai,B,,C|  sont  sur  une  droite  passant  par  O;  les 
coordonnées  a, jS, y  ne  sont  pas  déterminées  entièrement;  il 
y  a  une  infinité  de  pôles  barycentriques,  situés  sur  une  droite 
qui  n'est  autre  que  l'axe  d'homologie  des  triangles  ABC, 
A'B'C,  dont  le  centre  d'homologie  est  à  l'infini. 

Si  les  deux  triangles  donnés  ABC,  A'B'C  sont  semblables, 
leur  pôle  barycentrique  sera  leur  centre  de  similitude,  directe 
ou  inverse. 

Bemarquons  que  pour  le  triangle  A^BgCg  dont  nous  avons 
parlé  au  n"  i,  un  point  rapporté  à  ce  triangle  et  ayant  pour 
coordonnées  «o^/^o^yo  ^^  sera  autre  que  P.  Donc  le  pôle  bary- 
centrique de  deux  triangles  ABC,  A'B'C  est  commun  à  tous 
les  triangles  dont  les  sommets  divisent  AA',BB',(Xy  propor- 
tionnellement. 

3.  —  Nous  allons  retrouver  le  point  P  par  une  méthode 
qui  va  nous  conduire  à  une  construction  encore  plus  simple. 
Imaginons  fen  supposant  toujours  qu'on  ait  «  +  /3  +  y  ^=  1) 
que,  par  rapport  au   triangle   ABC,  nous   considérions  tous 
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les  points  qui  ont  une  valeur  donnée  a  pour  coordonnée 
barycentrique  correspondante  A.  Ils  sont  tous  situés  sur  une 
parallèle  à  BC,  qui  divise  la  hauteur  issue  de  A  dans  le  rap- 
port   -r—-  .  On  peut  en  dire  autant  pour  le  triangle  A'B'C, 

et  le  point  de  concours  des  deux  parallèles  à  BC,B'C'  est  tel 
que  ses  distances  à  ces  deux  droites  sont  dans  le  même  rap- 
port que  les  deux  hauteurs  correspondantes,  issues  de  A  et 
de  A'"  Le  lieu  des  points  ayant  même  coordonnée  s,  par 
rapport  aux  deux  triangles  ABC,  A'B'C,  est  donc  une  droite 
passant  par  Tintersection  de  BC,B'C'.  Si  Ton  reprend  la 
même  observation,  appliquée  aux  coordonnées  j3  et  y,  on  a 
trois  droites  qui  viennent  concourir  au  point  P. 

Pour  la  construction  effective,  il  suffit  évidemment  de  dé- 
terminer deux  de  ces  droites. 

Les  considérations  qui  précèdent  amènent  en  particulier 
à  cette  proposition. 

Deux  triangles  ABC, A'B'C'  étant  donnés  sur  un  plan, 
soient  a  le  point  de  rencontre  de  BC  et  B'C,  a^  celui  des  pa^ 
rallèles  à  BC  et  B'C  menées  respectivement  par  A  et  A' ; 
soient  b,bi  et  c,Cj  les  points  analogues  relatifs  aux  deux 
autres  couples  de  côtés.  Les  droites  diQi^,hh^,cc^,  concourent  en 
un  même  point  P. 

Ce  point  P  est  le  pôle  barycentrique  des  deux  triangles. 

4.  —  Le  cas  des  deux  triangles  directement  semblables 
ABC,  A' B'C  offre  quelques  particularités  intéressantes.  Ainsi 
que  nous  Tavons  fait  remarquer  plus  haut,  le  pôle  barycen- 
trique est  alors  le  centre  de  similitude  directe.  11  a  dès  lors 
mêmes  coordonnées  homogènes,  non  seulement  barycen- 
triques,  mais  quelconques,  par  rapport  aux  deux  triangles. 

P  désignant  ce  centre   de  similitude,    nous  avons 

PA'  =  >PA  .     PB'  =  XPB  .     PC  —  >PC  , 

X  représentant  un  rapport  complexe,  de  deux  vecteurs. 

Si  maintenant  A,,  B2,C2,  comme  plus  haut,  sont  les  points 
qui  partagent    les  segments  AA',BB',CC    dans  un    même 


P 
PA,  =  />PA  +  qVM  ,     PB,  =  pPB  -h  ^PB'  .     PC,  =  pV^  -f  qVC  , 


rapport    -  (/?  +  î^  =  1)>  nous  avons 
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OU 

PAt  =  {p  -f  X^)  PA   ,  ... 

et,  (le  là 

A,B,  =  (p  ^\q)  \B,  A,C,  =  (p  +   3^1  AC 

A,B,  _  AB^ 
A.C,  ~  AC  * 

l^pB  deux  triangles  ABC,  A^B^C,  sont  donc  directement 
seiuh)al>h^H,  et  par  conséquent  nous  avons  la  propriété  sui- 
varile,  qui  n'est  pas  nouvelle,  mais  qui  mériterait  peut-être 
plus  *I'ïiïl*Mition  qu'on  ne  lui  en  accorde  d'habitude: 

ABC,  A'B'C'  étant  deux  triangles  directement  semblableSy 
si  l'an  divise  les  segments  AA',BB',CC'  en  parties  propor- 
tiotuieUes  en  A,,B2,C,,  le  triangle  A^B^C,  est  directement 
semblable  à  chacun  des  triangles  donnés, 

5.  —  Il  est  facile  de  voir  que  les  considérations  dévelop- 
pées précédemment  s'appliquent  à  deux  tétraèdres  ABCD, 
A'H'C'D'  donnés  dans  l'espace;  c'est-à-dire  qu'il  existe  un 
it^rtain  point  P  qui,  rapporté  aux  deux  tétraèdres  aura 
ïih'mih's  (  uordonnées  barycentriques.  Nous  pouvons  appliquer 
il  ia  J<4i  rjiiinalion  de  ce  point  la  construction  au  n**  3.  Les 
plans  AliC,  A'B'C  se  coupent  alors  suivant  une  certaine 
droite  :  lis  plans  parallèles  menés  par  D,D'  respectivement, 
oui  uiu'  iulersection  parallèle,  et  ces  deux  intersections  dé- 
U*rniiïïeni  un  plan  (d);  en  appelant  (a),(b),(c)  les  trois  plans 
aiinlugues  relatifs  aux  trois  autres  couples  de  faces,  les  quatre 
plans  ;ii  li){c)(d)  auront  pour  intersection  commune  le  pôle 
haiyceuiiiqae  P  des  deux  tétraèdres. 

L(*  tas  particulier  de  similitude  nous  montre  que,  dans  l'es- 
parr-niissi  hien  que  dans  le  plan,  il  existe  un  centre  de  similitude 
|HMjr  ilvwx  figures  semblables,  soit  directement,  soit  symé- 
triquiMnt'nt,  Et  ce  point  est  aisé  à  construire,  puisqu'il  n'est 
autre  qm*  le  pôle  barycentrique  de  deux  tétraèdres  corres- 
pondants, attachés  aux  deux  Kgures  semblables  considérées. 

H.  —  H  est  possible  de  donner  à  quelques-uns  des  résultats 
préeédenls  une  forme  mécanique  qui  se  comprend  d'elle- 
même^  ilaprès  les  développements  donnés  ci-dessus. 
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Si  trois  points,  dans  un  plan,  ou  quatre  points,  dans  l'es- 
pace,  sont  animés  de  mouvements  rectilignes  et  uniformes, 
on  peut  attribuer  à  ces  points  des  masses  telles  qim  leur 
centre  de  gravité  reste  invariable. 

Il  faut  entendre  ici  par  le  mot  «masse»  des  coeilicients 
positifs  ou  négatifs.  Pour  que  les  masses  soient  toutes  posi- 
tives, il  faut  et  il  suffit  que  Tune  quelconque  des  vitesses 
soit  dirigée  dans  Tangle  (ou  plan,  ou  trièdrej  oppose  a  celui 
que  forment  les  autres  vitesses.  C.  A.  Lafsant- 


THÉORIE  DES  MIROIRS  PLANS  PARALLELES 
A  UNE  MEME  DROITE 

1.  Supposons  n  miroirs  plans  tous  parallèles  à  une  iiiAme 
droite  l  et  désignons  par  m^^m^^m^,  -^-^nin  les  lignes  d'inter- 
section des  faces  réfléchissantes  avec  un  plan  quelconque 
perpendiculaire  à  /  . 

Considérons  dans  ce  plan  les  rayons  issus  d'un  point  (îxe 
R.  Soit  /•  un  des  rayons  initiaux  et  t\,  i\,  i\,  ...  /•„  les  rayons 
réfléchis  successivement  par  /Wj,  Wj,  W3,  ...,  w»  (^ig-  V^ 

Dans  sa  Géométrie  projective*,  Cremona  examinf'  la  taris- 
truction  d'un  rayon  /•  passant  par  R  et  faisant  aver  r^  un 
angle  donné  à  l'avance.  On  sait  que  cette  construction  se 
déduit  d'un  problème  célèbre  de  Poncelet*  consistant  à  ins- 
crire un  polygone  dans  un  autre  polygone  et  dont  les  cotés 
passent  par  des  points  arbitrairement  donnés.  Eu  général 
cette  construction  possède  deux  solutions.  Mais,  pour  le 
problème  de  Cremona  qui  est  un  cas  particulier  du  |n  oblènie 
de  Poncelet,  ce  résultat  doit  être  modifié  ;  c'est  ce  que  nous 
voulons  démontrer.  Nous  en  déduirons  les  propriétés  des 
miroirs  angulaires  dont  on  se  sert  en  géodésie. 

Pour  plus  de  généralité  supposons  que  la   réflexion  k\\\i\ 


*  Eléments  of  projective  geotnetry,  p.  199.  (édition  anglaiso). 
■  TtcUtés  des  propriétés  proJecti*^s  des  Figures. 
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rayon  puisse  avoir  lien  sur  toute  Tétendue  d'une  face  réflé- 
chissante et  qu'un  rayon  réfléchi  r;  qui  ne  frappe  pas  la  face 
ciïiïsécutive  mi^x  doive  être  prolongée  en  arrière  jusqu'au 
|)oînt  d'intersection  avec  cette  surface,  d'où  il  est  réfléchi  de 
nouveau.  Il  est  évident  que  ce  postulat  renferme  les  faits 
physiques  comme  cas  particuliers. 


>R, 


Fig.  1. 

2.  Cela  posé,  tous  les  rayons  réfléchis  i\  passent  par  un 
poiiil  fixe  Rj  qui  est  le  symétrique  de  R  par  rapport  à  Wj  ; 
Ions  les  rayons  !\  passent  par  R^  qui  est  le  symétrique  de  Rj 
pai"  rapporta  Wj,  etc. 

Finalement  tous  les  rayons  /*„  réfléchis  par  la  face  nin 
fiassent  par  R„  qui  est  le  symétrique  de  R„_i  par  rapport 

Les  rayons  (/)  et  les  rayons  (>„)  forment  deux  faisceaux  pro- 
jinliCs  et  ils  engendrent  une  conique  C  qui  passe  par  les 
fintnls  R  et  R„. 


i 
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Dans  le  problème  de  Creinona  il  laulcoiislruire  un  myon  r 
formant  avec  r„  un  angle  donné  o.  Pour  trouver  ce  rayon  on 
fait  passer  un  cercle  K  par  R  et  R«  de  telle  nianièreque  lesangles 
inscrits  soutenus  par  la  corde  RR^  soieiil  tuuségaux  ào  sur  un 
côté,  et  à  7: —  ôsurTautre.  Les  faisteaux  formés  par  les  rayons 
(r)  et  (r„)  coupent  le  cercle  K  en  deux  ponctuelles  projectives 
dont  les  points  doubles,  s'ils  existent,  déterminent  les  deux 
solutions  du  problème.  On  voit  aisément  que  les  faisceaux 
successivement  formés  par  les  rayons  (r)  [n^  (n  ,  ...,  [An)  sont 
congruents  et,  alternativement,  de  sens  contraires.  Par  con- 
séquent, si  le  nombre  n  des  miroirs  est  pair,  les  faisceaux  r) 
et  (r„)  sont  de  même  sens  et  donnent  un  cercle  C  passant  par 
R  et  R«. 

Dans  ce  cas  le  problème  de  Cremona  na  pas  de  solutions. 
Mais  si  on  dispose  des  a  de  telle  manirre  que  le  cercle  C  coïn- 
cide avec  K,  on  a  une  infinité  de  solutions;  tout  rayon  r 
passant  par  R  satisfait  aux  conditions  du  problème ^ 

Si  n  est  un  nombre  impair  les  faisceaux  fi  et  ^r„  i  sont  de 
sens  contraires  et  engendrent  une  hyperpole.  Dans  ce  cas  il 
y  a  deux  solutions, 

3.  Nous  voulons  maintenant  établir  la  relation  entre  Tangle 
d'incidence  a  sur  /w,  du  rayon  /*,  les  angles  ^1,^^,  ya»  "i  ^n-i 
formés  par  m^  et  m^,m^  et  /n,,  .,.,  m«_i  et  m«  et  Tangle  h 
formé  par  r  et  r„. 

La  figure  donne  les  relations  suivantes: 


d' 


OU 


«j        =L  it  —  a   —  9j   , 

«a        =  «  +  ?i  —  ?»  • 

«1        =  »  —  «    —  ?i  -H  ?f  —  f .  • 

«2it-l  =  »f  —  «  —  (?i  —  ?2  +  ?s  —        +  ?ait^i"   ^ 
«U        =  «  -H  <?i  —  ?t  -f  ?,  —  ■  "  —  fik)  * 
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W:>^ 


L'angle  formé  par  lés   deux  perpendiculaires  sur  r  et  r^ 
est  égal  à 


OU 


et 


*  =  «  +  ««-1  +  («  —  l)ir  —  (y,   ^  y^  4-  y,  +  ...  -^.  y^_^)   , 


=  TT  —  (2  TT  —  ^)  =  ^  —  n 


ou 


4.  Pour  n  pair  et  égal  à  2Â:  on  a 

©  -  a  +  ,r  -  «  -  (^j    -  f,  +  ?.,-..■  +  ?2*^i)  -h  U  -  2)  ir  ^ 
(?i  +  ts  +  ?i  +  •••  +  ?2A-l)   ' 

d'où 

(?/i  voit  que  0  e^/  indépendant  de  «,  e/  e^/  constant;  ce  qui 
montre  bien  que  le  point  d'intersection  de  r  et  t^  décrit  un 
cercle.  D'ailleurs  on  peut  faire  varier  les  angles  y2»94>  •••> 
d'une  manière  arbitraire^  sans  changer  0. 

On  peut  aussi  faire  varier  les  91,98,95,  ...  individuelle- 
ment si  leur  somme  reste  constante.  Prenons  par  exemple 
w  =  4,  et  ô  =  I  ,  alors 


d'où 


=z  37r  -  2  (y,  -h  y,) 


I  *    /m  'f\  ^^ 
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Pour  satisfaire  cette  condition  on  peut  poser  ç,  =  ç^,  ^^  ^ 

c'est-à-dire,  faire  les  angles  entre  les  deux  premiers  et  les 
deux  derniers  miroirs  tous  les  deux  égaux  à  112°  30'.  l/aiigle 
entre  a^  et  a^  est  arbitraire.  Cela  ressort  de  la  fig.  2. 

Pour  w  =:  2,  ô  =  y     De  la  formule  on  tire 


ir 
2" 


e*iS 


Pig.  3. 


Fig.  %. 


C'est  le  cas,   bien   connu  dans  Tarpentage,    de  Téquerre 
optique  (fig.  3). 

5.  Pour  n  impair  et  égal  à  2Â:  +  1,  on  a 


ou 


6  =  a  -h  «4^  -f  (2^  -  1)  »  -  (y,  -H  y,  -H  y,  -f  ...  -f  f^) 


ô  =  2«  -  2  (y,  +  ^,  -h  ...  -h  f„_  ,)  -h  (^  -  2|  ,r 


L'angle  ô  dépend  de  a  et  ne  change  pas  si  on  fail  varier 
les  angles  ^,fBi  •••  arbitrairement.  On  peut  aussi  modifier 
les  angles  <f%^<f^^  ...  mais  en  faisant  leur  somme  constante. 

Arn.  Emch  (Soleure,  Suisse). 


Digitized  by 


Google 


SUR  LA  NATURE  DES  AXIOMES  DE  LA   GÉOMÉTRIE 

(2«n*  article). 


Au  sujet  de  mon  précédent  article  sur  les  axiomes  de  la 
géométrie,  M.  Peano  m'a  fait  Thonneur  de  m'écrire.  L'opi- 
nion que  je  lui  prête  n'est  pas,  dit-il,  la  sienne. 

A  vrai  dire  je  n'ai  pas  attribué  à  M.  Peano  l'opinion  n**  1. 
Lorsqu'on  discute  l'indépendance  des  axiomes,  il  faut  bien 
les  rejeter  chacun  leur  tour,  et  voir  ce  que  devient  dans  ces 
cas  la  géométrie;  faire,  comme  si  ces  axiomes  étaient  arbi- 
traires, faire  comme  si  l'on  était  de  l'opinion  n**  1.  Voilà  à 
peu  près  ce  que  j'ai  voulu  dire. 

La  conclusion  de  mon  article  manque  peut-être  un  peu  de 
netteté.  Depuis  que  je  l'ai  écrit,  j'ai  de  nouveau  réfléchi  sur 
ce  sujet.  \^oici  comment  je  formulerai  actuellement  mon 
opinion. 

11  y  a  deux  manières  de  voir,  un  peu  différentes,  mais  non 
contradictoires  entre  elles. 

l*"*  Manière  de  voir.  La  notion  d'identité  de  deux  objets, 
la  notion  d'un  objet  qui  ne  change  pas  avec  le  temps  est 
nécessaire  à  toute  science.  Le  changement  lui-même  ne  peut 
être  conçu  que  par  comparaison  à  quelque  chose  d'invaria- 
ble. Et  comme  d'autre  part  rien  n'est  fixe  dans  l'univers,  il 
faut  bien  admettre  qu'une  figure  puisse  rester  invariable 
tout  en  changeant  de  place  par  rapport  à  d'autres.  Le  concept 
de  figure  invariable  s'offre  ainsi  à  nous  comme  une  sorte  de 
nécessité;  sans  lui  la  science  serait  impossible. 

Mais  ce  concept  est  vague;  les  axiomes  ont  pour  but  de 
le  préciser.  Admettons  les  axiomes  de  la  géométrie  métri- 
que relatifs  aux  droites,  au  plan,  à  la  distance.  Les  droites, 
les  plans,  les  distances  physiques  ne  sont  définies  que  par  à 
peu  près;  elles  ne  satisfont  aussi  aux  axiomes  que  par  à  peu 
près.  On  n'a  du  reste  jamais  cherché  une  vérification  expéri- 
mentale rigoureuse.  Elle  serait  inutile,  comme  on  va  voir. 
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Je  nomme  plan^  droites^  distances  parfaites,  des  objets 
satisfaisant  rigoureusement  aux  axiomes,  et  ne  dlfTérant  que 
d'une  façon  inappréciable  des  plans  droites  distances  phy- 
siques. 

La  première  partie  de  ma  phrase  constituerait  I  opinion 
n**3de  mon  dernier  article.  Cette  opinion  est  insoutenable 
je  Tai  montré.  La  seconde  partie  de  la  phrase  modifie  Topi- 
nion  n®  3,  et  comme  on  va  voir,  la  rend  acceptable. 

Reprenons  en  effet  l'objection  faite  à  Topinion  n"  3  soient 
a^y  trois  quantités  définissant  un  point,  et  appelées  coordon- 
nées provisoires  du  point. 

On  nomme  X  Y  Z  trois  fonctions  de  afly  ,  ne  prenant  pas 
toutes  trois  la  même  valeur  en  2  points  différents.  Ce  seront 
les  coordonnées  définitives  du  point. 

Enfin  nous  x\omm.orï^  plan  l'ensemble  des  points  dont  It^s 
coordonnées  X  Y  Z  vérifient  une  équation  de  l"^  degré, 
droite  l'ensemble  des  points  communs  à  deux  plans,  et  <lis- 
tance   de   deux   points  Xo,  Yo,  Zo,  Xt,  Yi ,   Zi ,    la  fonition 

avec  ce  sens  donné  aux  mots,  toute  la  géomiUrie  ein:li- 
dienne  est  vraie.  Mais  cela,  avons  nous  dit,  ne  permet  nulle- 
ment de  définir  le  plan^  la  droite^  la  distance^  car  nos  trois 
fonctions  X  Y  Z  sont  arbitraires. 

Mais  nousassujetissons  maintenant  nos  trois  fonctions»  être 
telles  queles/?/fl/i5,rfro//e5,  rf/^^«/«ce^  ainsi  définies  ne  di firent 
pas  sensiblement  des />/a/î5  rf/'OiVe^  distances  phvsitjiies.  Ce 
choix  est  possible,  nous  l'admettons.  Il  reste  encore  indé- 
terminé. En  effet  soient  X  Y  Z  3  fonctions  satisfaisant  k  cette 
condition,  e  une  quantité  inférieure  à  toute  quantité  appré- 
ciable par  des  moyens  physiques,  AX  ,  AY  ,  AZ  trois  fonc- 
tions arbitraires,  mais  toujours  inférieures  en  valeur  abso 
lue  à  e.  Les  3  fonctions  suivantes, 

X  4-  AX  .  Y  -f  aY  ,  Z  -h  AZ 

rempliront  aussi  bien  que  X  Y  Z  les  conditions  demandées- 
Mais  que  l'on  prenne  pour  définir  la  droite,  le  [>lan,  la  dîs- 
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tance,  le  premier  ou  le  2®  système  de  fonctions,  cela  n'a 
aucun  inconvénient. 

Dans  la  pratique  il  n'y  a  aucune  différence  entre  les  deux 
manières  de  voir,  puisque  AX  ,  AY  ,  AZ  sont  inappréciables. 
En  théorie  la  chose  est  indifférente,  le  raisonnement  ne  s'ap- 
puyant  pas  sur  ce  qu'on  nomme  effectivement  droite,  plan, 
distance,  mais  sur  les  propriétés  de  ces  objets.  Ces  propriétés 
sont  les  mêmes  dans  Tun  et  Tautre  cas. 

2™*  Manière  de  voir.  Appelons  point,  droite,  distance,  etc., 
un  système  d'objets  satisfaisant  aux  axiomes,  sans  nous 
préoccuper  des  autres  systèmes  d'objets  pouvant  aussi  y 
satisfaire.  Nous  établissons  ainsi  la  géométrie.  Après  la  géo- 
métrie nous  pouvons  passer  à  la  mécanique.  Nous  introdui- 
sons d'autres  objets  il  nous  faudra  d'autres  axiomes.  Après 
la  mécanique  rien  ne  nous  empêchera  de  passer  au  moyen 
d'autres  axiomes  aux  sciences  physiques,  à  l'optique  par 
exemple.  Nous  aurons  ainsi  une  science  purement  abstraite 
très  étendue.  Alors,  si  nous  avons  bien  choisi  nos  axiomes, 
cetle  science  sera  conforme  à  la  réalité.  La  science  est  un 
édifice  logique  en  correspondance  avec  la  réalité  sensible. 

Les  axiomes  de  la  géométrie  ne  sont  pas  à  eux  seuls  des 
définitions;  on  ne  peut  pas  passer  au  concret  sans  faire 
intervenir  une  notion  physique  étrangère  à  la  science  pure. 
On  ne  peut  sans  instruments  vérifier  que  deux  distances  sont 
égales.  Le  fait  que  le  compas  est  un  solide  invariable  est  un 
fait  étranger  à  la  géométrie,  et  cette  invariabilité  ne  saurait 
être  démontrée  géométriquemenl. 

Les  choses  sont  différentes,  si  l'on  a  fait  aussi  de  la  phy- 
sique une  science  rationnelle.  Dans  le  vide  la  lumière  se  pro- 
page en  ligne  droite.  Cela  se  démontre  comme  on  sait  à  Taide 
du  principe  d'Huygens.  La  surface  de  l'onde  est  une  sphère, 
on  l'admet.  Il  n'y  a  pas  de  raison  pour  que  la  lumière  aille 
plus  vite  dans  une  direction  que  dans  une  autre.  C'est  le  prin- 
cipe de  la  raison  suffisante.  Mais  ce  raisonnement  nous  fournit 
une  droite  concrète,  le  rayon  lumineux.  En  mécanique  le 
principe  de  l'inertie  nous  fournit  aussi  une  droite  concrète, 
mais  nous  ne  l'utilisons  pas,   les   difTicultés  du    mouvement 
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relatif  en  sont  la  cause.  La  statique  des  fils  nous  en  fournit 
une  autre,  le  fil  tendu. 

On  voit  par  là  une  différence  capitale  entre  les  axiomes  de 
la  géométrie  et  ceux  des  sciences  physiques.  Les  premiers 
nous  donnent  une  science  cohérente  en  elle-même,  mais 
restant  en  dehors  du  domaine  réel.  Les  seconds  au  con- 
traire nous  fonl  pénétrer  dans  ce  domaine.  Peut-être  trou- 
vera-t-on  un  jour  en  étudiant  Toptique,  quelque  contradic- 
tion à  supposer  faux  le  postulatum  d'Euclide.  M.  Andrade, 
du  reste  a  déjà  trouvé  dans  la  statique  non-euclidienne  des 
fils  une  manière  de  contradiction. 

M.  Peano,  je  Tai  dit  plus  haut,  déclare  que  Topinion  n*  1, 
d'après  laquelle  les  axiomes  sont  arbitraires,  n'es^t  pas  la 
sienne. 

Effectivement  dans  un  mémoire  fort  intéressant  sur  les 
fondements  de  lagéométrie,(Rivistadi  Mathematira,TomelV) 
il  dit  expressément  : 

«Certes  il  est  permis  à  chacun  d'admettre  telles  hypothèses 
«  qu'il  veut,  et  de  développer  les  conséquences  logiques 
«  contenues  dans  ces  hypothèses.  Mais  pour  que  ce  travail 
«  mérite  le  nom  de  géométrie,  il  faut  que  ces  hypothèses  ou 
«  postulats  expriment  le  résultat  des  observations  les  plus 
«  simples  et  élémentaires  des  figures  physiques 

«  En  conséquence,  au  point  de  vue  pratique,  il  ne  me 
a  parait  pas  licite  de  prendre  comme  postulat  de  la  géomé- 
«  trie  projective  le  suivant  : 

«  Deux  droites  situées  dans  un  même  plan  ont  toujours  un 
^  point  commun.  Car  cette  proposition  ne  se  vérifie  pas  par 
«  l'observation,  et  même  est  en  contradiction  avec  les  théo- 
«  rèmes  d'Euclide.  » 

On  peut  bien,  ajoute  M.  Peano,  introduire  de  nouveaux 
êtres,  (points  idéaux,)  mais  par  des  définitions  convenables, 
et  en  démontrant  que  les  axiomes  sont  vrais  pour  de  tels 
êtres. 

A  propos  de  ces  points  fictifs  ou  idéaux,  je  veux  faire  une 
remarque  concernant  le  postulatum  d'Euclide. 
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Lorsque  la  ligne  droite  est  supposée  définie,  mais  pas  la 
dii^tance,  le  postulatum  n'est  ni  vrai  ni  faux;  supposons  la 
distance  définie  de  telle  façon  qu'il  soit  faux.  Pour  le  rendre 
vi-ïi,  par  une  nouvelle  définition  de  la  distance  il  faudra 
ajouter  à  Tespace  des  points  fictifs.  (On  suppose  que  la  défi- 
nition de  la  ligne  droite  ne  soit  pas  changée.) 

Je  supposerai,  pour  simplifier  les  choses,  le  postulatum 
faux  tuais  la  constante  de  la  géométrie  non-euclidienne  extrê- 
mement grande,  afin  que,  dans  un  espace  restreint  la  géo- 
métrie diffère  extrêmement  peu  de  la  géométrie  euclidienne. 

D*après  les  travaux  de  Klein  et  Cayley,  il  existera  une 
Iranslormation  faisant  correspondre  à  tout  point  M  de  Tes- 
pacc  un  point  M'  intérieur  à  une  certaine  sphère  S.  A  une 
droitt^  correspond  une  droite.  A  deux  points  P  et  Q  corres- 
pondent deux  points  F  et  Q'  et  si  P'Q'  coupe  la  sphère  en 
A  et  B,  le  distance  PQ  sera  égale  à  k  fois  le  logarithme  du 
rapport  anharmonique  des  4  points  P'Q'  AB.  Nous  nommons 
relie  expression  la  pseudodistance  de  P'Q',  k  dépend  du 
choix  de  Tunité  de  longueur. 

Ainsi  la  distance  PQ  est  la  pseudodistance  PQ\ 

Donnons  maintenant  un  nouveau  sens  au  mol  distance, 
appelons  distance  nouvelle  PQ  la  distance  P'Q', 

Ainsi,  la  distance  nouvelle  PQ  est  la  distance  P'Q' . 

Comme  P'  et  Q'  sont  intérieurs  à  S,  P'Q'  n'est  pas  1res 
grand,  et  la  géométrie  à  l'intérieur  de  S  est  sensiblement 
Euclidienne. 

Avec  la  nouvelle  définition  de  la  distance,  la  géométrie 
sera  donc  euclidienne  pour  tout  l'espace. 

Mais  la  distance  nouvelle  restera  finie,  et  inférieure  à  un 
diamètre  de  la  sphère  S.  Pour  la  rendre  infinie,  il  faudra 
introduire  des  points  fictifs,  dont  les  correspondants  seraient 
extérieurs  à  la  sphère  S. 

(A  la  vérité  la  géométrie  n'est  que  sensiblement  eucli- 
dienne, il  serait  facile  de  lever  cette  diflicultè.  Cela  entraî- 
nerait des  longueurs.  Du  reste  on  peut  prendre  la  sphère  S 
extrêmement  petite). 

J'ai  donc  démontré  la  proposition  énoncée. 

On   peut  faire  Tinverse.    La  dislance  étant  d'abord   Eucli- 
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dienne  taire  une  distance  nouvelle  non-euclidienne.  C'est 
même  bien  plus  facile,  maïs  alors  il  faut  exclure  de  Tespace 
des  points  en  faisant  d'abord  partie,  fje  suppose  toujours 
conservé  le  sens  du  mot  droite). 

Un  changement  de  sens  du  mot  distance  entraîne  un  chan- 
gement de  sens  du  mot  angle.  La  droite  étant  définie,  la 
géométrie  est  euclidienne  ou  non  selon  le  sens  du  mot 
angle.  Appelons  droite  orientée  une  droite  sur  laquelle  a  été 
choisi  un  sens  positif.  Bornons-nous  h  la  géométrie  plane 
soit  D  une  droite  orientée,  S  une  autre  droite  orientée  dans 
le  même  plan.  On  pourra  supposer  tpie  la  dénnition  de  Tan- 
gle  satisfait  à  Taxiome  suivant  :  Si  deux  droites  orientées 
font  le  même  angle  Bvec  D,  elles  font  le  même  angle  avec  A^ 

C*est  là  une  forme  commode  du  poslulatum  d'Euclide.  Elle 
ne  suppose  pas  la  notion  de  distance,  et  ne  suppose  pas  non 
plus  des  points  à  rinfini.  Elle  permet  d'étudier  séparément 
la  translation.  Cette  transformation  se  délinil  facilement  par 
des  égalités  d*angles.  Deux  droites  parallèles  sont  deux 
droites  orientées  faisant  les  mêmes  angles  avec  une  droite 
orientée  D.  On  pourrait  donc  aussi  commencer  la  géométrie 
par  Itfs  équipoUences. 

Je  n'en  dirai  pas  plus  long  sur  ce  sujet,  car  je  suis  con- 
duit à  cette  question  ;  «Comment  faut-il  enseigner  la  géo- 
métrie élémentaire  ?  n^  Cette  question  mériterait  un  long  déve- 
loppement; je  te  traiterai  peut-être  plus  tard  :  je  le  ferais 
mat  dans  cet  article  contenant  sur  la  géométrie  des  réflexions 
un  peu  disparates, 

J.  HiCHABD  f Dijon). 


L^OMignement  nuibém,^  10-  ftooéo;  1908. 
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Une  page  élémentaire  de  lagrange. 

Dans  son  petit  volume  Théorie  et  Usage  de  la  Règle  à  Calculs,  dont  l'^ra- 
seignement  Mathématique  publie  un  compte  rendu  dans  ce  même  numéro, 
M.  P.  Rozé  a  reproduit  une  page  de  Lagrange,  extraite  de  ses  conférences  aux 
élèves  des  Ecoles  Normales  et  empruntée  à  ses  Oeuvres  complètes  (t.  YII, 
p.  200).  Il  s'agit  de  l'approximation  dans  la  multiplication  des  nombres  dé- 
cimaux. Les  observations  du  grand  géomètre  sont  trop  justes,  et  elles  pour- 
raient avoir  une  trop  heureuse  influence  sur  l'enseignement  si  elles  étaient 
entendues,  pour  que  nous  hésitions  à  les  mettre  sous  les  yeux  de  nos 
lecteurs. 

La  Rédactiok. 

Lorsqu'on  a  un  nombre  entier  avec  des  décimales  à  multiplier 
par  un  nombre  entier  avec  des  décimales,  la  règle  générale  est  de 
regarder  les  deux  nombres  comme  deâ  nombres  entiers,  ensuite  de 
retrancher,  de  droite  à  gauche,  dans  le  produit,  autant  de  chiffres 
qu'il  y  a  de  décimales  dans  les  deux  nombres  ;  mais  cette  règle  a 
souvent,  dans  la  pratique,  Tinconvénient  d'allonger  l'opération 
plus  qu'il  ne  faut;  car,  quand  on  a  des  nombres  qui  contiennent 
des  décimales,  ces  nombres  ne  sont  ordinairement  exacts  que 
jusqu'à  un  certain  rang  de  décimales;  aussi  l'on  ne  doit 
conserver  dans  le  produit  que  les  parties  décimales  du  même  or- 
dre. Par  exemple,  si  le  multiplicande  et  le  multiplicateur  contien- 
nent chacun  deux  rangs  de  décimales  et  n'ont  que  ce  degré  de 
précision,  on  aurait,  par  la  méthode  ordinaire,  quatre  rangs  de 
décimales  dans  leur  produit;  par  conséquent  il  faudrait  négliger 
les  deux  dernières  comme  inutiles,  et  même  comme  inexactes. 
Voici  comment  on  peut  s  y  prendre  pour  n'avoir  dans  le  produit 
qu'autant  de  décimales  que  l'on  veut. 

J'observe  d'abord  que,  dans  la  manière  ordinaire  de  faire  la 
multiplication,  on  commence  par  les  unités  du  multiplicateur, 
qu'on  multiplie  par  celles  du  multiplicande,  et  ainsi  de  suite. 
Mais  rien  n'oblige  à  commencer  par  la  droite  du  multiplicateur, 
on  peut  également  commencer  par  la  gauche  ;  et,  à  dire  vrai,  je 
ne  sais  pas  pourquoi  on  ne  préfère  pas  cette  manière  qui  aurait 
l'avantage  de  donner  tout  de  suite  les  chiffres  de  la  plus  grande 
valeur;  car,  ordinairement  dans  la  multiplication  des  grands  nom- 
bres, ce  qui  intéresse  le  plus,  ce  sont  les  derniers  rangs  de  chif- 
fres; souvent  même  on  ne  fait  la  multiplication  que  pour  connaî- 
tre quelques-uns  des  chiffres  des  derniers  rangs:  et  c'est  là,  pour 
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le  dire  en  passant,  un  des  grands  avantages  du  calcul  par  les  lo- 
garithmes, lesquels  donnent  toujours,  dans  les  multiplications 
comme  dans  les  divisions^  ainsi  que  dansTélévation  aux  puissan- 
ces et  dans  l'extraction  des  racines,  les  chiffres  suivant  Tordre 
de  leur  rang,  à  commencer  par  le  plus  élevé,  c'est-à-dire  en  allant 
de  gauche  à  droite. 

En  faisant  la  multiplication  de  cette  manière,  il  u  y  aura  propre- 
ment d'autre  différence  dans  le  produit,  si  ce  n'est  que  l'on  aura 
pour  première  ligne  celle  qui  aurait  été  la  dernière,  suivant  la 
méthode  ordinaire,  pour  seconde  ligne  celle  qui  aurait  été  l'avant- 
dernière,  et  ainsi  des  autres. 

Cela  peut  être  indifférent  lorsqu'il  s'agit  de  nombres  entiers  et 
qu'on  veut  avoir  le  produit  exact  ;  mais,  lorsqu'il  y  a  des  parties 
décimales,  l'essentiel  est  d'avoir  dans  le  produit  les  chiffres  des 
nombres  entiers,  et  de  descendre  ensuite  successivement  à  ceux 
des  nombres  décimaux;  au  lieu  que,  suivant  le  procédé  ordinaire, 
on  commence  par  les  derniers  chiffres  décimaux,  et  Ton  remonte 
successivement  aux  chiffres  des  nombres  entiers. 

Pour  faire  usage  de  cette  méthode,  on  écrira  le  multiplicateur 
au  dessous  du  multiplicande,  de  manière  que  le  chiffre  des  unités 
du  multiplicateur  soit  au-dessous  du  dernier  chiffre  du  multipli- 
cande. Ensuite  on  commencera  par  le  dernier  chiffre  à  gauche  du 
multiplicateur,  qu'on  multipliera  comme  à  l'ordinaire  par  tous 
ceux  du  multiplicande,  en  commençant  par  le  dernier  à  droite,  et 
en  allant  successivement  vers  la  gauche  ;  et  l'on  observera  de  po- 
ser le  premier  chiffre  de  ce  produit  au-dessous  du  chiffre  du  mul- 
tiplicateur et  les  autres  successivement  à  gauche  de  celui-ci.  On  con- 
tinuera de  même  pour  le  second  chiffre  du  multiplicateur,  en  posant 
également  au-dessous  de  ce  chiffre  le  premier  chiffre  du  produit,  et 
ainsi  de  suite.  La  place  de  la  virgule,  dans  ces  différents  produits, 
sera  la  même  que  dans  le  multiplicande,  c'est-à-dire  que  les  uni- 
tés des  produits  se  trouveqt  toutes  dans  une  même  ligne  verticale 
avec  celles  du  multiplicande;  par  conséquent,  celles  de  la  somme 
de  tous  les  produits  ou  du  produit  total  seront  encore  dans  la 
même  ligne.  Ainsi  il  sera  aisé  de  ne  calculer  qu'autant  de  déci- 
males qu'on  voudra.  Voici  un  exemple  de  cette  opération,  où  le 
multiplicande  est  437,25  et  le  multiplicateur  est  27,34  : 

437,25 
27,34 


8745 

3060 

131 

17 


11954 


0 
75 
175 
4900 

4150 
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J  ai  écrit  dans  le  produit  toutes  les  décimales;  mais  il  est  aisé 
de  voir  comment  on  peut  se  dispenser  de  tenir  compte  de  celles 
que  Ton  veut  négliger.  La  ligne  verticale  est  pour  marquer  plus 
distinctement  la  place  de  la  virgule. 

Cf  tte  règle  me  parait  plus  naturelle  et  plus  simple  que  celle  qui 
est  attribuée  à  Oughtred,  et  qui  consiste  à  écrire  le  multiplicateur 
dans  un  ordre  renversé. 

Sur  la  théorie  des  parallèles. 

Je  lis  dans  Y  Enseignement  mathématique  (n^  du  15  septembre 
1907)  une  manière  intéressante  de  faire  la  théorie  dés  parallèles 
en  g-eométrie  élémentaire. 

Eli  voici  une  autre:  je  ne  prétends  pas  qu'elle  soit  la  meilleure. 
Je  la  donne  pour  ce  qu'elle  vaut. 

ï*  Axiome  de  Similitude.  Soit  une  figure  F.  composée  de /i  points 
Â^A^  ...  A,i.  Une  figure  G  composée  de  n  points  B, B,...  Bn.    Les 

figures  F  et  G  seront  dites  semblables  si  le  rapport  _  -^     est  le 

mèm<^  quels  que  soient  i  et  k.  Ce  rapport  sera  dit  rapport  de  simi- 
li tu  d(\  L'axiome  consiste  en  ceci  :  La  figure  F  étant  donnée  ainsi 
que  if  rapport  de  similitude  la  figure  G  caviste  toujours. 

tlet  axiome  parait  compliqué.  Il  n'est  cependant  que  Texpres- 
sioiï  précisée  de  cette  vérité  banale.  Si  tout  grandissait  propor- 
tionnellement il  n'y  aurait  aucun  moyen  de  s'en  apercevoir.  Pour 
que  toutes  choses  puissent  grandir  proportionnellement,  il  faut 
que  Taxiome  soit  vrai. 

H"  Théorème.  Dans  de ujr  figures  semblables  à  une  droite  corres- 
pond  une  droite  à  un  plan  un  plan. 

Soient  A,  A, A3  3  points  en  ligne  droite  ;  on  aura: 

Al  Af  -|-  Af  At  =  Al  A» 

et  en  remplaçant  les  longueurs  figurant  dant  cette  égalité  par  des 
longueurs  proportionnelles. 

BiB,  -h  BiBi  =  BiBi  . 

Donc  B,  BjBj  sont  en  ligne  droite. 

Soit  maintenant  P  un  plan,  il  est  engendré  par  une  droite  A^A, 
dont  deux  points  A,  A,  décrivent  des  droites  X,  Y.  La  surface  cor- 
respondante sera  engendrée  par  la  droite  B,  B, ,  les  points  B,B, 
décrivant  les  droites  correspondantes  à  X,  Y.  Dailleurs  X,Y 
concourant  en  un  point  A3  ,  les  droites  correspondantes  concourent 
en  B^,  La  droite  B^B,  engendre  donc  un  plan, 

III''  Théorème.  .4  une  sphère  correspond  une  sphère  a  un  cercle 
un  cercle. 
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Car  à  des  rayons  égaux  correspondent  des  rayons  égaux, 

I V " .  A  ttn  po lygon e  règtt  lier  correspond  un  po if^gon e  régttliet\]Jn 
polygone  régulier  est  une  ligure  ayant  tous  ses  côtés  égaux  et 
tous  ses  sommets  sur  un  même  eerele.  Ces  propriétés  subsistent 
évidemment  dans  la  Bgure  semblable. 

V".  ^4  rtn  angle  correspond  ttn  angle  égal. 

L*angle  au  centre  d'un  polygone  régulier  de  n  côtés  est  la  fï"* 

partie  de  quatre  angle  droits,  ou  -  ;  dans  la  ligure  correspondante, 
d'après  le  théorème  précéda  ni  il  lui  correspond  Tangle  au  centre 
du  polygone  régulier  correspondant,  c'est-a-dire  -  ,  Si  nous  pre- 
nons dans  la  1"  figure  k  fois  I  angle  au  centre  ou  -,  il  lui  corres- 
pondra dans  la  seconde  ligure  k  fois  l'angle  au  centre  ou  —  .  Le 

théorème  est  donc  démontré  dans  le  cas  ou  Tangle  est  commen- 
surable  avec  l'angle  droit.   Dans  le  cas  contraire  on  démontrera 

que  deux  angles  correspondants  ont  même  valeur  approchée  à  ~ 

prés,  (L'angle  droit  étant  runité). 

VI^,  La  somme  des  angles  d*nn  triangle  ne  peutsnrpagser  deux 
droits.  {Uénionslration  connue i. 

VU*.  Si  la  somme  des  angles  d'ttn  vvrlaîn  triangle  %*aar  deux 
droits,  il  en  esl  de  même  pour  tout  autre  triangle.  Démonstration 
connue), 

VIII'*.   La  somme  des  angles  d'an  triangle  esl  égale  à  deux  drtnts 

Deux  triangles  semblables  ont  les  mêmes  angles,  on  peut  donc 
les  placer  de  façon  qu'ils  aient  un  angle  commun.  Soient  ABC, 
AB'C  ces  deux  triangles.  Si  AB  <  AÔ'  on  aura  aussi  AC  <  AC, 
Joignons  B'C. 

La  somme  S  des  «ngles  du  triangle  ABC,  pUis  la  somme  ^des 
angles  du  triangle  BCB',  cela  fait  la  somnte  T  des  angles  du 
Iriaugle  ACB'  plus  la  somme  des  deux  angles  réunis  en  B  qui  vaut 
2  droits 


S  4^  ï  =  1^  +  2  . 
De  même  la  somme  T  des  angles   du    triangle  ACB\   plus   la 
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somme  U  des  angles  du  triangle  B'CC  vaut  deux  droits  plus  la 
somme  S  des  angles  du  triangle  AB'C 

T  +  U  =  S  +  2  . 

en  ajoutant  ces  deux  égalités  on  a 

X  4-  U  =  4. 

comme  ni  2  ni  U  ne  peuvent  surpasser  deux  droits  on  a  Jï  =  2  , 
U  ^  2  .  11  existe  donc  des  triangles  dont  la  somme  des  angles 
vaut  deux  droits  ce  qui  d'après  le  théorème  précédent  sufBt. 

On  pourrait  éviter  Tintervention  du  théorème  Vil,  en  montrant 
que  dans  la  figure  du  théorème  VIII,  on  peut  faire  le  triangle 
BCB'  égal  à  un  triangle  donné  quelconque. 

J.  Richard  (Dijon). 

A  propos  d'un  théorôme  relatif  au  triangle. 

Le  n"*  12  du  15  mars  1906  (p.  180)  du  Bull,  des  sciences  math,  et 
phys.  élémentaires  contient  une  note  sur  le  problème  relatif  à  la 
rènolution  d'un  triangle  dont  on  connaît  deux  côtés  et  F  angle  op- 
posé à  l'un  d'eujc, 

La  résolution  proposée  par  l'auteur  appelle  quelques  remarques. 
Klle  consiste  à  envisager  les  côtés  du  triangle  ABC  comme  cordes 
d'arcs  du  cercle  circonscrit  de  rayon  r  et  de  centre  O.  L'angle  B 
et  les  côtésBC  =  a,  CA  =  3  étant  supposés  connus,  elle  donne 
pour  les  éléments  inconnus  les  expressions  suivantes  : 


cos  2  A  = 


2r»  — û» 


^  y  2  (1  —  cos  AOC)  2  . 

C  =  180~(A  +  B)     <}AOB=::2C.     c  =  r  y  2  (1  -  cos  AOB> 

>1ais  ces  formules  contiennent  plusieurs  expressions  non  mo- 
ulâmes, aussi  n'ont-elles  aucune  portée  pratique. 

On  peut  les  mettre  sous  une  forme  plus  simple,  comme  nous 
Ta  t'ait  remarquer  M.  l'abbé  Gelin,  en  observant  que  l'on  a 


1  —  cos  2  B  =  2  sin«  B,   1  —  cos  2  C  =  2  sin'  C  . 
On  a  alors 

2r=:-r^.     sinA  =  s^.     C  =:  180  —  (A -f- B),     c=:2rsinC, 
sin  B  2  r 

formules  que  l'on  démontre  du  reste  directement  sur  la  figure  en 
partant  des  relations 

a  =:  2  r  sin  A,     6  =:  2  r  sio  B,     r=2  r  sin  C. 
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Enfin  si  Ton  remplace  2  r  par  sa  valeur,  on  a 

.      .        a  sin  B      ^        .__        /a    ■    r»x  6  sin  C 

sin  A  = -, ,     C  =  180  —  (A  -h  B),     c  =  — ; — -^  , 

qui  sont  les  expressions  fournies  par  la  solution  classique. 

L'emploi  de  l'auxiliaire  r  est  superflu  et  Ton  voit  aisément  qu'il 
n'évite  pas  le  cas  douteux^,  comme  l'auteur  semble  croire,  suivant 
une  remarque  de  M.  Barbette. 

R.  GuiMARABs  (Elvas,  Portugal). 


CHRONIQUE 


Académie  des  Sciences  de  Paris. 
Prix  obceiinés  : 

La  séance  publique  annuelle  consacrée  aux  prix  de  l'Académie 
des  Sciences  a  eu  lieu  le  2  décembre  sous  la  présidence  de 
M.  Chauveau.  m.  g.  Darboux,  secrétaire  perpétuel,  présente  les 
rapports  sur  les  prix  décernés  par  l'Académie  pour  l'année  1907*. 

GBOàMÉTRiE;  prix  Francœur,  —  Le  prix  est  décerné  à  M.  E.  Le- 
MOiNE  pour  l'ensemble  de  ses  travaux  mathématiques. 

Prix  Bordin,  —  Le  prix  est  attribué  au  mémoire  de  MM.  En- 
RiQUEs  et  Sevbri. 

Prix  Vaillant,  —  Le  prix  est  réparti,  en  parties  inégales,  entre 
MM.  Jacques  Hadamard,  G.  Lauricblla,  A.  Korn  et  T.  Boggio.  Le 
premier  des  mémoires  sera  publié  dans  le  Recueil  des  Sai>ants 
étrangers. 

Méganique;  prix  Montyon.  —  M.  Cuënot,  pour  ses  études  sur  les 
déformations  des  voies  de  chemin  do  fer.  Mention  très  honorable 
à  M.  Pbtot,  pour  sa  théorie  des  automobiles. 

Prix  Poncelet.  —  Le  prix  est  attribué  à  feu  M.  le  colonel  Renard, 
pour  ses  recherches  mathématiques  et  expérimentales  sur  la  mé- 
canique et  pour  la  part  qui  lui  revient  dans  Tétat  actuel  do  l'aéro- 
nautique. 


^  Le  C€u  douteux  qui  se  présente  dans  In  résolution  des  triangles  rectiligncs,  se  trouve 
très  bien  traité,  et  fort  simplement,  dins  la  Plant  and  spherical  Trigonometry  in  three 
partSy  par  M.  B.  Goodwîn,  7*  édit.,  Longmans,  Oreen  and  C*,  New- York  and  Bombay,  1903, 
154-155. 

>  La  liste  des  prix  proposés  pour   les  années  1907-1909  a  été  publiée  dans  L'Eus,  math,  du 
15  janvier  1907. 
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Astronomie  ;  prU  Lalande.  —  M.  Th.  Lewis  (de  l'Observatoire 
de  Greenwich). 

Prix  Valz.  —  M.  Giacobini  (de  l'Observatoire  de  Nice). 

Prix  G,  de  Pontéco niant,  —  M.  Gaillot  (de  l'Observatoire  de 
Paris). 

Histoire  des  Sciences  ;  prix  Binoux,  —  Un  prix  est  décerné  à 
M.  le  Prof.  G.  Loria  (Gènes)  pour  l'ensemble  de  ses  travaux  sur 
l'Histoire  des  Sciences. 

Prix  généraux; /?/•/>  Wilde.  —  M.  Ch.  Noromann,  pour  ses  re- 
cherches sur  la  photoniétrie  des  Astres. 

Prix  Saintour,  —  M.  Gonessiat,  pour  ses  travaux  d'Astronomie. 
—  M.  de  Séguier,  pour  son  ouvrage  sur  la  théorie  des  groupes. 

Prix  Petit  d'Ormoy  (sciences  mathématiques).  —  Le  prix  est 
décerné  à  M.  P.  Duhem,  pour  l'ensemble  de  ses  travaux  de  phy- 
sique mathématique. 

Prix  Laplace,  —  Œuvres  de  Laplace  remises  à  M.  L.  Daum, 
sorti  premier  de  l'Ecole  polytechnique  de  Paris  et  entré,  en  qua- 
lité d'élève  ingénieur,  à  l'Ecole  nationale  des  mines. 

Prix  Rés^ol.  —  Partagé  entre  MM.  Daum  et  Painvin  entrés  les 
deux  premiers  à  l'Ecole  des  mines,  et  MM.  Camrournag  et  Gala- 
toire  Malégaric,  entrés  les  deux  premiers  à  TEcole  des  ponts  et 
chaussées. 

Programme  des  prix  i>roposés, 
pour  les  années  1909,  1910,  1911,  1912  et  1913. 

Géométrie;  prix  Francœur  (1000  fr.).  —  Ge  prix  annuel  sera 
décerné  à  l'auteur  des  découvertes  ou  des  travaux  utiles  aux  pro- 
grès des  sciences  mathématiques  pures  et  appliquées. 

Prix  Bordin  (3,000  fr.).  —  L'Académie  met  au  concours,  pour 
1909,  la  question  suivante  : 

L'invariant  absolu  qui  représente  le  nombre  des  intégrales 
doubles  distinctes  de  seconde  espèce  d'une  surface  algébrique 
dépend  d'un  im^ariant  relatif  p,  qui  Joue  un  rôle  important  dans 
la  théorie  des  intégrales  de  différentielles  totales  de  troisième 
espèce  et  dans  celle  des  courbes  algébriques  tracées  sur  la  surface. 
On  propose  de  faire  une  étude  approfondie  de  cet  invariant,  et  de 
chercher  notamment  comment  on  pourrait  trouver  sa  valeur  exacte, 
au  moins  pour  des  catégories  étendues  de  surfaces. 

Grand  Prix  des  Sciences  mathématiques  (3,000  fr.).  —  L'Aca- 
démie met  au  concours,  pour  1910,  la  question  suivante  : 

On  sait  trouver  tous  les  systèmes  de  deux  fonctions  mènomorphes 
dans  le  plan  dune  variable  complexe  et  liées  par  une  relation 
algébrique.  Une  question  analogue  se  pose  pour  un  système  de 
trois  fonctions   uniformes    de   deux    variables    complexes,   ayant 
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partout  à  du  tance  fin  h  le  raraciere  d'une  fonction  rationnelle  et 
liées  pa  r  une  relu tion  u  tgèh t  iti  a <' . 

L Avadèmîe  demande,  à  défaut  d'une  solution  complète  du 
problème^  d'indiquer  des  e^remples  conduisant  à  des  classes  de 
ira  ns  cen  da  a  tes  no  u  ^e  lies. 

Mécanique; /ï/^;>  Fourneyron  1,000  fr.:.  —  r/At-iidï*mie  mtM  au 
cimcoiirs,  pour  1910,  la  question  suivante  :  Etude  théorique  et  e.r- 
pèrimentaie  des  effets  des  coups  de  bélier  dans  les  tuifaua'  élastiques. 

Prix  Poncelet  (2,0tK)  fr.i.  —  Dêeernè  alternalîvement  à  un  ou- 
vrage sur  li?s  mathématîqueB  piircB  ou  sur  les  mathematîqups 
appliquées. 

Le  prix  Poncelet  sera  décerne  en  1900  à  un  ouvrage  sur  les 
mathémathiques  appliquées  et  en  1910  a  un  ouvrage  sur  les  ma- 
thématiques appliquées, 

PrLi  Vaillunt  i/t,000  fi\,i,  —  i/Académî**  «  mis  au  concours^  pour 
rannée  1909.  la  question  suivante  : 

Perfectionner^  en  un  pain f  important^  rapplivation  des  principes 
de  la  di/n antique  des  /tu ides  à  lu  théorie  de  f  hélice. 

Prix  Hoilea u  [  1 , 300  f r .  ! .  —  O  prix  tri e n n a l  est  d est i n e  à  re- 
compenser  les  recherches  sur  les  mouvemenlî*  des  fluides,  jugrèes 
su  (lisantes  puur  contribuer  au  progrès  de  Thydraulique,  A  défaut, 
la  rente  triennale  érhue  sera  «hniuée,  à  litre  cIVucou rarement,  k 
un  savant  estimé  de  TAcadémie  et  choisi  parmi  ceux  qui  sont  no- 
toirement sans  fortune,  L'Académie  décernera  h*  prix  Boileau  dans 
sa  séance  au  nue)  le  de  1909. 

Astronomie;  prix  Pierre  Guzman  100,000  fr.;.  —  Décerné  a 
celui  qui  aura  trouvé  le  moyen  de  ctjm  mu  nique  r  avec  un  astre 
autre  que  Ea  planète  Mars.  Prévt>yant  que  le  prix  de  cent  mille 
franc*»  ne  serait  pas  décerné  tnut  de  suite,  la  fondatrice  a  voulu, 
jusqu'à  ce  que  ce  prix  0\t  gaj^né,  que  les  intérêts  ûw  capital,  cu- 
mulés pendant  cinq  années,  ftvr  masse  ni  un  prix,  toujours  sous  le 
nom  de  Pierre  Guzman,  qui  serait  décerné  à  un  savant  français, 
ou  étranger,  qui  aurait  fait  faire  un  pro^^rès  imporlaTït  a  TAslro- 
Homie.  Le  prix  ((uinquennaL  représenté  par  les  iiMèrcHs  du  ca- 
pital, sera  décerné,  s'il  y  a  lieu,  en  H»  10. 

Prix  La  lande  (540  fr.  %  —  (Le  prix  annuel  doit  être  attribué  à  la 
personne  qui,  en  France  ou  ailleurs,  aura  fait  Tobservation  la 
pins  intéressante,  le  mémoire  on  le  trnvaif  le  plus  utile  aux  prog^rès 
de  TAstronconie, 

Prix  Valz  (460  fr.i.  ^O  prix  annuel  est  décerné  â  Tïnileur  ffe 
Tobservation  astronQmic]ue  la  plus  intéressante  qui  aura  été  faite 
dans  le  courant  de  Farinée. 

Prix  Jaussen,  —  Ce  prix  biennal,  qui  consiste  en  une  médaille 
d'or  destinée  à  récompenser  la  dêcnu verte  ou  le  travail  faisant 
faire  uu  progrès  important  à  TAslronomte  physique,  sera  décerné 
en  1910. 
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Pfia^  G.  de  Pontècoulant  (700  fr.).  —  Ce  prix  biennal,  destiné  à 
enooma^'^er  les  recherches  de  mécanique  céleste,  sera  décerné  dans 
l;i  séîMut*  pabLîqur'  annuelle  de  1909. 

HtsuHiîE  DE.s  ScJFNCKs;  pn'x  Binoux  (2,000  fr.).  —  Ce  prix  alter- 
tiidifï^ora  décerntî,  en  1909,  à  Tauteur  de  travaux  sur  l'Histoire 
dt»ï4  StiiMico^i  t*t,  en  1910,  à  Fauteur  de  travaux  sur  la  géographie 
ou  la  navî^atinn. 

PrLv  Petit  d'Ormoy,  (Deux  prix  de  10,000  fr.)  —  L'Académie  a 
tïécidp  que,  sur  les  fonds  produits  par  le  legs  Petit  d'Ormoy,  elle 
dcu"ï*rnpra  Ums  Ips  deux  ans  un  prix  de  dix  raille  francs  pour  les 
Stienci's  mal [^^nia tiques  pures  on  appliquées,  et  un  prix  de  dix 
mille  frunes  pour  les  Sciences  naturelles.  Elle  décernera  les  prix 
Petit  d*()rmoy,  s'il  y  a  lieu,  dans  sa  séance  publique  de  1909. 

PrLv  Piersnn-Perrin  (5.000  fr.).  —  Ce  nouveau  prix  biennal, 
destiné  à  rrcomjK'iiser  le  Français  qui  aura  fait  la  plus  belle  dé- 
couvert** f>hysiipie,  telle  que  la  direction  des  ballons,  sera  décerné, 
puiirla  jirrniiere  fois,  à  la  séance  publique  de  1909. 

PrLi  Lvronte  (5<K000  fr.).  —  Ce  prix  doit  être  donné,  en  un  seul 
prix,  tous  les  ti^iis  ans,  sans  préférence  de  nationalité  : 

l"  Aux  fi u leurs  de  découvertes  nouvelles  et  capitales  en  ma- 
Uiémîitiijues,  physique,  chimie,  histoire  naturelle,  sciences  mé- 
dira le^  ; 

2*"  Aux  auteurs  d  applications  nouvelles  de  ces  sciences,  appli- 
catuHis  qui  deviont  donner  des  résultats  de  beaucoup  supérieurs 
à  ceux  obtenus  jusque-là.  —  l/Académie décernera  le  prix  Leconte, 
ïi'il  y  a  H^u,  en   lirlO. 

Congrès  des  mathématiciens  allemands. 
Dresde,  septembre  1907. 

Les  ni;ithi-iria1u  iens  allemands  se  sont  réunis  à  Dresde^  du  15 
au  IH  septeuihji'  J1Ï07,  à  Toccasion  du  Congrès  des  naturalistes  et 
niedreiiisuUeniîiiMls.  Ils  étaientprésidéspar  MiM.  v.  Brill,  président 
de  rAss<»cjttli<ni  ^dlemande  des  mathématiciens  et  Krause,  délé- 
^riiê  du  iion^'res  des  naturalistes. 

DîMis  une  preruirre  séance  générale  MM.  Klein  etGuTZMER  ont 
reruïu  uomple  du  travail  de  la  Commission  d'enseignement  et  pré- 
sentent le  rapport  sur  la  préparation  scientifique  des  candidats  à 
l*ef\în'i^nemvnt  Hetondaire  supérieur  élaboré  par  la  dite  commission. 
N<^s  Iceti'urs  trouveront  en  tète  de  ce  numéro  une  traduction  de  ce 
rrniinifUîiMn  tiîisuilqui  mérite  d'être  examiné  et  discuté  dans  les 
divers  tfriïuju^riiciits  de  professeurs  de  renseignement  secondaire 
et  uriiversi taire. 

KtiConiniissîOTi  rlenseignement  a  été  complétée  et  comprendra  un 
i%\\  deux  d*'tèiJ[irs  clés  grandes  sociétés  et  associations  qui  ont  in- 
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térêt  à  suivre  Torganisation  de  renseignement  scientifique.  L'As- 
sociation allemande  des  mathématiciens  nomme  comme  délégués 
MM.  Klein  et  Stackel. 

//*  Centenaire  d'Euler.  L'Association  a  rendu  hommage  à  la  mé- 
moire d'Euler  en  organisant  une  série  de  conférences  à  l'occasion 
du  2^  centenaire  de  sa  naissance  : 

1.  A.  V.  Brill  (Tubingue)  :  Introduction  à  la  célébration  du 
2*  centenaire  d'Euler. 

2.  ScHLB&iNGER  (Klauscnberg)  :  Sur  un  problème  de  l'analyse 
indéterminée  chez  Fermât,  Kuler,  Jacobi  et  Poincaré. 

3.  A.  Pringsmbim  (Munich):  Sur  la  transformation  des  séries  d'après 
Euler. 

4.  S.  Brauer  (Karlsruhe)  :  La  théorie  des  turbines  d'après  Euler; 

5.  P.  GANs(Tubingue)  :    Euler  comme  physicien. 

6.  E.  Timerding  (Strasbourg)  :  Sur  les  travaux  d'Euler  dans  le 
domaine  de  la  mécanique  nautique. 

7.  W.  HoRT  (Gr.-Lichterfelde)  :  L'importance  d'Euler  dans  la 
technique  scientifique. 

8.  HoppE  (Hambourg)  :  Les  mérites  d'Euler  en  optique. 

9.  Archenhold  (Treptow)  :  La  correspondance  d'Euler. 

La  publication  des  oeuvres  complètes  d'Euler  devait  nécessai- 
rement être  soulevée  à  cette  occasion,  de  même  qu'elle  a  été  dis- 
cutée au  printemps,  à  la  séance  organisée  par  la  Société  de  ma- 
thématiques de  Berlin*.  M.  Ruoio  (Zurich)  a  informé  l'assemblée 
que  la  Société  helvétique  des  sciences  naturelles  a  chargé  une 
commission  de  7  membres  d'étudier  la  question  de  la  publication 
des  œuvres  d'Euler;  il  a  exprimé  le  vœu  que  l'Association  nomme 
de  son  côté  une  commission.  Sur  la  proposition  du  comité,  l'assem- 
blée nomme  une  commission  de  trois  membres  composée  de  MM. 
Pringsheim,  Stfickel  et  Krazer;  elle  se  mettra  en  rapport  avec  M. 
Rudio.  11  est  désirable  que  la  question  puisse  être  examinée  et  ré- 
solue au  Congrès  international  qui  se  tiendra  à  Rome  en  avril  1908. 

CommnniccUions  scientifiques.  —  Voici  la  liste  des  travaux  qui 
ont  été  présentés  dans  les  séances  de  la  section  de  mathématiques. 

1.  K.  RoHN  (Leipzig)  :  Ueber  algebraische  Raumkurven  (Référât). 

2.  L.  ScHLEsiNCER  (Klauscuburg)  ;  Ueber  die  Entwicklung  der 
analytischen  Théorie  der  linearen  Difîerentialgleichungen  seit 
1865  (Référât). 

3.  F.  Klein  (Gottingen)  :  Ueber  den  Zusammenhang  zwischen 
dem  sogenannten  Oszillationstheorem  der  linearen  DifTerential- 
gleichungen  und  dem  Fundamentaltheorem  der  automofphen 
Funktionen. 

4.  G.  Lanosberg  (Kiel)  :  Krûmmungstheorie  und  Variationsrech- 
nung. 


1  V.  L'Bns.  math.,  ••  ann^e  p.  332,'.489,  1907. 
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5  ScHONFLifis  (Konîgsbergj  :  Ueber  das  sogenannte  Richardsche 
Paradoxon  der  Mengenlehre. 

6.  F.  Hausoorff  (Leipzig)  :  Ueber  dichte  Ordnungstypen. 

7.  H.'  WiENBR  (Darmstadt)  :  G'eometrische  Invariantentheorie 
der  binâren  Formen. 

8.  V.  Varicak  (Agram)  :    Zur  nichteuklidischen  Géométrie. 

Séance  administratwe.  —  L'Association  allemande  des  mathéma- 
ticiens compte  aujourd'hui  703  membres  ;  elle  a  publié  un  annuaire 
détaillé  contenant  quelques  indications  biographiques  sur  chacun 
de  ses  membres. 

M.  le  Prof.  F.  Klein  (Gœttingue)  est  nommé  président  pour  la 
période  du  l®*"  octobre  1907  au  30  septembre  1908. 
La  prochaine  réunion  aura  lieu  à  Cologne. 


IV*  Congrès  international  des  mathématiciens. 
Rome,  6-11  avril  1908. 

Le  IV*  Congrès  international  des  mathématiciens,  auquel  S.  M. 
le  Roi  d'Italie  a  bien  voulu  accorder  son  haut  patronage,  sera  inau- 
guré à  Rome  le  6  avril  1908  à  10  h.  du  matin,  dans  la  Salle  des 
Horaces  et  des  Curiaces  au  Capitole.  L'ordre  du  jour  de  la  séance 
d'ouverture  comprend  entre  autres,  un  discours  de  M.  Volterrà  sur 
les  mathématiques  en  Italie  dans  la  seconde  moitié  du  XIX**  siècle. 
Le  soir  avant,  à  9  h.  30,  il  yaura  une  réunion  préliminaire  dans 
VAula  Magna  de  l'Université. 

Les  séances  successives  seront  tenues  dans  les  salles  de  l'Aca- 
démie des  Lincei  (Palais  Cortini,  Via  délia  Lungora,)  et  seront 
consacrées,  le  matin  aux  travaux  des  sections,  l'après-midi  aux 
conférences  générales.  La  séance  de  clôture  aura  lieu  le  samedi 
11  avril  à  3  h.  Le  lendemain  les  Congressistes  sont  invités,  par  le 
Comité  d'organisation,  à  une  excursion  à  la  villa  d'Hadrien,  avec 
déjeûner  à  Tivoli. 

Les  conférences  générales  annoncées  sont  les  suivantes  : 

MM.  Forsyth  :  On  the  présent  condition  of  partial  differential 
équations  of  the  second  order,  at  regards  formai  intégration. 

HiLBERT  :  Die  Méthode  der  unendlich  vielen  unabhângigen  Va- 
riabeln. 

Klein  :  Ueber  die  mathematische  Encyclopâdie. 

Lor'entz  :  Le  partage  de  l'énergie  entre  la  matière  pondérable 
et  l'éther. 

MiTTAG-J^EFFLER  :  Sur  la  représentation  arithmétique  des  fonc- 
tions analytiques  générales  d'une  variable  complexe. 

Newcomb  :  La  théorie  du  mouvement  de  la  lune  ;  ses  progrès  et 
son  état  actuel. 
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Picard  :  L'analyse  dans  ses  rapports  avec  la  Physique  mathé- 
matique. 

Vbronbsb  :  SuUa  Geometria  non  Archimedea. 

MM.  Darboux  et  Poincarb  se  sont  réservés  de  faire  connaître 
ultérieurement  les  sujets  de  leurs  conférences. 

Ainsi  que  nous  l'avons  annoncé,  en  mars  1907,  le  Congrès  com- 
prendra quatre  sections. 

Les  communications  promises  pour  les  sections  sont  très  nom- 
breuses. Signalons,  parmi  celles-ci,  les  rapports  sur  renseigne^ 
ment  des  mathématiques  élémentaires  dans  les  différentes  nations, 
qui  seront  présentés  par  MM.  Borel  (France,)  Gutzmbr  (Allema- 
gne,) SuppAUTscHjTscH  (Autrichc,)  GoDFREY  (Angleterre,)  Smith 
.  (Etats-Unis  d'Amérique,)  Fehr  (Suisse). 

Renseignements  divers,  —  Les  Congressistes  jouiront  d'une  ré- 
duction de  40-60  ^/ç  (suivant  le.  parcours)  sur  les  tarifs  ordinai- 
res de  Chemins  de  fer  italiens.  Cette  réduction  s'appliquera  au 
voyage  de  la  frontière  à  Rome,  depuis  le  25  mars,  ainsi  qu'à  dix 
autres  voyages  que  le  Congressiste,  après  avoir  pris  part  au  Con- 
grès, pourra  effectuer  en  Italie,  jusqu'au  5  mai  1908. 

L'Association  Nationale  pour  le  mouvement  des  Etrangers  (Asso- 
ciazione  Nazionale  per  il  movimento  dei  Forestieri  ;  Sede  di  Roma, 
Via  délia  Colon na,  52)  se  charge  gratuitement  de  procurer  aux 
Congressistes  un  logement,  dans  des  hôtels,  des  pensions  ou  des 
chambres  meublées,  pour  un  prix  variant  entre  4  et  12  fr.  par  jour. 
L'Association  établira  en  outre  un  bureau  de  renseignements  à  la 
gare  de  Roma-Termini,  pendant  les  journées  du  4,  5  et  6  avril, 

La  taxe  d'inscription  au  Congrès  est  de  25  francs.  Cette  somme 
doit  être  adressée  à  «  M.  Vincenzo  Reina,  trésorier  du  IV®  Congrès 
international  des  mathématiciens,  Piazza  S.  Pietro  in  Vincoli,  5, 
Rome.  »  Les  membres  qui  voudront  jouir  des  réductions  sur  les 
prix  des  chemins  de  fer  devront  verser  leur  cotisation  avant  le 
25  mars  1908. 

Les  personnes  appartenant  aux  familles  des  Congressistes  pour- 
ront, en  versant  15  francs,  jouir  des  mêmes  avantages,  réductions, 
etc.,  exception  faite  pour  le  volume  des  Actes. 

Pour  tous  les  renseignements  se  rapportant  au  Congrès,  s'adres- 
ser au  Secrétaire  général^  M.  le  Prof.  G.  Castblnuovo,  Piazza  S. 
Pietro  in  Vincoli,  5,  Rome. 


Faculté  des  sciences  de  taris;  thèses  de  doctorat. 

Thèses  de  doctorat  des  sciences  mathématiques  soutenues  en 
1901:  —  Fatou  (Pierre):  Séries  trigonométriques  et  série  de  Taylor 
(14  février  1907). 
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Traynard  (E.)  :  Sur  les  fonctions  thêta  de  deux  variables  et  les 
surfaces  hyperelliptiques  (9  avril  1907). 

MoNTEL  (P.)  :  Sur  les  suites  infinies  de  fonctions  (25  mai  1907). 

Lambbrt  (Armand)  ;  Sur  les  coefïicients  du  développement  de  la 
fonction  pertubatrice  (5  novembre  1907). 

Etats-Unis  :  thèses  de  doctorat. 

Thèses  présentées  aux  principales  iinis^ersités  américaines  pendant 

tannée  unis^ersitaire  1906-1901  : 

Unii^ersité  de  Chicago  :  G.  D.  Birkhoff,  Asymptotic  properties 
of  certain  differential  équations  with  applications  to  boundary 
value  and  expansion  problems.  —  A.  Ranum,  On  a  new  kind  of 
congruence  groups.  —  A.  L.  Undbrhill,  Invariants  under  point 
transformations  in  the  calculus  of  variations.  —  B.  M.  Walker, 
On  the  resolution  of  higher  singularities  of  algebraic  curves  into 
ordinary,  double  points. 

Unisfersité  Johns  Hopkins  :  C.  S.  Atchison,  Curves  with  a  direc- 
trix.  —  A.  E.  Landry,  A  geometrical  interprétation  of  binary 
syzygies. 

Université  Harvard  :  W.  Ch.  Brenke^  A  contribution  to  the 
theory  of  trigonométrie  and  zonal  harmonie  séries. 

Université  Cornell  :  R.  Morris,  On  the  automorphic  functions 
ofthegroup  (0,3;  1,,  Ij,  I3). 

Université  de  Visconsin  ;  F.  E.  Allen,  On  the  détermination  of 
cyclic  involutions  of  order  three. 

Université  Yale  :  H.  H.  Conover,  On  certain  problems  in  the 
calculus  of  variations. 

Université  de  Virginia  :  F.  W.  Reed,  Singular  points  in  the  ap- 
proximate  development  of  the  pertubative  function.  —  W.  B. 
Stone,  The  groups  oftwo,  three  and  fourparameters  ot  space  and 
their  differential  invariants. 

Nominations  et  distinctions. 

M.  E.  Almansi,  professeur  extraordinaire  de  physique  mathé- 
matique à  rUniversité  de  Pavie,  est  nommé  professeur  ordinaire. 

M.  Baillaud,  directeur  de  l'Observatoire  de  Toulouse,  est  nommé 
directeur  de  l'Observatoire  de  Paris. 

M.  F.  Bernstein,  privat-docent  à  l'Université  de  Halle,  est 
nommé  professeur  chargé  des  mathématiques  des  assurances  à 
rUniversité  de  Gœttingue. 

M.  BucHERER,  privat-docent,  est  nommé  professeur  à  l'Université 
de  Bonn. 

M.  St.  JoLLEs,  professeur  extraordinaire,  est  nommé  professeur 
ordinaire  à  l'Ecole  technique  supérieure  de  Charlottenbourg. 
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M.  Lebbsgue  charge  de  cours,  est  nommé  professeur  de  méca- 
nique rationnelle  et  appliquée  à  la  Faculté  des  Sciences  de  Poitiers. 

M.  J.  LoscUiNER  est  nommé  professeur  de  géodosie  à  TEcole 
technique  supérieure  allemande  de  Brûnn. 

M.  R.  Marcolongo,  professeur  de  mécanique  rationnelle  à  TUni- 
versité  de  Messine,  est  transféré  à  la  même  chaire  dans  l'Université 
de  Naples  (comme  successeur  de  M.  Siacci,  décédé). 

M.  G.  A.  Miller,  professeur  extraordinaire,  est  nommé  profes- 
seur ordinaire  à  l'Université  de  Tlllinois  (Etats-Unis). 

M.  Oertel,  de  l'Observatoire  de  Munich,  est  nommé  professeur 
de  géodosie  à  TEcole  technique  supérieure  de  Hanovre. 

M.  G.  PicciATi,  privat-docent  à  l'Université  de  Padoue,  est 
nommé  professeur  extraordinaire  de  mécanique  rationnelle  à 
l'Université  de  Bologne. 

M.  O.  Feoone,  professeur  extraordinaire  de  mécanique  ration- 
nelle à  l'Université  de  Gênes,  est  nommé  professeur  ordinaire. 

M.  E.  VivANTi,  professeur  de  calcul  infînitésimal  à  l'Université 
de  Messine,  est  transféré  à  la  même  chaire  à  TUniversîté  de  Pavie. 

Prwat-docents,  —  Sont  admis  en  qualité  de  privat-docents  : 

M.  E.  BiANCHi,  pour  l'astronomie,  à  l'Université  de  Rome. 

M.  L.  SiNiGALLiA,  pour  le  calcul  infinitésimal  à  l'Université  de 
Pavie. 

M.  M.  WiNKELMANN,  pour  Ics  mathématiques  et  la  mécanique  à 
l'Ecole  technique  supérieure  de  Karlsruhe. 

Nécrologie. 

Lord  Kelvin.  —  L'Angleterre  vient  de  perdre  Tun  de  ses  plus 
grands  savants,  sir  William  Thomson  (Lord  Kelvin  depuis  1892), 
décédé  le  17  décembre  1907  à  Londres.  Né  à  Belfast  le  26  juin 
1824,  il  débuta  déjà  en  1^46  dans  l'enseignement  universitaire,  à 
Glascow,  et  ne  tarda  pas  à  prendre  place  au  premier  rang  des 
physiciens  modernes.  Ses  principaux  travaux  ont  été  réunis  dans 
un  ouvrage  comprenant  trois  volumes  et  intitulé  i}/a^A^/7za^/ca/  and 
physical  Papers  (1882-1892). 

J.  Janssen.  —  M.  Janssen,  le  savant  directeur  de  l'Observatoire 
de  Meudou,  est  mort  le  23  décembre  1907,  à  Tâge  de  84  ans. 

Cours  uniyerititaires. 

Paris;  Collège  de  France.  (1®"*  semestre,  à  partir  du  2  décembre  1907). 
Mécanique  analytique  et  mécanique  céleste  :  M.  Hadamard,  suppléant,  trai- 
tera des  trajectoires  réelles  de  la  Dynamique  {2  leçons  par  semaine).  — 
Mathématiques  :  M.  Humbert,  suppléant,  étudiera  quelques  questions 
d'analyse  et  d'arithmétique  (2  U^çons  par  semaine).  —  Mathématiques. 
Fondation  Claude-Antoine  Peccot)  :  M.  Pierre  Boutroux,  chargé  du  cours, 
traiter»  de  l'inversion  des  fonctions  uniformes. 
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Annoaire  4ii  Bureau  des  Longitudes  pour  100$.  —  i  vol.  io-16,  de  plus 
de  950  p.  avec  figures  et  planches  ;  1  Fr.  50  ;  Gauthier- Villars,  Paris, 

La  librairie  Gautbier-VilJars  vient  de  publier,  comme  chaque  année, 
V Annuaire  du  Bureau  des  Longitudes  pour  1908.  —  Suivant  l'alternance 
adpotée,  ce  Volume,  de  millésime  pair,  contient,  outre  les  données  astrono- 
miques, des  Tableaux  relatifs  à  la  Physique,  à  la  Chimie,  à  l'Art  de  l'Ingé- 
nieur. Cette  année,  nous  signalons  tout  spécialement  les  Notices  de  M.  6. 
BiGOURDAN  :  La  distance  des  astres  et  en  particulier  des  étoiles  fixes,  et 
celle  de  M.  F.  Gurou  :  L'Ecole  d'astronomie  pratique  de  l'Observatoire  de 
Montsouris. 

Carlo  BouRLET.  —  Gours  abrégé  de  Géométrie  ;  II.  Géométrie  dans  l'espace. 
-^  t  vol.  cart.  235  p.  ;  fr.  1.80;  Hachette  et  C'«,  Paris. 

Nous  avons  déjà  annoncé  la  première  partie  de  cet  ouvrage  (Géométrie 
plane)  dans  le  tome  précédent  (1907,  p.  73).  La  deuxième  partie,  qui  vient 
de  paraître,  en  est  la  suite  naturelle  et  attendue  ;  elle  continue  l'œuvre  de 
simplification  de  renseignement  géométrique,  en  restant  conforme  à  la  lettre 
et  à  l'esprit  des  nouveaux  programmes  français. 

Le  cinquième  Livre  de  Legendre  et  de  Roiiché  a  souvent  fait  le  déses- 
poir des  candidats  ;  il  est  remplacé  avantageusement  par  un  chapitre  inti- 
tulé :  «  Les  déplacements  élémentaires  »  .où  les  théorèmes  relatifs  aux  droi- 
tes et  plans  parallèles  se  déduisent  très  simplement  de  la  définition  du 
mouvement  de  translation  rectiligne  ;  notons  en  particulier  le  théorème  des 
angles  dont  les  côtés  sont  parallèles,  qui  se  démontre  habituellement  d'une 
façon  si  peu  naturelle.  L'étude  des  droites  et  plans  perpendiculaires  ré- 
sulte de  la  rotation  ;  les  démonstrations  deviennent  si  simples  que  les  élèves 
peuvent  facilement  les  découvrir  eux-mêmes. 

Les  trois  derniers  chapitres  renferment  les  expressions  des  aires  et  vo- 
lumes des  corps  usuels,  des  notions  de  géométrie  cotée,  avec  études  d'om- 
bres propres  et  portées  sur  un  plan,  des  indications  pour  le  lavis  et  enfin 
des  éléments  d'arpentage  et  de  nivellement. 

De  nombreux  exercices  ont  été  placés  à  la  fin  de  chaque  chapitre  :  les  uns 
numériques  ou  graphiques,  d'autres  théoriques,  qui  éveilleront  l'esprit  de 
recherche  de  l'élève. 

La  pierre  angulaire  du  nouvel  édifice  géométrique  est  cet  appel  constant 
à  la  notion  du  mouvement,  qui  facilitera  certainement  l'enseignement  élé- 
mentaire ;  l'union  plus  étroite  du  dessin  et  de  la  géométrie  théorique  est 
aussi  une  réforme  excellente,  pourvu  qu'elle  n'empêche  pas  l'élève  de  suivre 
l'enchaînement  des  idées.  La  méthode  nouvelle  ne  deviendra  définitive 
qu'au  moment  où  elle  atteindra  le  degré  de  perfection  logique  des  cléments 
d'Ëuclide.  Le  «  Cours  complet  »  que  M.  Bourlet  fera  paraître  sous  peu, 
présentera  un  exposé  de  la  nouvelle  manière,  avec  toute  la  rigueur  désirable. 

L.  KoLLROs  (Chaux-de-Fonds). 
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L\  BKc>GGf.  —  Traité  den  ÂuaraBCfli  sur  la  r\%  avec  déTeloppement  «or 

1«   calCQÏ  des  proballilitèt.  Tmduit  de  J'italieQ  par  s.   LA-rritsi.  —  1  vol, 

carL,  306  p.  ;  7  fi\  50;  Librairie  Bermaua,  Parts. 

C*l  ouvr;ige  esl  la  tradin-tiou  du  manuel  iUïîeii  de  la  colkctioa  Hoepli 
que  nous  av^onsi  eu  roceaâion  de  ^îgualer  a  nos  lecleurs.  Son  prtncipnl  objet 
pst  la  théorie  de»  assurance»  sur  la  vie  avec  des  développementH  Irùs  éteu- 
dus  sur  le  Calcul  des  probabilités.  On  y  trouvera  uotatnmenl  dps  notions 
sur  la  slatîsUque  el  réiabltssenient  deâ  labtes  de  mortalité,  le  ealeul  dei; 
primes  d'assurance  ei  des  réfterveB,  les  Hystèmes  de  participation  des  assu- 
rés datas  les  bèoéBces,  ïa  théorie  du  risque. 

Ces  divers  sujets  âonl  traités  avec  beaucoup  de  clarté  t»ou^  une  forme  trèi 
condensée.  L'ouTragc  de  M.  Bi^ogjçi  fournit  donc  une  exccMenle  introdurtion 
à  l'étude  de  la  théorie  des  as^uraacet»^  Plusieurs  questions  sont  traitées 
d'une  manière  plus  syftlêmaticjue  que  dnn?*  les  ouvrages  frauçais,  aussi 
<rroyons-nous.  qu'au  point  de  vue  théorique*  cet  ouvrage  sera  Ui  avec  inlcrét 
par  le»  actuaires  de  langue  rrancaise. 

M.  Chassac:tt.  —  Cours  élémentain  de  Pliyiiqiie,  coufunuf*  ans  programmés 

du  31  mai  19Û2,  avec  uue  préface  de  M.  P.  Ai*i>i-ilj..  Cinquièm*-  édition*  — 
I  vol.  in- 16  de  ll'*V  p^ig^^^  eonlenanl  808  figures  :  8  fr.  :  Hachette  &  C'*, 
Paris. 

Ce  cours  de  Physique,  qui  est  déjà  à  sa  cinquième  édition,  est  un  de  ceux 
qui  servent  en  France  dans  les  parties  les  plus  élevées  de  renseignement 
secondaire,  Il  ne  nous  appartient  pas  de  îe  juger  ici  au  point  de  vue  de  In 
Physique  expérimenta  le  ;  étant  donné  son  caractère  élémentaire  il  doit  dé- 
crire des  expériences  cl  présenter  des  faits  et  non  pas  en  donner  de  hautes 
théories  mathématiques  résiervéo*  a  t  enaergnement  supérieur,  telles  qne 
celles  du  cours  de  M.  Uouasse  récemment  examiné  ici  (Enseignement  mathé- 
mffiiffue,  1&07»  p.  ^29 i.  Mais  si  le  présent  cours*  np  fait  usage  que  des  ma- 
ihématiqucs  peu  élevées  —  et  nous  entendoniî  par  là  tout  aussi  bien  les  pre- 
miers principes  du  calcul  des  dérivées  —  il  s  en  sert  largement,  san»  détours 
destinés  â  masquer  les  dérivations  ou  des  opérations  liimpïes  que  l'on  com- 
pliquait autrefois  houï*  le  fallacîeuK  prêt  en  le  de  ne  pas  sortir  d'un  domaine 
déclaré  élémentaire  mais  auquel  on  faisiait  cependant  perdre  le  caractère 
en  question.  Depuis  longtemps  déjà,  oit  n  hèi^ite  plu**  n  commencer  l'étude 
de  la  Physique  par  les  notions  mécaniques  telles  que  celle  delà  vitesse  con- 
sidérée comme  la  dérivée  de  l'espace   parcouru. 

La  préface  de  M.  Appell  venant  d'un  profi-ssenr  de  mécanique  ne  pouvait 
manquer  de  faire  rtïssorlir  tout  l'avantage  de  telles  méthodes.  Les  Iransfor- 
malions  physiques  des  corps  sont  aujourd'hui  entièrement  dominées  par  un 
principe  unique^  le  principe  de  tn  conservation  de  1  énerpçie.  Dès  le  débul 
du  cours  de  M.  Chassa j^-ny h  immédiatement  après  les  préliminaires  mécani- 
ques, nous  trouvons  un  chu  pitre  sur  ï' énergie  et  seii  transformations.  La 
force  elle*niéraK*  est  considérée  comme  la  dérivée  (changée  de  signe)  de 
l'énergie  par  rapport   au  déplacement. 

Faire  une  analyse  détaïllée  do  tout  ce  qui  suit  est  complètement  impos- 
sible. Conteutons-ntpus  de  jeter  un  coup  d'œïl  sur  les  points  dont  les  an- 
ciens cours  pariaient  à  peine.  Dans  le  livre  deuxième  intitulé  Hydrostatique 
cf  statique  des  gaz  nous  trouvons  une  étude  de  la  capillarité  où  il  est  parle 
notamment  de  la  tension  superficielle  des  liquides.  Dana  le  livre  Iroisième 
(chaleur)  tout  est  actuellement  dominé  par  la  notion  d'énergie  calorifique; 
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la  chaleur  est  considérée  comme  un  mode  de  mouvement.  Puis  vient  Fétude 
des  équilibres  sous  les  différentes  phases  que  peuvent  présenter  les  corps  ; 
on  peut  dire  sans  exagération  que  c'est  là  une  Introduction,  très  brève  à 
coup  sûr  mais  excellente,  à  l'une  des  parties  les  plus  importantes  de  la  chimie 
physique. 

Le  livre  quatrième  (acoustique)  est  précédé  d'une  étude  générale  du  mou- 
vement vibratoire  et  notamment  d'une  déGnition  de  l'onde.  Un  parallèle  in- 
téressant y  est  fait  entre  les  vibrations  sonores  et  les  vibrations  lumineuses. 
Dans  le  livre  cinquième  (optique)  il  faut  signaler  une  belle  étude  de  la  dis- 
persion illustrée  d'une  magnifique  planche  en  couleurs  représentant  différents 
spectres  et  des  paragraphes  très  importants  sur  la  diffraction,  la  pola- 
risation et  la  double  réfraction.  Ce  livre  se  termine  par  l'étude  du  rayon- 
nement de  la  chaleur. 

Arrivons  au  livre  sixième  et  dernier  consacré  à  l'électricité.  Il  débute  par 
une  théorie  générale  du  potentiel  où  les  points  de  vue  sont  les  mêmes  que 
dans  les  préliminaires  mécaniques  du  début  de  l'ouvrage.  Ainsi  l'intensité 
en  un  point  d'un  champ  électrique  est  égale  à  la  dérivée  (changée  de  signe) 
du  potentiel  par  rapport  au  déplacement  sur  la  ligne  de  force  passant  par 
le  point  considéré.  Nous  trouvons  même  le  théorème  de  Gauss  sur  le  flux 
de  force  à  travers  une  surface.  Et  le  même  chapitre  nous  mène  jusqu'aux 
découvertes  les  plus  récentes  faites  dans  le  domaine  de  l'électricité  statique  : 
décharges  dans  les  gaz,  tubes  de  Geissler  et  de  Crookes,  rayons  X,  rayons 
de  Becquerel,  propriétés  des  substances  radio-actives. 

Après  les  propriétés  du  courant  (lois  de  Ohm,  Joule,  Faraday),  nous  étu- 
dions les  sources  chimiques  d'électricité,  c'est-à-dire  les  piles,  puis  le 
magnétisme,  puis  les  actions  électro-magnétiques. 

De  même  qu'à  propos  de  l'énergie  thermique,  M.  Chassag^y  nous  donne 
des  détails  sur  les  machines  à  vapeur,  il  parle  maintenant  longuement  des 
machines  industrielles  fondées  sur  l'induction.  Il  termine  par  les  oscillations 
électriques,  un  coup  d'œil  rapide  sur  la  théorie  électro-magnétique  de  la 
lumière  et  ses  applications  les  plus  merveilleuses  telles  que  la  télégraphie 
sans  fil. 

Pas  de  descriptions  d'expériences  inutiles,  mais  beaucoup  de  détails  sur 
toutes  celles  pouvant  conduire  à  des  applications.  Cette  phrase  n'est-elle  pas 
le  meilleur  éloge  que  Ton  puisse  faire  d'un  livre  qui  se  termine  d'ailleurs 
par  147  énoncés  de  problèmes  empruntés  aux  compositions  proposées  dans 
les  récents  examens  et  concours. 

A.  BuHL  (Montpellier). 

Gaetano  Fazzari.  —  BraTe  Storia  délia  matamatica.  —  1  vol.  in-i6,  268  p.; 
4  L.;  R.  Sandron,  Milano,  Palermo,  Napoli. 

Le  joli  volume  que  M.  Fazzari  vient  de  publier  dans  la  <(  collection  San- 
dron » ,  tout  est  surtout  destiné  aux  élèves  des  écoles  secondaires.  11  développera 
chez  eux  le  goût  pour  l'histoire  des  branches  mathématiques  qui  forment 
le  sujet  de  leurs  études,  mais  il  sera  également  lu  avec  intérêt  et  profit  par 
tous  ceux  qui  aspirent  à  compléter,  par  ce  côté,  leurs  connaissances  de  l'his- 
toire de  la  civilisation.  Ils  y  trouveront,  en  raccourci,  et  débarrassé  de  tout 
apparat  inutile  d'érudition,  un  aperçu  très  bien  coordonné  du  développe- 
ment de  l'arithmétique  et  de  la  géométrie  élémentaire,  depuis  les  Egyptiens 
et  les  Babyloniens  jusqu'à  la  fin  du  Moyen- Age.  Les  exigences  de  la  conci- 
sion, imposée  par  la  nature  et  le  but  même  de  l'ouvrage,  n'ont  pas  empêché 
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M.  Fazzari  de  donner  du  relief  aux  détails  les  plus  caractéristiques  et  tes 
plus  înportants  dans  tous  les  cas  où  cela  pouvait  contribuer  à  attirer  l'at- 
tention des  lecteurs  et  à  provoquer  leurs  réflexions  sur  les  parties  essen- 
tielles du  sujet. 

Il  est  bien  à  sonkaiter  que  cette  publication  du  professeur  Fazzari  —  dont 
le  nom  est  connu  depuis  longtemps  de  tous  ceux  qui  s'intéressent  en  Italie 
aux  questions  d'enseignement  mathématique  —  trouve  bon  accueil  dans  le 
public  auquel  elle  s'adresse.  Ce  sera  le  meilleur  moyen  d'encourager  son 
auteur  à  poursuivre  dans  un  deuxième  volume  son  exposé  du  développement 
de  Talgèbre  et  de  la  géométrie  élémentaire  depuis  Luca  Pariolo  jusqu'à  nos 
jours.  E.  Vailati  (Rome). 

C.  Hawkiks.  —  Elementary  Trigonometry.  (Dent's  séries   of  mathematical 

Text  Book).  —  1  vol.  in-16,  310  p.  ;  4/6  ;  Dent  &  €<>,  Londres. 

L'auteur  du  présent  ouvrage  a  cherché  avant  tout  à  développer  le  côté 
pratique  et  utilitaire  de  la  trigonométrie.  Il  s'est  efforcé  d'intéresser  l'élève 
par  des  applications  nombreuses  et  variées  accompagnant  la  théorie.  Il  lui 
indique  même  le  moyen  de  construire  des  appareils  simples  à  l'aide  défi-* 
quels  il  pourra  mesurer  des  hauteurs,  des  angles,  etc.  Il  recommande  à 
l'élève  d'aller  si  possible  lui-même  sur  le  terrain  et  d'y  opérer  des  triangu- 
lations  au  moyen  de  ces  instruments.  En  un  mot,  il  développe  par  tous  les 
moyens  possibles  le  sens  pratique  du  jeune  étudiant. 

Le  livre  traite  des  sujets  suivants  :  mesure  du  triangle,  éléments  d'arpen- 
tage, calcul  des  aires  par  la  triangulation,  description  des  principaux  ins- 
truments de  mesure,  rapports  trigonométriques,  principales  formules.  Cha- 
que partie  est  accompagnée  de  nombreux  exemples  et  exercices.  L'ouvrage 
se  termine  par  un  ensemble  de  problèmes  divers. 

Comme  on  le  voit,  ce  volume  repond  tout  à  fait  aux  besoins  actuels  d'une 
première  étude  de  la  trigonométrie  et  se  recommande  aux  professeurs  de 
l'enseignement  élémentaire. 

J.-P.  DuMUR  (Genève.) 

G.  LoRiA.  —  Yorlesungen  ftber  darstellende  Géométrie  I.  Die  Darstellungs- 
methoden.  Deutscb  von  Fr.  Schùtte.  —  1  vol.  cart.  218  p.  ;  6  Mk.  80  ; 
B.-G.  Teubner,  Leipzig. 

La  Géométrie  descriptive  est  souvent  envisagée  comme  une  branche  des 
mathématiques  appliquées;  on  n'a  alors  en  vue  que  les  applications  tech- 
niques auxquelles  elles  fournissent  des  moyens  de  représentations  et  de 
résolution  graphique.  Si,  par  contre,  on  fait  l'étude  de  ses  notions  fonda- 
mentales et  de  ses  méthodes,  la  Géométrie  descriptive  vient  prendre  place 
dans  le  domaine  des  mathématiques  pures  où  elle  a  l'avantage  d'occuper  une 
région  voisine  des  sciences  appliquées.  La  frontière  est  facile  à  franchir, 
mais  il  est  intéressant  aussi  de  rester  en  deçà  et  de  faire  une  étude  appro- 
fondie des  ressources  qu'offre  le  domaine  limité  à  ses  méthodes  et  à  ses 
propriétés  fondamentales.  C'est  ce  que  fait  M.  Loria  dans  le  présent  ouvrage, 
que  nous  signalons  à  l'attention  de  tous  ceux  qui  enseignent  la  Géométrie 
descriptive. 

Dans  ce  premier  volume  l'auteur  examine  successivement  les  différentes 
méthodes  de  projections  de  la  Géométrie  descriptive;  il  les  présente  avec 
beaucoup  de  netteté,  sans  développements  inutiles.  Ce  sont  les  méthodes  de 
la  projection  orthogonale,   d'après  Monge,   de  la  projection  centrale,  des 
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plans  cotés  et  de  l'axonométrie,  ainsi  que  l'application  \  l'étude  théorique 
des  deux  problèmes  fondamentaux  de  la  photogrammétrie. 

11  y  a  là,  sous  une  forme  très  restreinte,  les  notions  essentielles  que  doit 
connaître  l'étudiant  dans  les  diverses  parties  de  la  Géométrie  descriptive 
conçue  au  point  de  vue  moderne.  La  méthode  d'exposition  est  d'une  belle 
clarté,  il  n'est  guère  besoin  de  le  dire  ;  elle  fait  intervenir  non  seulement  la 
Géométrie  élémentaire  et  l'homographie,  mais  aussi  la  Trigonométrie  et  la 
Géométrie  analytique.  L'auteur  estime  avec  raison  qu'on  doit  faire  appel  à 
toutes  les  connaissances  mathématiques  des  étudiants. 

H.  Fbhr. 

A.  Lanner.  —  Nenere  Darstellangen  der  Gnmdprobleme  der  reinen  Mathe- 

matik  im  Bereiche  der  Mittelschnle.  —  1  vol.  in-S»;  122  p.,  3  Mk.  ; 

O.  Salle,  Berlin. 

L'auteur  limite  le  domaine  des  mathématiques  pures,  dont  il  est  question 
dans  le  titre,  à  l'Arithmétique  et  à  l'Algèbre  élémentaire.  Il  s'est  proposé 
de  faire  un  exposé  théorique  des  notions  fondamentales  qui  entrent  ou  qui 
devraient  entrer  dans  les  programmes  de  l'enseignement  des  écoles  moyen- 
nes, en  tenant  compte  de  l'état  actuel  de  la  science  et  des  méthodes  d'en- 
seignement. Le  point  de  départ  est  constitué  par  la  notion  de  nombre, 
puis  viennent  les  opérations  et  les  extensions  successives  de  la  notion  de  nom- 
bre. Il  n'y  a  guère  d'intérêt  à  énumérer  les  sujets  traités,  qui  sont  ceux  qui  se 
trouvent  généralement  dans  la  plupart  des  manuels.  L'auteur  s'arrête  aux  pre- 
mières notions  de  dérivées  et  d'intégrales.  Il  traite  en  outre  de  l'analyse 
combinatoire  et  du  calcul  des  probabilités.  L'ordre  suivi  surprend  parfois 
le  lecteur,  d'autant  plus  qu'il  n'y  a  aucune  division  en  chapitres.  C'est  une 
succession  de  paragraphes  non  numérotés  et  dont  on  ne  donne  pas  même 
un  aperçu  d'ensemble  par  une  table  des  matières  ou  une  table  alphabéti- 
que des  sujets  traités. 

Abstraction  faite  de  ces  lacunes,  l'ouvrage  de  M.  Lanner  donne  un  excel- 
lent aperçu  des  éléments  d'Arithmétique  et  d'Algèbre  dans  leur  développe- 
ment historique  et  logique. 

H.  F. 

Ed.  Maillet.  —  Introdaction  à  la  théorie  des  nombres  transcendants  et 
des  propriétés  arithmétiques  des  fonctions.  —  1  vol.  gr.  in-8o,  v-275  p.  ; 

12  fr.  ;  Gauthier- Villars,  Paris. 

En  réunissant  en  un  volume  les  propriétés  connues  de  la  théorie  des 
nombres  transcendants,  M.  Maillet  a  rendu  un  grand  service  à  la  science. 
Les  analystes  lui  sauront  gré  de  ce  travail  pour  lequel  il  était  particulière- 
meut  qualifié. 

On  sait  qu'on  appelle  nombres  transcendants  les  nombres  qui  ne  sont  ra- 
cines d'aucune  opération  algébrique  à  coefficients  entiers.  Les  étudiants  sa- 
vent, par  ouï-dire,  que  e  et  ir  sont  transcendants,  mais  ils  ignorent  généra- 
lement la  démontration.  Il  est  vrai  que  la  théorie  des  nombres  transcen- 
dants est  encore  à  ses  débuts  et  que  les  propriétés  connues  n'ont  guère  en- 
core  pénétré  dans  l'enseignement  et  dans  les  traites. 

Grâce  au  livre  de  M.  Maillet,  ces  propriétés  deviennent  accessibles  aux 
étudiants  ;  elles  peuvent  être  étudiées  par  tout  licencié  es  sciences  mathé- 
matiques. Nous  signalons  ce  livre  tout  particulièrement  à  ceux  qui,  attiré 
par  les  belles  théories  de  l'Algèbre  supérieure,  sont  à  la  recherche  de  quel- 
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que  sujet  de  thèse.  L'auteur  en  signale  fréquemment  au  cours  de  son  exposé 
(▼oir  note  p.  273),  car  c'est  un  domaine  encore  neuf. 

Les  questions  traitées  ont  nécessairement  de  nombreux  points  de  contact 
avec  la  théorie  des  fonctions  entières.  L'auteur  en  tient  largement  compte 
dans  son  exposé  et  dans  l'index  bibliographiques. 

Voici  la  table  des  matières  traitées  : 

L  Quelques  propriétés  des  fractions  continues,  —  IL  Conditions  suffisan- 
tes pour  qu'un  nombre  soit  transcendant  ;  nombres  de  Liouville.  —  III.  Pro- 
priétés arithmétiques  des  nombres  de  Liouville.  —  IV.  Les  nombres  trans- 
cendants considérés  comme  racines  de  séries  infinies  ou  de  fractions  conti- 
nues. —  V.  Fonctions  génératrices  de  nombres  transcendants.  —  VI.  Sur 
la  classification  des  nombres  irrationnels  ou  transcendants.  —  VII.  Les  frac- 
tions décimales  et  les  fractions  continues  qnasi-périodiques.  —  VIII.  Quel- 
ques propriétés  arithmétiques  des  racines  des  équations  transcendantes.  — 

IX.  Transcendance  de  e  et  tt  ;    impossibilité  de  la  quadrature  du  cercle.  — 

X.  Extension  aux  séries  à  coefficients  rationnels  des  propriétés  des  polynô- 
mes à  coefficients  rationnels.  —  XL  Fonctions  symétriques.  —  XII.  Sur 
l'extension  de  la  notion  de  divisibilité  et  de  réductibilité  aux  fonctions  en- 
tières. —  Notes  :  I.  sur  la  classification  des  fonctions  entières.  —  IL  Sur 
l'ordre  des  nombres  de  Liouville.  —  III.  Sur  les  fonctions  hypertranscen- 
dantes.  —  IV.  Bibliographie.  H.  F. 

J.  Nevbe&c.  —  Cours  d'algèbre  sapérieore  ;  nouvelle  édition,  revue  et  aug- 
mentée ;  1  vol.gr.  in-8,  299p.  ;  prix  7  fr.  50;  Hermann,  Paris;  E.  Gnuse, 
Liège.  1907. 

Cette  nouvelle  édition  du  cours  de  l'éminent  professeur  à  l'Université  de 
Liège  reflète,  comme  la  précédente,  les  qualités  de  clarté,  d'ordre,  de  mé- 
thode qui  caractérisent  son  enseignement  et  qui  n'excluent  ni  la  sagacité, 
ni  l'esprit  d'invention.  Il  y  a  introduit  quelques  modifications  et  additions 
suggérées  par  l'expérience  de  l'enseignement. 

En  dépit  du  titre,  on  ne  doit  pas  s'attendre  à  trouver  dans  cet  excellent 
livre  le  développement  des  sujets  que  nous  classons  aujourd'hui  d'habitude 
sous  cette  dénomination  «  d'Algèbre  supérieur.  »  C'est  plutôt  comme  on  va 
pouvoir  s'en  rendre  compte,  un  cours  d'Algèbre  de  mathématiques  spéciales, 
pour  parler  le  langage  usité  en  France.  Ceci,  du  reste,  n'en  diminue  en  rien 
la  valeur  ;  ce  n'est  pas  la  nature  des  matières,  mais  bien  le  talent  d'exposi- 
tion qui  fait  le  mérite  d'un  livre  ;  et  aux  critiques  qui  voudraient  reprocher 
à  l'auteur  d'avoir  traité  de  questions  relativement  élémentaires,  nous  serions 
en  droit  de  répliquer  qu'il  reste  en  tous  cas  quelque  chose  de  supérieur^  et 
que  c'est  l'ouvrage  lui-même. 

Je  ne  sais  du  reste  pourquoi  l'on  s'obstine  à  employer  ces  dénominations 
qui  ne  répondent  à  rien  de  précis  et  n'ont  de  sens  que  par  comparaison.  La 
science,  dans  toutes  ses  branches,  forme  une  chaîne  ininterrompue  depuis 
les  premiers  éléments  jusqu'aux  plus  hautes  théories  actuelles  ;  cette  chaîne 
se  prolonge  sans  limites,  s'allonge  indéfiniment  par  le  jeu  des  découvertes 
nouvelles  et  de  l'incessant  progrès.  Telle  théorie  appartenant  aux  plus  hautes 
régions,  actuellement,  deviendra  peut  être  classique  un  jour  et  tombera 
dans  le  domaine  des  éléments. 

Quoiqu'il  en  soit,  le  cours  publié  par  M.  Neuberg  s'occupe  de  questions  dé- 
passant les  éléments  et  tout  particulièrement  de  la  théorie  des  équations.  Il  se 
divise  en  dix-neuf  chapitres,  dont  il  nous  semble  utile  d'énumérer  les  titres  : 
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Imaginaires.  —  Détermioants.  —  Equations  linéaires.  —  Premiers  élé- 
ments de  la  théorie  des  fonctions..  —  Principes  sur  les  équations  algébri- 
ques ;  —  Transformation  des  équations  ;  limites  des  racines.  —  Théorème 
de  Descartes.  —  Recherche  des  racines  commensurables.  —  Des  solutions 
communes  à  deux  équations.  —  Théorie  des  racines  égales.  —  Théorème 
de  Rolle.  —  Théorème  de  Sturm.  —  Equations  réciproques.  —  Equations 
binômes.  —  Equations  du  troisième  degré  et  du  quatrième  degré.  —  Re- 
cherche des  racines  incommensurables.  —  Décomposition  des  fractions  ra- 
tionnelles. —  Théorie  des  différences.  —  Fonctions  symétriques. 

Dix  Notes  complètent  l'ouvrage  ;  elles  sont  intitulées  : 

Bibliographie.  —  Origines  de  l'Algèbre.  —  Développements  successifs  de 
l'Algèbre.  —  Sur  la  notion  de  fonction.  —  Sur  les  nombres  complexes.  — 
Sur  les  déterminants.  —  Sur  les  nombres  irrationnels.  —  Sur  la  notion  de 
limite.  —  Sur  le  théorème  de  d'Alembert.  —  Sur  le  calcul  des  différences. 

La  plupart  de  ces  notes,  très  brèves,  ont  un  caractère  historique,  et  four- 
nissent au  lecteur  des  renseignements  sommaires,  mais  précis,  sur  des  points 
généralement  inconnus  des  élèves,  malgré  l'intérêt  qu'ils  présentent. 

A  la  suite  de  chaque  chapitre,  figurent  quelques  exercices  habituelle- 
ment-peu nombreux,  mais  bien  choisis,  accompagnés  souvent  de  quelques 
notes. 

Ce  qui  caractérise  essentiellement  l'ouvrage  de  M.  Neuberg,  c'est  que,  sur 
chaque  sujet  traité,  on  trouve  les  développements  vraiment  nécessaires 
pour  une  étude  sérieuse  et  une  connaissance  complète.  Les  digressions,  les 
considérations  latérales  sont  soigneusement  évitées  ;  c'est  une  tentation 
à  laquelle  les  auteurs  ne  savent  pas  toujours  résister  ;  mais  quand  on  s'y 
laisse  aller,  et  qu'il  sagit  d'un  livre  à  l'usage  des  élèves,  le  résultat,  pour 
ces  derniers,  est  bien  funeste  ;  ils  errent  à  l'aventure  comme  dans  un  laby- 
rinthe mal  éclairé,  redoutant  toujours  de  s'engager  dans  un  sentier  sans  issue. 

Ici,  c'est  tout  le  contraire;  la  route  est  bien  jalonnée,  et  le  guide  est  sûr. 
Ce  livre  sera  précieux  pour  les  étudiants  de  Belgique,  mais  il  serait  à  dési- 
rer que  les  bons  élèves,  dans  tous  les  pays,  pussent  le  consulter  et  le  lire. 
Ils  y  trouveraient  une  consolidation  des  connaissances  qu'ils  commencent  à 
posséder,  et  ils  en  tireraient  grand  profit  pour  le  perfectionnement  de  leur 
esprit  mathématique,  C.  A.  Laisant. 

P.  RozÉ.  —  Théorie  et  usage  delà  règle  à  calculs.  Règle  des  écoles,  règle 
Mannheim.  —  1  vol.  gr.  in-8,  IV-118  p.,  85  fig.  et  1  pi.  ;  3  fr.  50  ;  Gau- 
thier-Villars,  Paris. 

La  règle  à  calculs  employée  depuis  plus  d'un  siècle,  perfectionnée  de 
façon  remarquable  en  1851  par  le  colonel  Mannheim,  alors  sous-lieutenant 
à  l'Ecole  d'application  de  Metz,  s'est  répandue  peu  à  peu  et  a  servi  de  mo- 
.dèle  pour  la  construction  d'un  grand  nombre  d'autres  règles  spécialement 
ordonnées  en  vue  des  diverses  applications.  Un  dernier  perfectionnement, 
relativement  récent,  dû  au  professeur  Tserepachinsky,  a  permis  de  rattacher 
chaque  opération  à  une  régie  unique  et,  par  suite,  de  décharger  la  mémoire 
du  calculateur,  qui,  après  un  exercice  suffisant,  peut  effectuer  les  opérations 
machinalement,  sans  effort. 

Cette  modiGcation  permet  en  même  temps  d'obtenir  tous  les  résultats  de 
calculs  arithmétiques  avec  une  précision  double  pour  des  instruments  de 
mêmes  dimensions 
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Les  instruments  les  plus  répandus  aujourd'hui  sont  :  la  règle  ManDheim, 
telle  qu'elle  a  été  imaginée  dès  1851  ;  la  règle  des  Ecoles  €!t  In  rc'glr  Bt'ghm 
qui  comportent  toutes  deux  la  modification  Tserepacbiu^ky.  Ce  $ont  sur^ 
tout  ces  deux  types  de  règles  que  l'auteur  examine  dans  ce  petit  vo^ 
lume. 

D'une  façon  générale,  il  préconise  avec  grande  raison  lusa^e  cit!  ces 
petits  instruments  qui  permettent  d'obtenir  des  résultAt»  île  calcul  avec 
3  ou  4  chiffres  significatifs  exacts,  et  cela,  au  prix  d'im  apprctitissn^e  de 
quelques  semaines. 

Le  chapitre  I"  (progressions  et  logarithmes|  rontieul  un  Pipowé  ruptde 
de  la  théorie  des  logarithmes,  sous  une  forme  géométrique,  en  vue  de  l'ap- 
plication aux  échelles  logarithmiques.  Vient  ensuite  une  description  de$ 
dispositions  Mannheim  et  Tserepachinsky  ;  cette  dernii«re«  appliquée  h  la 
règle  des  Ecoles,  consiste  dans  un  décalage  des  échelles  supérieurt^s,  de  1% 
moitié  de  leur  longueur.  Les  chiffres  1  (indicateurs)  sont  alors  au  milieu 
de  la  règle  et  de  la  réglette.  Le  chapitre  se  termine  par  de  irèt^  ulïlea 
généralités  sur  la  lecture  des  échelles. 

Dans  le  chapitre  II  se  trouve  une  description  détail U^e  do  [»  rè^]e  des 
Ecoles,  que  nous  ne  pouvons  songer  à  analyser  ici.  La  mnivirlle  disposition 
essentielle  consiste  dans  un  curseur  muni  de  deux  traits,  qui  peut  glîsâer 
tout  le  long  de  la  règle.  De  nombreux  exemples  sont  donnés  pour  la  prati- 
que des  diverses  opérations. 

Le  chapitre  III  est  consacré  à  la  règle  de  Mannheim  II  csl  .spécialement 
intéressant  de  lire  le  dernier  paragraphe  (précision  des  résuliatsi  eu  le 
rapprochant  du  paragraphe  analogue  du  chapitre  II. 

Le  chapitre  IV  se  rapporte  aux  applications  de  la  règle  h  calcula*.  Il 
débute  par  des  considérations  très  justes  sur  la  manière  d'exécuter  les 
calculs  numériques,  où  Fauteur  a  eu  l'heureuse  idée  d'intrrKiuire  une 
page  de  Lagrange.  assurément  trop  oubliée  aujourd'hui ^  Lef^  applicatiouii 
indiquées  sont  relatives  à  l'Arithmétique,  la  Géométrie,  la  Trigunométrie. 
l'Astronomie,  la  Mécanique  et  la  Physique. 

Enfin,  dans  le  dernier  chapitre  (choix  et  construction  d'une  règle |  Tauteur 
donne  brièvement  quelques  indications  pratiques  fort  utiïeti. 

Nous  ne  saurions  assez  conseiller  la  lecture  du  petit  volume  de  M,  Ho/i^,, 
—  et  surtout  la  pratique  de  la  règle  à  calculs  —  à  toutes  les  personne*  qui 
se  trouvent  appelées  à  faire  de  la  mathématique  appliquée. 

C-A.  Laiî-akt* 

E.  VessioT.  —  Leçons  de  Géométrie  supérieure  professées  en  1905-1906  à 

l'Université  de  Lyon,  rédigées  par  M.  Anzemberger.  —  1  vol.  in^l**,  au- 
tographié,  322  p.  ;  12  fr.  ;  Imprimeries  réunies,  Lyon;  Librairie  Hermann, 
Paris. 

Ces  Leçons  s'adressent  aux  étudiants  qui  désirent  s  initier  û  la  ^éoniéirié 
supérieure;  elles  leur  fournissent  une  excellente  préparation  a  léLude  dei 
ouvrages  sur  la  théorie  des  surfaces  et  des  mémoires  originaux,  L  auteur 
reprend  les  notions  les  plus  importantes  de  la  théorie  dos  cQurbes  ^auehes 
et  des  surfaces  et  met  en  évidence  le  rôle  fondamental  que  jouent  le»  Fcit'- 
mules  de   Frenet    et   les  deux  formes  quadratiques  différentielles  de  Uauaîi. 

L'étude  des  systèmes  de  droites  et  de  leur  applicalifin  h  U  ihèorie  des 
surfaces  forme  l'objet  principal  de  l'ouvrage.  Elle  esi  présentée  sous  la 
forme  la  plus  analytique  avec  discussion   approfondie  des  résuUatSp  L  on^ 


Digitized  by 


Google 


88 


BULLETIN   BIBLIOGRAPHIQUE 


yrage  se  termine  par  un  très  intéressant   exposé  des  systèmes  de  sphères 
et  des  systèmes  cycliques  de  Ribaucour. 

Voici  les  titres  des  treize  chapitres  que  renferme  cet  ouvrage  : 
Revision  des  points  essentiels  de  la  théorie  des  courbes  gauches  et  des 
surfaces  développables. —  Surfaces. —  Etude  des  éléments  fondamentaux 
des  courbes  d'une  surface.  -^  Les  six  invariants.  La  courbure  totale.  Sur- 
faces réglées.  —  Congruences  de  droites.  —  Congçuences  de  normales.  — 
Les   congruences  de   droites  et  les    correspondances    entre    deux  surfaces. 

—  Complexes  de  droites.  —  Complexes  linéaires.  —  Transformations  dua- 
listiques.  Transformation  de  Sophus  Lie.  —  Systèmes  triples  orthogonaux. 

—  Congruences  de  sphères  et  systèmes  cycliques.  —  Exercices.  H.  F. 

H.  Weber  u.  J.  Wellstein.  —  Encyklopâdie  der  Elementar-Mathematik. 
Ein  Handbuch  fur  Lehrer  u.  Studierende.  III.  Angewandte  Elementar- 
Mathematik.  —  1  vol.  relié,  666  p.;  14  Mk.  ;  B.-G.  Teubner,  Leipzig. 

On  sait  que  le  premier  volume  de  ce  traité  est  consacré  à  l'arithmétique 
et  à  l'algèbre,  tandis  que  le  second  donne  un  exposé  très  remarquable  des 
méthodes  et  propriétés  essentielles  qui  forment  la  Géométrie  élémeutaire. 
Ce  dernier  volume  apporte  des  applications  des  cléments  d'Algèbre  et  de 
Géométrie  à  quelques-uns  des  domaines  des  mathématiques  appliquées.  Les 
auteurs  n'ont  pas  cherché  à  être  complets,  car  il  s'agit  d'un  traité  plutôt 
que  d'une  encyclopédie  au  sens  habituel  du  terme.  Mais  les  chapitres  qu'ils 
ont  abordés  sont  approfondis  et  exposés  d'une  façon  remarquable.  Nous  n'en 
ferons  pas  l'ênumération,  nous  nous  bornerons  à  indiquer  les  cinq  sections 
dont  se  compose  l'ouvrage  :  I.  Mécanique  ;  géométrie  vectorielle  ;  statique 
analytique;  dynamique.  —  II.  Lignes  de  forces  électriques  et  magnétiques; 
électricité  et  magnétisme  ;  électromagnétisme.  —  III.  Calcul  des  probabi- 
lités ;  méthode  des  moindres  carrés.  —  Méthodes  graphiques;  projections 
sur  un  plan,  sur  deux  plans  ;  statique  graphique  et  applications. 

Les  auteurs  se  sont  limités  à  ces  quelques  domaines,  très  importants  il 
est  vrai.  Ils  ont  tenu  principalement  à  montrer  la  façon  dont  les  mathéma- 
tiques interviennent  dans  les  applications  et,  à  ce  point  de  vue,  leur  exposé, 
toujours  précis  et  clair,  est  très  suggestif  pour  l'étudiant  comme  pour  le 
maître.  La  portée  de  l'ouvrage  serait  encore  plus  grande  si,  comme  on  le 
demande  chaque  jour  davantage  dans  l'enseignement,  les  auteurs  avaient  fait 
une  place,  dans  le  premier  volume,  aux  notions  fondamentales  si  importantes 
de  dérivée  et  d'intégrale.  H.  F. 
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!•  Sommaires  des  principaux  périodiques: 

ÂCta  Mathematica,  dirigé  par  Mittag-Leflbr,  t.  XXXI,  Stockholm.  Fasc.  1. 
—  H.  Poi.NCA,RK  :  Sur  l'uniformisation  des  fonctions  analytiques.  — 
L.  ScHLESiNGBR  :  Sur  la  solution  du  problème  de  Riemann.  —  Ed.  Husson  : 
Sur  un  théorème  de  M.  Poincaré  relativement  au  mouvement  d'un  solide 
pesant. 

Aniiflla  of  Mathematics,  published  under  the  Auspices  of  Harvard  University. 

Second  Séries,  vol.  VIII,  1906-1907.  Cambridge,  Mass.  E.  U. 

No*  3  et  4.  —  G.  A.  Miller  :  Note  on  the  use  of  group  theory  in  elementary 
Trigonometry.  —  M.  B.  White:  The  asymptotic  Lines  on  the  Anchor  ring.  — 
R.  Curtiss  :  On  certains  theorems  of  mean  value  for  analytic  functions  of 
a  complex  variable.  —  Ch.  A.  Scott  :  Note  on  Regular  Polygons.  —  E.  B. 
Wilson  :  The  révolution  of  a  dark  particle  about  a  luminous  centre.  —  Caji- 
MicHAEL  :  MuUiply  perfect  numbers  of  four  différent  primes.  —  Stkphbns  : 
On  a  System  of  parastroids.  —  Hedrick  :  A  peculiar  example  in  minima  of  sur- 
faces. —  Lrhmeh  :  On  maximum  and  minimum  values  of  the  modulus  of  a  bi- 
nomial.  —  Sincjlair  :  On  the  minimum  surface  of  révolution  in  the  case  of 
one  variable  End-point.  —  B,  Porter  :  On  the  polynomial  convergents  of  a 
Power  séries. 

Âtti  ddlla  Reale  Accademia  deiLincai.  Anno  CCCIV,  Rendiconii.  Vol.  XYI. 

Janvier-Juin  1907.  Rome. 

Pincherle  :  Sopra  l'estensione  agli  sviluppi  assintotici  di  un  teorema  del 
sig.  HcRWiTz.  —  P.  PiizETTi:  Paragone  fra  due  triangoli  geodetici  a  lati  uguali. 

—  E.  Almansi  :  Sulle  equazioni  dell'elasticità.  —  E.  Almansi  :  Sopra  una 
classe  particolare  di  deformazionî  e  spostamenti  polidromi  dei  solidi  cilin- 
drici.  —  P.  DuHEM  :  Leonardo  da  Vinci.  —  V.  Cbrruti  :  Commemorazione 
del  prof,  E.  Cesaro.  —  Henri  Lbbesgue  :  Encore  une  observation  sur  les 
fonctions  dérivées.  —  P.  Pizzetti  :  Paragone  fra  gli  angoli  di  due  triangoli 
geodetici  di  eguali  lati.  —  G.  Fubini  :  1!  problema  di  Dirichlbt  considerato 
come  limite  di  un  ordinario  problema  di  minimo.  —  G.  Fubini  :  Di  alcuni 
nuovi  problemi,  ai  quali  è  applicabile  il  principio  di  Dirichlet.  —  S.  Me- 
DiGi  :  Sopra  una  questione  di  minimo,  che  si  riconette  col  problema  di 
Dirichlet.  — Th.  De  Domder  :  Sur  les  formes  diflFérentielles  m-linéaires.  — 
Henri  Lebekgue  :  Sur  la  recherche  des  fonctions  primitives  par  l'intégration. 

—  L.  De  Marchi:  Teoria  elastica  délie  dislocazioni  tectoniche.  —  Y.  Enri- 
qubs  e  F.Severi  :  Intornoalle  superficie  iperellitliche.  —  P.  Pizzetti  :  Corol- 
lari  del  teorema  relativo  al  paragone  fra  due  triangoli  geodetici  di  uguali 
lati.  —  G.  Bagnera  c  M.  de  Fra?ichis  :  Sopra  le  superficie   algebriche   che 
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hanno  le  coordlnate  de]  punto  generico  esprimibili  con  funzioni  meromorfe 
quadruplameote  periodiche  di  du  parametri.  —  Michèle  Cipolla  :  Sulla  ri- 
soluzione  apiristica  délie  congruenze  binomie.  —  G.  Fubini  :  Sugli  integraii 
muhipli.  —  Luigi  Bianchi  :  SuUe  trasformazionî  délie  superficie  applicabili 
8ulle  quad riche.  —  Luigi  Bbrzolari  :  Sopra  la  coofigurazione  di  Kvmmbr  e 
il  suo  intervento  nella  teoria  délie  cubiche  gobbe.  —  R.  Marcolongo  :  La 
teoria  délie  equazioni  integraii  e  le  sue  applicazioni  alla   Fisica-matematica. 

—  Giuseppe  Picciati  :  SuU'equazione  délia  propagazione  del  calore  in  un 
filo.  —  E.  Almansi  :  Un  teorema  sulle  deformazioni  elastiche  dei  solidi  iso- 
tropi.  —  Luigi  De  Marchi  :  La  teoria  elastica  deU'isostasi  terrestre.  — 
Eugenio-Elia  Levi  :  Sulle  equazioni  lineari  aile  derivate  parziali  totalmente 
ellittiche.  —  Luciano  Orlando  :  Sopra  alcuni  problemi  di  aerodinamîca.  — 
Giuseppe  Picciati  :  Sul  moto  di  una  sfera  in  un  liquido  vîscoso.  —  C.  Ro- 
SATi  :  Un'osservazione  sugli  invîluppi  dei  sistemi  algebrici  dicurve  apparte- 
nenti  ad  una  superficie  :ilgebrica. 

BoUetin  of  the  American  Mathematical  Society.  New- York.  Vol.  XI IL 

No»  7  à  10  (avril-juillet,  1907).  —  G.  A.  Bliss  :  The  construction  of  a  Field 
of  extremals  about  a  given  Point.  —  W.  R.  Longley  :  Some  partîcnlar  solutions 
in  the  problera  of  n  bodies.  —  Arth.  Ranum  :  On  the  matrices  of  Period 
a  power  oï  p  is  Jordan's  linear  congruence  groups,  modulo  p^. — D.  C.  Gil- 
LBSPiE  :  On  the  construction  of  an  intégral  of  Lagrange's  Equations  in  the 
calculus  of  variations.  —  E.  R  Hedricr  :  On  a  Final  Form  of  ihe  Theorem 
.of  Uniform  Continuity.  —  G.  A.  Miller  :  The  Groups  Geuerated  by  three 
-Operators  Each  of  Which  is  the  Product  of  the  Other  Two.  —  R.  D.  Car- 
michael  :  A  Table  of  Multiply  Perfect  Numbers.  —  L.  E.  Dickson  :  The  Sym- 
metric   Group  on  Eight  Letters  and  the  Senary  First   Hypoabelian  Group. 

—  J.  Edmund  Wright  :  Double  Points  of  Unicursal  Curves.  —  David-Eu- 
.  gène   Smith  :  The   Mathematical   Tablets  of  Nippur.  —  H.  S.  White  :  Os- 

oood's  Theory  of  Functions.  —  R.  E.  Allardicb  :  On  a  Limit  of  the  Roots 
of  an  Equation  that  is  Independent  of  Ail  but  Two  of  the  Cofficients.  — 
Paul  Saurel  :  On  the  Distance  from  a  Point  to  a  Surface.  —  Wm.  F.  Osgood: 
The  Calculus  in  our  Collèges  and   Technicnl  Schools  (Presidential  Adress). 

—  L,  E.  Dickson  :  Modular  Theory  of  Group  Characters.  —  Joseph  Lipke  : 
On  the  Shortest  Distance  Between  Consécutive  Straight  Lines.  —  G.  A. 
Miller  :  Note  on  the  Commutator  of  two  Operators.  —  D.  N.  Lehmer  :  A  ' 
Theorem  in  the  Theory  of  Numbers.  —  Cleveland  Abbe  :  Projections  of  the 
Globe  Appropriate  for  Laboratory  Methods  of  Studying  the  General  Circu- 
lation of  the  Atmosphère. 

Comptes  rendus  des  séances  de  rAcadômie  des  Sciences  de  Paris,  publiés 
par  les  secrétaires  perpétuels.  Gaulhier-Villars,  Paris.  Tome  141.  1907. 

21  mai.  —  Hadamard  :  Sur  la  variation  des  intégrales  doubles.  —  Car- 
ton '  Sur  les  groupes  de  transformations  continus.  —  Barré  :  Sur  les  sur- 
faces engendrées  par  une  hélice  circulaire. 

-  27  mai.  —  E.  Fischer  :  Applications  d'un  théorème  sur  la  convergence  en 
moyenne. 

3  juin.  —  C.  Caratheodory  :  Sur  quelques  applications  du  théorème  de 
Landau-Picard.  —  E.  Goursat  :  Sur  les  invariants  intégraux.  —  Lokwy  et 
PuiSBUx  :  Sur  les  origines  des  accidents  du  sol  lunaire. 

10  juin.  —  G.  Tzitzéica  :  Sur  une  nouvelle  classe  de  surfaces. 
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17  juin.  —  W.  Stekloff  :  Sur  le  développement  d'une  fonction  arbitraire 
en  série  infinies.  —  Barré  :  Sur  les  surfaces  engendrées  par  une  hélice  cir- 
culairci  —  L.  Pilloux  :  Sur  Tintégration  de  Thodographe. 

24  juin.  —  Fr.  Riesz  :  Sur  une  espèce  de  Géométrie  analytique  du  système 
de  fonctions  sommables.  —  A  Korn  :  Sur  l'équation  fonctionnelle  de  Fred- 
holm.  —  M.  Fréchet  :  Sur  les  ensembles  de  fonctions  et  les  opérations 
linéaires- 

l»'  Juillet.  —  G.  HuMBERT  :  Quelques  formules  relatives  aux  nombres  de 
classes  des  formes  quadratiques.  —  P.  Boutroux  :  Sur  les  intégrales  de 
Téquation  différentielle  y  -|-  Ay'  -\*  By*  =  0.  ^  Eug.  Fabrt  :  Courbes 
algébriques  à  torsion  constante. 

8  juillet.  —  A.  Danjoy  :  Sur  les  fonctions  entières  de  genre  fini. 

16  juillet.  —  Caratheodory  et  Féjbr  :  Remarques  sur  le  théorème  de 
Jensen^  —  Barré  :  Sur  les  surfaces  engendrées  par  une  hélice  circulaire.  — 
GrON!«BS8iAT  et  Fayst  :  Sur  la  méthode  de  M.  Loewy  pour  l'étude  des  cercles 
divisés.  —  A.  Korn  :  Sur  un  théorème  fondamental  de  la  théorie  de  l'élasticité. 

29  juillet.  —  H.  Bourget  :  Sur  un  point  de  la  théorie  du  Soleil  de  M.  Ju- 
lius.  —  De  Séguier  :  Sur  les  représentations  linéaires  homogènes  des  grou- 
pes finis.  —  CuAZY  :  Sur  les  équations  différentielles  de  3*  ordre  à  points 
critiques  fixes.  —  Garnier  :  Sur  les  équations  différentielles  du  3«  ordre 
dont  l'intégrale  est  uniforme.  —  J.  Massau  :  Sur  la  représentation  des  opé- 
rations entières  de  degrés  quelconques. 

5  août.  —  H.  PoiNCARÉ  :  Rap|)ort  présenté  au  nom  de  la  Commission 
chargée  du  contrôle  scientifique  des  opérations  géodésiques  de  l'équateur. 

12  août.  —  G.  Rbmoundos  :  Sur  les  courbes  intégrales  des  équations 
différentielles.  —  A.  Tchernychewsky  :   Les  choix  ;  combinaisons  générales. 

19  août.  —  Levi-Civita  :  Sur  le  mouvement  de  l'électricité  sans  liaisons 
ni  force  extérieure. 

26  août.  —  L.  Fejer  :  Sur  les  racines  de  moindre  module  d'une  équation 
algébrique. 

7  octobre.  —  M.  Riesz  :  Sur  les  séries  trigonométriques. 

14  octobre.  — A.  Buul  :  Sur  la  sommabilité  des  séries  de  Laurent.  — 
Et.  Delassus  :  Sur  les  invariants  des  systèmes  différentiels.  —  T.  Boggio  : 
Un  théorème  sur  les  équations  intégrales. 

21  octobre.  —  G.  Humbert  :  Quelques  formules  relatives  aux  minima  des 
classes  de  formes  quadratiques  binéaires  et  positives,  —  G.  Gtoursat  :  Sur 
les  équations  intégrales.  —  P.  Boutroux  :  Sur  les  intégrales  de  l'équation 
différentielle  /  -f  -4 j*  -j-  By*  =  0. 

28  octobre.  —  P.  Boutroux  :  Sur  les  points  critiques  transcendants  et  sur 
les  fonctions  inverses  des  fonctions  entières^ 

11  novembre.  —  Ed.  Maillet  :  Sur  les  fractions  continues  algébriques.  — 
A.  Mtvler  :  Sur  les  solutions  périodiques  de  l'équation  A/c  -|-  ft(x,  y,  z)u  =  0. 

25  novembre.  —  Lalesco  :  Sur  l'ordre  de  la  fonction  entière  D(X)  de  Fred- 
holm.  —  Byron  Heywood  :  Sur  quelques  points  de  la  théorie  des  fonctions 
fondamentales  relatives  à  certaines  équations  intégrales.  —  Montel  :  Sur  les 
points  irréguliers  des  séries  convergentes  de  fonctions  analytiques.  — 
H.  DuLAC  :  Sur  quelques  propriétés  des  intégrales  passant  par  un  point 
singulier  d'une  équation  différentielle. 

2  déc.  —  Séance  publique  annuelle  ;  proclamation  de  la  liste  des  prix  dé- 
cernés (v.  Chronique,  p.  71-74  de  ce  fascicule). 

9  déc.  TziTzéiCA  :  Sur  certaines  surlaces  réglées. —  A.  Buhl  :  Surlapermu- 
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Ution  des  intégrales  d'un  système  d'équations  diflTérentielIes.  —  Lâlbsco  : 
Sur  H  fonction  D(>)  de  Fredholm.  —  Riouier  :  Sur  certains  systèmes  d'équa- 
t[ou£(  aux  diL-rivL'es  partielles.  —  l^ug.  et  Fr.  Cossera.t  :  Sur  la  mécanique 
gcnérale* 

16  déc,  —  Egoroff  :  Sur  la  transformation  de  Laplace  et  les  systèmes 
conjurés  persistants.  —  De  Segcier  :  Sur  la  théorie  des  matrices.  — 
Chazt  '.  Sur  les  équations  dilTérentiellcs  de  troisième  ordre;  points  critiques 
fixe».  —  Sjllttkow  :  Sur  les  transformations  infinitésimales  et  les  fonctions 
adjointes. 

^0  ûét.   —  E.  Wjelsch  :   Sur  les  invariants  différentiels  vectoriels  et   la 

d^z        dz 
théorie  des  formes  binaires.    —   Holmgren  :  Sur  l'équation   -7-5  ^^  "T   •     — 

E.  CjtïiTArT  :  Sur  la  définition  de  l'aire  d'une  portion  de  surface  courbe.  — 
P.  BoLirnouï  :  Sur  les  fonctions  inverses  des  fonctions  entières.  —  Eug-  et 
Fr.  CosSER^T  :  Sur  la  statique  de  la  ligne  déformable.  —  Edm.  Maillet  : 
Sur  )fl  dédonipafïition  d'un  nombre  en  une  somme  de  puissances  huitièmes 
d'entiers.  ^  H.  Anuoter  :  Sur  la  théorie  de  la  lune.  —  Guillot  :  Tables 
d'UrantJs  vX  de  Neptune. 

Giornale  di  Hatematiche  di  Battaglini,  dirigé  par  A.  Capelli.  —  Pellerano. 

Volume  XLW  Janvier-Août  1907.  —  E.  Jûrgens  :  11  concetto  délia  multi- 
plicità  continua  n  volte  infinita.  —  F.  Giudice  :  Sulla  dimostrazione  di  Clip- 
FOHï*  del  leorf'ma  fondamentale  d'algebra.  — Pietro  Mercatanti  :  Superficie 
ftovrappouibilî  iille  proprie  parallèle.  —  Sîlvio  Minetola  :  Sopra  alcuuc  pro- 
prtetà  délie?  oprrazioni  di  polare.  —  G.  Pirondini  :  Contributo  alla  teoria 
dellc  oau»1ïciie  fd  anticaustiche.  —  Luigi  Galvani  :  Un  algoritmo  applicabile 
ad  alcuoe  nurtf  e  sua  relazione  coi  numeri  transfiniti.  —  F.  Amodeo  :  Uno 
sgtiîtrdo  aLlo  Bviluppo  delle  scienze  matematiche  nell'evo  antico.  —  Cesare 
Spelta  ;  Sul  moto  di  una  figura  rigida  piana  nel  proprio  piano.  —  M.  Lerch: 
Sur  une  séno  qui  se  présente  dans  la  théorie  du  logarithme  intégral.  —  H. 
B.  NEW'son  :  Copia  di  una  Lettera  al  prof.  Uco  Amaldi.  —  H.  B.  NswKort  : 
Types  and  Cotilinuous  Groups  of  Real  Conformai  Transformations  in  .S.  — 
Felice  Crrj^mii^ola  :  La  proprietà  associativa  nelle  série.  —  Isabella  Ckespi  : 
SuUe  fun/,îoDT  ;irmoniche  di  tre  variabili  a  due  periodi.  —  Umb.  Scarpis  : 
Esposiziouf?  çkMtientare  délia  teoria  del  campo  di  Galois.  —  Um.  Bini  :  Sulle 
rapprescnluzionî  di  una  superficie  sopra  un'altra.  —  P.  Medolaghi  :  Intomo 
alralrolo  formule  delle  probabilità.  — Cesare  Bianca  :  SuU'integrazione  délia 
equu/.îone.  —  V .  Amodeo  :  Nuovo  elenco  delle  opère  di  Giuseppe  Battaglini 
con  ceuni  HnssuDtivi. 

Nouvelles  Annales  de  Mathématiques,  dirigéespar  C.-A.  Laisant^C.  Bodrlet 
et  R.  BkioakDp  4®  série.  Gauthier-Villars,  Paris. 

T.  VM,  avHJ-fieptembre  1907.  —  T.  Lalesco  :  Sur  la  composition  des  formes 
quadratiqut^s.  —  A.  Hilaire  :  Démonstration  d'un  théorème  attribué  à  Leib- 
niz. --  R,  II,  ;  Note  sur  l'article  précédent.  —  A.  Pellet  :  Sur  la  sphère  pédale 
«1  le  cercle?  podal.  —  G.  Fontené  :  Sur  le  théorème  de  Feuerbach.  — 
Georges  R^molados  :  Sur  les  forces  centrales  multiformes.  —  A.  Lau- 
REAux  :  Dîvi^joijs  homographiques  sur  une  conique.  —  Ch.  Méray  :  Sur  la 
divtiîïbilLté  dos  polynômes  entiers  à  plusieurs  variables.  —  M.  Fouchb  : 
Dùmonstration    géométrique  du   théorème  de    Dupin    relatif   aux    systèmes 
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de  trois  surfaces  qui  se  coupent  orthogonalement.  —  H.  Padé  :  Sur 
la  réduction  en  fraction  continue  canonique  de  la  fonction  €*x^*  1      e— «z«— *d«. 

—  Lucien  Godeaux  :    Sur    une   surface   remarquable  du  quatrième   ordre. 

—  E.  Mathy  :  Potentiel  d'une  couronne  circulaire  électrique  de  lar- 
geur infiniment  mince  et  de  densité  superficielle  égale  à  l'unité.  —  E. 
Matuy:  Décomposition  en  éléments  simples  de  la  fonction  doublement 
périodique  de  seconde  espèce  ayant  un  infini  d'ordre  n.  Formation  des 
coefficients.  — Solution  par  M.  Jean  Servais  :  Concours  d'admission  à  l'Ecole 
Polytechnique  en  1907.  Composition  d'Algèbre  et  de  Trigonométrie.  —  Solu- 
tion par  M.  Philbert  du  Plbssis  :  Concours  d'admission  à  l'Ecole  Polytech- 
nique en  1907.  Composition  de  Géométrie  analytique  et  mécanique.  —  Ch. 
MicBEL  :  Sur  un  classe  de  quarttques  gauches  unicursales.  —  Amsler  :  Sur 
les  propriétés  d'addition  d'une  suite  récurrente  considérée  par  D.  Bemoulli. 

—  Farid  Boulad  :  Sur  la  résolution  graphique  des  équations  linéaires.  — 
Farid  Boulad  :  Les  polygones  corrélatifs  des  funiculaires  et  leurs  applica- 
tions. —  R.  Alezais  :  Sur  le  calcul  d'une  fonction  analytique  dont  on  connaît 
la  partie  réelle.  —  J.  JuHEL-RénoY  :  Sur  un  problème  de  Mécanique.  — 
Lucien  Godeaux  :  Sur  une  extension  à  l'espace  d'un  théorème  de  Grassmann. 

—  Concours  d'agrégation  des  Sciences  mathématiques  en  1907  (Mathéma- 
tiques élémentaires)  ;  solution  par  un  anonyme.  —  Solution  par  M.  Jean 
Servais  :  Concours  d'admission  à  l'Ecole  normale  supérieure  en  1907  (pre- 
mière composition  de  Mathématiques).  —  Solution  par  M.  Jean  Servais: 
Concours  d'admission  à  l'Ecole  normale  supérieure  en  1907  (deuxième  com- 
position de  Mathématiques),  —  Certificats  de  calcul  différentiel  et  intégral. 

—  Variétés  (Association  scientifique  internationale  espérantiste).  —  Corres- 
pondance. —  Bibliographie.  —  Certificats  de  Mécanique  rationnelle.  —  Cer- 
tificats de  Mathématiques  générales.  —  Solutions  de   questions  proposées. 

Prace  matematyCSno-Fisycsne,  dirigé  par  S.  Dickstbin.  T.  XVIII.  Varsovie. 
W.  SiERPinsKi  :  Sur  la  sommation  d'une  série.  —  A.  Denizot  :  Contribu- 
tion à  la  théorie  de  la  perspective  axonomé trique.  —  G.  Mittag-Leffler  : 
Sur  la  représentation  analytique  d'une  branche  uniforme  d'une  fonction  mo- 
nogène. —  ZoRAwsKi  :  Notizen  ans  dem  Gebiete  der  Differentialgeometrie.  — 
G. -A.  Miller  :  On  the  groups  generated  by  Iwo  operators  of  order  three 
whose  product  is  of  order  four. 

Proceedings  of  the  London  MathamaUcal  Society.  Série  2,  vol.  5,  fasc.  1-4. 

Harold  Hilton:  On  Sub-groups  of  a  Finile  Abelian  Group. —  J.-E.  Camp- 
bell :  On  Bâcklund's  Transformation  and  the  Partial  Differential  Equation 
«=F(x,  j,  s).  —  P. -A.  MacMahon:  The  Diophantine  Equation  orw — JVj'n=z. 

—  E.-W.  Barnes:  The  Asymptotic  Expansion  of  Intégral  Functions  defined 
by  Generaliscd  Hypergeometric  Séries.  —  A.-R.  Forsyth  :  Partial  Differen- 
tial Equations  of  the  Second  Order  having  Intégral  Systems  free  from  Par- 
tial Quadratures. —  P.-W.  Wood  :  On  the  Reducibility  of  Covariants  of 
Binary  Quantics  of  Infinité  Order. —  G. -H.  Hardy:  On  the  Singularities  of 
Functions  defined  by  Taylor's  Séries  (Remarks  in  addition  to  a  former  Pa- 
per),—  J.  Mercer  :  On  the  Limits  of  Real  Variants.  —  E-W.  Hobson  :  On 
Partial  Differential  Coefficients  and  on  Repeated  Limits  in  gênerai.  —  Allan 
CuNKiKGRAM,  Rr  E.  :  On  Hyper-even  Numbers  and  on  Fermât  Numbers.  — 
E.-W.  HoBSOK  :  On  the  Uniform  Convergence  of  Fourier's  Séries.  —  E.-B. 
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Elliot  :  On  the  Projective  Geometry  of  a  Binary  Quartic  and  its  Hessian. 

—  L.-E.  DiCK80.f  :  Invariants  of  the  General  Porm  Modolo  2. 

Bendiconti  del  Circolo  Katamatica  di  Palenno,  Direttore  G.-B.  Guccia  ; 
Tome  XXIII,  fasc.  1  et  2.  (!•'  semestre  1907).  —  T.  Levi-Civita  :  Scie 
eleggi  di  resistenza.  —  Emesto  Pascal  :  Sa  di  una  generalizzazione  délie 
forme  differenziali  e  dei  sistemi  corarianti  del  calcolo  differenziale  assolnto. 
Niels  NiELSEïv  :  Sur  la  généralisation  dune  formule  de  Dirichlet.  —  Guido 
FuBiTii  :  Il  principio  di  minimo  e  i  teoremi  di  esistenza  per  i  problemi  al 
contomo  relativi  aile  equazioni  aile  derivate  parziali  d*ordine  pari.  — 
P.  PizzETTi  :  Sulla  questione  deila  più  conveniente  lunghezza  dei  lati  nelle 
triangolazioni  geodetîche. —  Edm.  Landau  :  Ûber  die  Darstellungeiner  ganzen 
Zahls  als  Summe  Yon  Biquadraten.  —  J.-W.  Youifc  :  On  a  Class  of  Discon- 
tinuons (-Groups  Defined  by  Normal  Curves  of  the  FourthOrder  in  a  Space 
of  Four  Dimensions.  —  Cari  Rodenberc  :  Geodâtische  Linien  auf  Polyeder- 
flâchen  (Mit  einem  Anhang  ûber  das  Verhalten  der  Geodâtiscfaen  in  einem 
vielfachen  Punlcte  einer  krummen  Flâche).  —  Edm.  Landau  :  Der  Intégral- 
logarithmus  und  die  Zahlentheorie  (Bemerkungen  zu  dem  Gleichnamigen 
§  39  in  Herrn  Nielsen's  Théorie  des  Integrallogarithmus  und  verwandter 
Transzendenten), —  Alfredo  Capelli  :' Sulla  matrice  di  Sylvester  per  la 
risultante  di  due  funzioni  intere.  —  G.  Vitali  :  SulFintegrazione  per  série. 

—  Adoifo  ViTERBi  :  SuUo  sviluppo  di  alcune  speciali  funzioni  di  una  varia- 
bile  in  série  di  funzioni  sferiche.  —  J.  Lûroth  :  Zur  Transformation  der 
Koordinaten  in  Râumen  konstanter  Krûmmung.  —  U.  Sbrana  :  Le  cOn- 
gruenze  W  con  superficie  média  piana.  —  Henri  Poingaré  :  Les  fonctions 
de  deux  variables  et  la  représentation  conforme,  —  Val.  Cerruti  :  Emesto 
Cesaro;  Commemorazione.  —  U.  Amaldi  :  Sui  complessi  di  rette,  che  am- 
mettono  un  gruppo  continuo  proiettivo.  —  Arnold  Emch  :  The  Configura- 
tions of  the  Points  of  Inflexion  of  a  Plane  Cubic  and  their  Harmonie  Polars. 

—  P.  Pizzetti  :  Confronto  fra  gli  angoli  di  due  triangoli  geodetici di  eguali  lati. 

Sitsangsbarichte  der  Berlinar  mathematischen  Gesellscliaft  —  Fûnfter 

Jahrgang  1906.  —  1  vol.  in-8"  ;  Teubner,  Leipzig. 

Denizot  :  Ueber  das  Foucaultsche  Pendel.  —  Fleck  :  Ueber  die  Darstel- 
lung  ganzer  Zahlen  als  Summen  von  positiven  Kuben  und  als  Summen  von 
Biquadraten  ganzer  Zahlen.  —  Fuchs  :  Ueber  lineare  homogène  Différential- 
gleichungen  dritter  Ordnung  mit  nur  wesentlich  singulâren  Stellen.  — 
GûNTscHE  :  Heronische  Dreiecke  mit  einer  rattonalen  Mitlellinie.  —  Haentz- 
scHEL  :  Ueber  die  Genauigkeit  geometrischer  Konstruktionen. — Hessbnberg: 
Ueber  die  Projektion  des  râumlichen  Punktgitters.  —  Jolles  :  Die  Grund- 
zûge  der  Fokaltheorie  linearer  Strahlenkongruenzen.  —  Kobbe  :  Unter- 
suchung  der  birationalen  Transformationen.  durch  welche  ein  algebrai- 
sches  Gebilde  vom  Range  Eins  in  sich  selbst  ûbergeht,  in  bezugaufihr 
Verhalten  bei  der  Itération.  —  Koppk  :  Die  Kongruenz  x^'^x  (mod.  10*).  — 
Lampe  :  Ueber  angenâherte  Winkelteilungen  mit  Zirkel  und  Lineal.  — 
Meissnbr  :  Ueber  systematische  Fehler  bei  Zehntelschâtzungen.  —  Rothb  : 
Ueber  die  Bekleidung  einer  Oberflârhe  mit  einem  biegsamen  unausdehn- 
baren  Netz.  —  Schafheitlin  :  Die  Lage  der  NuUstellen  der  Besselschen 
Funktionen  zweiter  Art.  —  Skutsch  :  Ein  Apparat  zur  Demonstrationen  des 
astatischen  GleichgewichtF  in  der  Ebene. —  Zûhlke:  Ausfûhrung  elementar- 
geometrischer  Konstruktionen  bei  ungûnstigen  Lageverhdltnissen. 


Digitized  by 


Google 


BULLETIN  BIBLIOGRAPHIQUE  95 

Sitsiittgsbarichte    dar    K.    Âkademie    dar   Wissenschaitan,    Wien.    — 
Math.-Naturw.  Klasse.  CXV.  Band,  1906.  —  Gerold's  Sohn,  Vienne. 

Daublebskt  V.  Sterneck  :  Ueber  die  scheinbare  Form  des  Himmelsge- 
wôlbes  und  die  scheinbare  Grosse  der  Gestirne.  —  Dolezal  :  Das  Problem 
der  sechs  Strahlen  oder  der  sîeben  Puokte  in  der  Photogrammetrie.  — 
T.  u.  P.  Ehrenpest  :  Bemerkung  zur  Théorie  der  Entropie  zunahme  in  der 
«  statistischen  Mecbanik  »  von  M.  Gibbs.  —  Hasenôhkl  :  Zur  Ableitung  des 
mathem.  Ausdruckes  des  zweiten  Hauptsatzes.  —  Landau  :  Ueber  den  Zu- 
sammenhang  einiger  neuerer  Siitze  der  analytischen  Zahlentheorie. —  Mer- 
TENs  :  a)  Ueber  die  Gestalt  der  Wurzeln  einer  Klasse  auflôsbarer  Gleiehun- 
gen,  dereo  Grad  eine  Primzahl  ist.  h)  Ueber  komplexe  Einheiten.  cj  Ueber 
die  Darstelluog  der  Legendre'schen  Symbole  der  biquadratischen.  kubischen 
a.  bikubischen  Reste  durch  Thetareihen.  —  E.  Pick  :  a)  Natiîrliche  Géomé- 
trie ebener  Transformationsgruppen.  b)  Ueber  nirgends  singulâre  lineare 
Differentialgleichungen.  —  A.  Prey  :  Konvergenzuntersuchungen  zum  Ge- 
setze  der  Amplitudenabnahme  bei  Pendelbeobachtungen.  —  Th.  Schmidt  : 
Ueber  kubische  Aufgaben  u.  die  Konstruktive  Behandlung  des  Achsen 
komplexes.  —  Schrutka  v.  Rechtenstamm  :  Ueber  die  Auflôsung  linearer 
Quaternionengleichungen.  —  Stibitz  :  Ein  zum  Normalenproblem  der  El- 
lipse gehôriger  Satz  u.  dessen  konstruktive  Verwendung. —  Tietze  :  Zur 
Analysis  situs  mehr  dimensionaler  Mannigfaltigkeiten. 

ZaiUchrilt  fnr  Mathamatik  and  Physik,  herausgegeben  voo  R.  Mehmke  u. 
G.  RuNGE.  —  54.  Band,  1907,  B.-G.  Teubner,  Leipzig, 
N*»*  1  et  2. —  Wlassoff  :  Polarograph  u.  Konikograph.  —  Mehmke  :  Bemer- 
kungen  zu  dem  vorstehenden  Aufsatz.  —  Eduard  Dolezal  :  Das  Grund- 
problem  der  Photogrammetrie,  seine  rechnerische  und  graphische  Lôsung 
nebst  Fehleruntersuchungen.  —  A.  KalXhne  :  Cher  die  Wut*zeln  einiger 
Zylinderfunktionen  und  gewisser  ans  ihnên  gebildeter  Gleichungen.  —  F. 
Dinobldey  :  Konstruktion  des  Krûmmungsradius  bei  Kurven  mit  der  Glei- 
chung  j  =  cjr"  (polytropischen  Kurven).  —  F.  Schiffuer  :  Bemerkungcn  zn 
der  sogenannten  Petzval-Bedingung  der  photographischen  Optik.  —  R.  Mûl- 
LER  :  Uber  die  Momentanbewegung  eines  starren  ebenen  Systems. —  A.  Som- 
merfeld  :  Ûber  die  Knicksicherheit  der  Stege  von  Walzwerkprofilen.  —  An- 
ton Grûmwald  :  Darstellung  der  Mannheim-Darboux'schen  Umschwungsbe- 
-wegung  eines  starren  Kôrpers. 

N®»  3  et  4.  —  E.  Stûbler  :  Der  Impuis  bei  der  Bewegung  eines  starren 
Kôrpers.  —  C.  Rukge  und  L.  Prandtl  :  Das  Institut  fiir  angewandte  Ma- 
thematik  und  Mecbanik  —  Friedrich  Schillikg  :  Die  Bewegung  in  der  Ebene 
als  Berûhrungstransformation.  —  A.  Sommerfeld  :  Nachtrag  und  Berichti- 
gung  zu  der  Abhandlung:  Ueber  die  Knicksicherheit  der  Stege  von  Walz- 
werkprofilen. —  W.  Laska  et  Fr.  Ulkowski  :  Sur  la  Nomographie.  —  P. 
BoHL  :  Ueber  ein  Dreikôrperproblem.  —  P.  Debye  :  Wirbelstrôme  in  Stâben 
▼on  rechteckigem  Querschnitt.  —  Knrl  Fucus  :  Ein  Nâherungsverfahren  in 
der  Méthode  der  kleinsten  Quadrate.  —  Kleinere  Mitteilungen. 

Zaitachrift  fur  mathamatiachen  a.  natarw.  Untarricht,  herausgegeben  von 
D'  H.  ScHOTTEif.  —38.  Jahrgang,  1907  ;  B.-G.  Teubner,  Leipzig. 

No>  1  à  5.  —  Ph.  Wei.nmeister  :  Unendiichkeitsrechnung  iu  der  Schule. 
-^  Ernst  KuLLRicH  :  Bemerkungen  ûber  die  Figuren  des  mathematischen 
Schulunterrichts. —  K.  Hagge  :  Zur  Théorie  der  einem  Dreieck  eingeschrie- 
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benen  Kreise.  —  Louis  Saalsghûtz  :  Zar  Potenzentwicklung  endlîcher  oder 
unendlicher  Produkte.  —  Emst  Eckbardt  :  Neue  Sàtze  vom  Kreîsviereck 
und  beliebigen  Viereck  and  einfache  Bestîmmung  des  Inhalts.  —  Friedrich 
HoPFNEK  :  Direkte  Acbsenbestimvung  des  Scfaniltes  einer  Ebene  mit  Kegel- 
und  Zylibderflâcben  suf  elementarem  Wege.  —  K.  Haggb  :  Der  Fuhrmanii- 
sche  Kreis  und  der  Brocardsche  Rreis  al  s  Sonderfâlle  etnes  allgemeineren 
Kreises.  —  Milan  Zdelar  :  Bestîmmung  der  Permutationsform  von  gegebe- 
ner  Rangzahl  Q  fur  den  Fall  :  r  =  O.  —  K.  Hacge  :  Die  Berûhrungsaufgabe 
des  Apollonius.  —  Kleinere  Mitteilungen. —  Literarische  Berichle. 

Zeitsclirift  fÔr  das  Realschalweseil,  herausgegeben  von  Em.  Czuber,  Ad. 

Bechtel  und  Mor.  Gloser.  —  XXXII  Jahrg.  1907  ;  Alfr.  Hôlder,  Wien. 

No  5.  —  R.  SuppAffTSCHiTBCH  :  Die  AequipoUenzen  des  Bellavitis  u.  kom- 
plexe  Grôssen. 

No  6.  —  Adr.  AcHiTSCH  :  Eine  Bemerkung  zum  Sinusintegral. 

No  7.  —  J.  Frischauf  :  Zum  Rechnen  mit  unvollstândigen  Zahlen. 

No  8.  —  J.  liisKA  :  Inhalt  eines  Pyramidenstuzes.  —  Adr.  Aghitsch  :  Zur 
Auflôsung  der  Gleichung  m  cos  a  -|~  ^  sin  a  •=.  p, 

N»  9.  —  J.  Pollak:  Zur  Proportionalit&t  am  Kreise.  —  P.  Ermst:  Syn- 
thetischer  Beweis  einiger  Eigenschaften  des  Feuerbach'schen  Kreises. 

S*  Livres  nouveaux: 

Klein,  Wendland*  Bramdl  u.  Harnack.  —  UniTersitât  tind  Schole.  Vor- 
trâge  gehalten  auf  der  Yersammlung  Deutscher  Phllologen  u.  Schulmàn- 
ner  am  25  September  1907  zu  Basel.  Mit  einem  Anhange  :  Yorschlftge  der 
Unterrichts-Kommission  der  Ges.  Deutscher  Naturf.  u.  Aerzte  betreffend 
die  wissensi'haftl.  Ausbildung  der  Lebramtskandidaten  der  Mathematik  u. 
Naturwissenschaften.  —  1  broch.  88  p.  in-8o  ;  M.  50  ;  B.-G.  Teubner, 
Leipzig. 

G.  Bertrand.  —  Sur  ono  fonctioii  déduite  de  la  foncUon  0  de  M.  Âppell. 
Ses  rapports  avec  la  fonction  a  (Thèse).  —  1  broch.  p.  iu-8o,  36p.  ;  Impri- 
merie Kûndig  et  Fils,  Genève. 

G.  Matisse.  —  Le  principe  de  la  consarTation  de  Fassiie  et  sas  applica- 

Cations.  —  1  vol.  iu-8o,  65  p.  ;  2fr.50  ;  Librairie  Ifermann,  Paris. 
A.  Morgenstern.  —  Baitrâge  zur  numerischen  L^snng  der  Gleichongen 

fanfters  Grades  (Thèse).  —  1  broch.  p.  in-8o,  44  p.  ;  Halle  a.  S. 
E.  Mougin.  —  Nouvelles  tables  de  logarithmes  à  l'usage  des  écoles.  — 

1  broch.    in-4o  :  1  fr.  50  ;    chez  l'auteur,  professeur   au  Lycée  de  Roanne 

(Loire). 

J.  H.  Pebk. —La  formule  /3  =  na  interprété^  géométriquement  dans 

l'espace  de  manière  à  prendre  la  forme  d'un  quaternion.  —  1  fasc.  in-S^', 
24  p.  ;  H.  Eisendrath,  Amsterdam. 

M.  Stuyvaert.  —  Cinq  études  de  Géométrie  analytique.  —  Applications 
diverses  de  la  théorie  des  matrices  et  de  l'élimination.  —  1  vol.  in-8o,  230 
p.  ;  6  fr.  ;  van  Goethem,  Gand. 

Encyclopédie  des  sciences  mathématiques  pures  et  appliquées.  Edition 
française  publiée  sous  la  direction  de  J.  Molk.  —  Tome  I  ;  deuxième  vo- 
lume ;  premier  fascicule  :  Les  fonctions  rationnelles;  exposé,  d'après  l'ar- 
ticle allemand  de  E.  Netto  (Giessen)  par  R.  Le  Vavasseur  (Lyon). —  1  fasc. 
de  232  p.  in-8o  ;  Teubner,  Leipzig  ;  Gauthier-Villars,  Paris. 
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Paris.  —  Aubry  CA.).  Beaugency,  Loiret. 
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Enestrôm  (G.).  Stockholm.  —  Ermakof  (WD.),  Kief.  —  Estanave  (Eug.),   Paris. 

Floumoy  (Th.),  Genève.  —  Fontené  (G.|.  Paris.  —  Forsyth  (A.-R.i.  Cambridge.  — 
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(J.),  Budapest. 
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LA  SPHÉRIQUE  NON-EUCLIDIENNE 


Chacun  sait  aujourd'hui,  comme  faisant  partie  des  connais- 
sances générales  issues  de  la  création  de  la  Géométrie  non- 
euclidienne,  que  la  Trigonométrie  sphérique  est  entière- 
ment indépendante  du  postulat  des  parallèles.  Nous  nous 
étonnons  qu'on  se  soit  attardé  à  donner  une  preuve  de  ce  qui 
nous  est  maintenant  si  évident. 

Néanmoins,  le  paragraphe  le  plus  difficile  dans  toutes  les 
Recherches  géométriques  sur  la  Théorie  des  Parallèles^  de 
Lobatcherski,  est-il  peut-être  le  n®  35  qui  conclut  ainsi  : 
Donc  la  Trigonométrie  sphérique  est  indépendante  de  ce  que, 
dans  un  triangle  recliligne.  la  somme  des  trois  angles  est  ou 
n'est  pas  égale  à  deux  angles  droits.  » 

C'est  ainsi  que  se  termine  de  même  le  chapitre  XI  de  ses 
Nouveaux  Eléments  :  «  Par  conséquent,  les  équations  des 
triangles  sphériques  demeurent  les  mêmes,  que  l'angle  de 
parallélisme  soit  supposé  constant  ou  variable.  »  Dans  le 
paragraphe  26  de  la  Science  absolue  de  l'Espace  de  Bolyai, 
la  Trigonométrie  sphérique  est  établie  indépendamment  du 
postulat  des  parallèles. 

Dans  son  espace  non-euclidien,  Bolyai  a  trouvé  une  sur- 
face uniforme  F  dont  la  Géométrie  propre  est  euclidienne; 
sa  droite,  (ou  géodésiquej  est  le  cercle  limite  L.  Lobatchef- 
ski  a  trouvé  la  même  surface,  et  donné  à  F  le  nom  d'horis- 
phère,  à  L  celui  d'horicycle. 

Mais,  pour  si  profond  que  fut  leur  génie,  ils  n'ont  jamais 
mis  en  doute  cette  assertion,  que  trois  points  collinéaires 
étant  donnés,  un  et  un  seul  est  toujours  compris  entre  les 
deux  autres.  Comme  conséquence,  la  droite  était  pour  eux 
d'essence  non  fermée,  et  de  longueur  infinie.  Ainsi,  ils  ne 
placèrent  pas  la   Géométrie  caractéristique  de  la  sphère  au 
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même  rang  que  celle  de  Thorisphère,  et  la  Géométrie  non- 
euclidienne  de  Tespace  fini  demeura  insoupçonnée  d'eux. 

Ni  Tun  ni  Fautre  n'eut  la  conception  que  l'espace  entier 
pouvait  être  fini;  le  cercle  limite,  de  longueur  infinie,  était 
bien  considéré  par  eux  comme  la  droite  de  Thorisphère, 
mais  le  grand  cercle  fini  ne  leur  apparaissait  pas  comme  la 
droite  de  la  sphère. 

Il  était  réservé  à  Riemann  d'émettre  cette  idée  que  la  ligne 
droite,  quoique  illimitée,  pouvait  bien  n'être  pas  nécessai- 
rement infinie,  et  il  en  est  résulté  une  nouvelle  Géométrie 
non-euclidienne,  à  laquelle  nous  donnons  aujourd'hui  son 
nom. 

Beltrami  a  montré  que  dans  l'espace  euclidien  il  peutexis- 
ler  une  surface  dont  une  partie  est  capable  de  représenter 
une  partie  du  plan  de  Bolyai  :  c'est  la  surface  à  courbure 
négative  constante,  \di  pseudosphère .  A  la  vérité,  il  est  impos- 
sible de  représenter  le  plan  entier  de  Bolyai  au  moyen  d'une 
surface  de  Beltrami  privée  de  points  singuliers  ;  néanmoins,  en 
désignant  sous  le  nom  de  pseudosphères  les  surfaces  de  révo- 
lution qui  ont  pour  méridienne  une  tractrice,  ou  courbe  des 
tangentes  égales,  nous  pouvons  dire  que  leur  Géométrie  ca- 
ractéristique est  bolyaienne. 

Récemment,  cette  manière  de  voir  a  été  confirmée  et 
complétée  par  le  beau  Théorème  de  Barbarin  :  Chacun  des 
trois  espaces  euclidien,  bolyaien,  riemannien  renferme  des 
surfaces  à  courbure  constante  dont  les  lignes  géodésiques  ont 
les  propriétés  métriques  des  droites  des  trois  espaces.  Ces  sur- 
faces sont  : 

1**  Les  canaux  ou  surfaces  équidistanles  d'une  droite; 
quand  l'équidistance  devient  infinie,  ils  se  transforment  en 
horisphères  :  (Géométrie  caractéristique,  euclidienne). 

2**  les  pseudosphères,  ((îéométrie  caractéristique,  bo- 
lyaienne.) 

.T  les  sphères  (Géométrie  caractéristique,  riemannienne). 

En  1879,  Killing  a  rendu  claire  la  distinction  entre  l'es- 
pace riemannien  et  ce  qu'il  a  appelé  alors  sa  forme  polaire, 
aussi  désignée  pas  Klein  sous  le  nom  d'espace  simplement 
elliptique.  Celte  forme,  pense  Killing,  a  entièrement  échappé 
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à  Riemann,  comme  elle  avait  aussi  échappé  à  Helmhollz,  on  le 
sait,  lorsque,  aux  environs  de  1876,  il  reproduisait  encore  ce 
vieux  mais  inexact  théorème  que,  dans  un  espace  à  courbure 
positive  constante,  deux  lignes  géodésiques  qui  se  rencon- 
trent généralement  doivent  nécessairement  avoir  deux  points 
communs.  Klein  appelle  sphérique  un  espace  à  courbure  po- 
sitive qui  jouit  de  cette  propriété  pour  le  distinguer,  par  op- 
position, de  l'espace  simplement  elliptique,  dans  lequel  le 
postulat  de  détermination  de  la  droile  par  deux  points  ne 
souffre  aucune  exception. 

Killing  est  aussi  le  premier  qui  a  montré  que,  en  outre  des 
espaces  euclidien,  bolyaien  et  simplement  elliptique,  l'espace 
sphérique  ou  anciennenient  riemannien  est  le  seul  qui  puisse 
dans  son  entier  se  mouvoir  librement  sur  lui-même.  Il  y  a  en 
abondance  des  exemples  où  la  libre  mobilité  des  figures  n'a 
iieu  qu'autant  que  les  dimensions  de  ces  figures  ne  dépassent 
pas  un  certain  degré;  ily  a  des  séries  d'espaces  topologique- 
ment  discernables  et  qui  en  des  parties  limitées  ou  simplement 
connexes  sont  euclidiens,  bolyaiens,  simplement  elliptiques. 
D'ailleurs  il  est  prouvé  aujourd'hui,  en  ce  qui  concerne  les 
surfaces  a  courbure  positive  constante,  auxquelles  la  Géo- 
métrie riemannienne  s'applique,  qu'à  part  la  sphère,  il 
n'existe  pas  d'autre  surface  fermée  de  cette  sorte.  La  sphère 
est  la  seule  surface  fermée,  à  courbure  positive  constante, 
et  exempte  de  singularités*. 

Tout  cela  accuse  avec  une  grande  intensité  l'importance 
de  Tétude  de  la  surface  sphérique  :  Sphérique  à  deux  dimen- 
sions, Sphérique  pure,  Sphérique  intrinsèque,  Sphérique 
riemannienne,  Sphérique  doublement  elliptique,  Sphérique 
non-euclidienne.  Heureusement,  même  dans  l'éducation 
générale,  une  place  a  été  réservée  à  ce  nouveau  personnage. 
Tous  les  théorèmes  de  ce  qu'on  nomme  la  «  Géométrie  so- 
lide »  des  Ecoles  ayant  trait  seulement  à  la  surface  de  la 
sphère,  tous  ceux  que  l'on  obtient  par  l'usage  du  postulat 
des  parallèles  en  tirant   des  lignes  à   travers  le  globe  qui. 


^  Voir  par  exemple  Hildrkt,  Grundlagen  der  Géométrie,  p.  172-175:  Likumann,  Eine  neue 
Eigensihaft der  Kugel,  (Gott.  Nachrichten)  1899,  p.  ^4-54;  Lutkkmeykh,  Ueberden  analytischrn 
Charakter  der  Intégrale^  Gôlt.,  1902  ;  Holmc.rrn,  Sur  les  surfaces  à  courbure  constante.  Comptes 
rendus,  1902,  p.  840-843. 
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il<^ths  Va  Géométrie  euclidienne,  est  à  l'intérieur  de  la  sphère, 
(considérée  en  fait  comme  la  couverture  de  ce  globe,  et  par 
roiiBôquent  comme  entité  géométrique  à  trois  dimensions, 
étendue  d'une  infinité  de  manières  dans  trois  directions, 
Ions  f'es  théorèmes,  dis-je,  ne  sont  en  réalité  que  des  pro- 
ponitions  se  rapportant  à  cet  être  plus  simple  et  diversement 
fini  (prest  la  sphère,  n'ayant  aucune  relation  de  dépendance 
îiver  fa  droite,  le  plan,  l'espace  euclidiens.  Il  est  donc  parfai- 
lenitMit  évident  que  ces  théorèmes  doivent  être  entièrement 
développés  au  moyen  des  seuls  axiomes  qui  caractérisent  la 
^ph»*re, 

lyailieurs.  il  n'est  pas  tout  à  fait  inutile  d'avoir  recours  à 
celte  conception  ordinaire  qui  consiste  à  faire  de  la  sphère 
une  enveloppe;  en  effet,  pour  employer  la  terminologie  de 
fiotre  intuition  euclidienne,  si  nous  détachons  d'un  globe  la 
surface  qui  le  recouvre,  tout  autre  surface  sur  laquelle  nous 
pouvons  appliquer  la  première  par  flexion  simple  sans  exten- 
siioîi  fst  une  surface  doublement  elliptique,  une  surface  à 
courbure  posilive  constante,  avec  la  même  Géométrie  propre. 
Ht  h  notion  vulgaire  du  libre  mouvement  des  figures  peut  y 
subsister;  toutefois,  cette  surface  n'est  plus  exempte  de  sin- 
gularilés,  car  il  lui  en  est  née  une  quelque  part. 

Puup  éclaircir  en  langage  plus  ordinaire  le  sens  des  pro- 
priétés intrinsèques  de  la  sphère,  prenons  le  cercle,  c'est-à- 
dire  la  courbe  fermée  qui  peut  glisser  et  se  mouvoir  entiè- 
renu^nt  le  long  d'elle-même.  Elle  apparaft  sur  le  plan  eucli- 
dietK  bolyaien  ou  riemannienavec  des  propriétés  intrinsèques 
identi(|ues;  mais,  à  considérer  son  rayon,  elle  se  différencie 
^\\r  rhacun  des  trois  plans.  La  circonférence  du  cercle  est 
«■^ab%  sur  le  plan  euclidien,  au  produit  du  rayon  par  27r,  ou 
2ïrll:  sur  la  sphère  elle  est  moindre  que  ce  produit,  et  sur  la 
|isen<îosphère  elle  est  plus  grande.  Or,  ce  sont  précisément 
1rs  ]it  opriétés  intrinsèques  de  la  sphère  que  nous  avons  besoin 
d'cluilier.  Puisqu'elles  sont  entièrement  indépendantes  du 
postulat  des  parallèles,  la  Sphérique  la  plus  simple  doit  être 
unn-i-uclidienne. 

Lb  notion  familière  que  les  étudiants  ont  de  la  sphère 
i^omuic  enveloppe  d'un  globe,  sous  son  vieil  aspect  eucli- 
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dien,  est  aussi  un  avantage  qui,  d'accord  avec  tous  les 
besoins  que  nous  avons  d'introduire  dans  l'étude  de  la  Géo- 
métrie de  nouvelles  voies,  décide  en  faveur  de  la  Sphérique 
intrinsèque  à  Tencontre  d'une  planimétrie  simplement  ellip- 
tique, avec  son  plan  unilatère  sur  lequel  nous  pouvons  si 
étrangement  passer  d'une  face  sur  l'autre  sans  le  traverser. 
Dans  la  Sphérique,  nous  avons  des  matériaux  familiers  à  pré*- 
senter  sous  un  nouveau  jour,  avec  de  nouvelles  méthodes 
grâce  auxquelles  il  sera  acquis  qu'on  peut  les  obtenir  aussi 
comme  conquêtes  analogues  faites  dans  des  domaines  moins 
connus. 

Quand,  au  lieu  d'établir  les  théorèmes  sur  les  angles  polyè- 
dres et  de  les  transporter  par  section  dans  la  Géométrie  sphé- 
rique, nous  cherchons  à  réaliser  les  théorèmes  des  angloïdes, 
en  les  considérant  comme  découlant  déjà  des  propriétés  les 
plus  simples  de  la  sphère,  nous  mettons  cette  théorie  en  pra- 
tique. Combien  est-il  important,  combien  est-il  instructif  de 
mettre  en  lumière  les  axiomes  fondamentaux  qui  donnent 
par  la  logique  pure  toutes  les  relations  des  figures  sphéri- 
ques,  et  d'en  voir  surgir  dans  son  entier  développement  le 
système  familier  des  théorèmes  qui  constituent  depuis  si 
longtemps  la  (jéométrie  sphérique  ! 

La  vieille  ligne  droite,  Tancien  grand  cercle  se  dissipent, 
s'évanouissent,  et  à  leur  place  nous  trouvons  la  recle  *,  à 
laquelle  s'applique  maintenant  Tancienne  définition  de  la 
ligne  droite,  «une  ligne  traversant  l'espace  entier  de  sorte 
qu'une  partie  quelconque  de  cet  espace  située  le  long  d'une 
portion  de  cette  ligne  puisse  venir  coïncider  avec  chacun 
des  côtés  d'une  autre  partie  quelconque.  »  En  termes  vul- 
gaires, la  recte  ne  dévie  ni  à  droite  ni  à  gauche  tant  que  l'on 
ne  quitte  pas  la  sphère. 

Mais  le  mouvement  ne  peut  jamais  être  regardé  comme 
notion  fondamentale,  et  ce  sont  en  réalité  les  axiomes  qui 


^  Kott  du  tradÊtcUur.  M.  Bruce  Halsted  a  employé  ici  le  terme  de  Straightest  qui  est  le 
superlatif  gramauitical  de  Tadjectif  anglais  Straight  signifiant  droit  ou  droite.  Dins  Tim- 
possibilité  de  trouTor  en  français  un  mot  équivalent  à  ce  néologisme,  nous  avons  pris  la  liberté 
de  le  créer,  ce  dont  nous  nous  excusons,  en  francisant  le  mot  latin  qui  a  la  même  significa- 
tion. 

Voir  l'ouvrage  de  M.  E.  Halstbd,  Rational  Gkomrtry,  chap.  XV,  Pure  Spheries,  p.  212 
«t  suiv. 
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créent  Tespace.  Il  y  a  une  entité  gométrique  au-dessus  même 
de  la  recte,  le  point;  c'est  la  relation  entre  la  recte  et  le  point 
qui  différencie  la  Sphérique  de  la  Géométrie  simplement 
elliptique.  «  La  droite,»  dit  Mansion,  «  est  la  ligne  déter- 
minée par  deux  quelconques  de  ses  points  sudisamment  rap- 
prochés. »  Mais  que  signifient  ces  mots  :  «  suflisamment 
rapprochés  ?  » 

Ce  n'est  que  vers  1877  que  j'ai  pu  résoudre  ces  difficultés 
en  établissant  le  système  de  la  Géométrie  sphérique  sur  la 
base  d'axiomes  qui  n'expriment  que  les  relations  fondamen- 
tales entre  points  et  rectes.  L'emploi  du  terme  recte  pour 
désigner  la  droite  sphérique  est  une  garantie  de  clarté.  Le 
mot  ligne  a  toujours  été  employé  pour  désigner  le  genre 
dans  lequel  la  courbe  représente  l'espèce,  et  depuis  quelque 
temps  nous  avons  vu  apparaître  des  courbes  si  déconcer- 
tantes et  des  lignes  si  étonnamment  compliquées  que  la  no- 
tion générale  de  ligne  ne  pourrait  plus  désormais  trouver  sa 
place  dans  les  Eléments.  Points  et  rectes  sont  sciemment 
acceptés  comme  éléments  auxquels  des  postulats  spécifiques 
donnent  la  précision  requise.  Pour  éviter  d'avance  toute  con- 
troverse, on  ne  doit  réserver  le  mot  définition  que  pour 
exprimer  une  possibilité  de  substituer  un  terme  ou  un  sym- 
bole simple  «T  des  termes  ou  à  des  symboles  plus  compli- 
qués. 

x\u  lieu  de  la  définition  de  Mansion,  nous  aurons  alors  ce 
(jue  je  préfère  appeler  un  axiome  d*association  : 

h  A  chaque  point  de  la  sphère  en  correspond  toujours  un  et 
un  seul  qui  avec  le  premier  ne  détermine  pas  une  recte. 

Nous  appellerons  ce  second  point  Vopposé  du  premier. 

Après  trois  nouveaux  axiomes  ajoutés  au  précédent  ^  nous 
arrivons  à  une  question  vraiment  fondamentale  et  très  com- 
plexe, c'est-à-dire  à  Tarrangement  d'une  sorte  d'éléments 
avec  l'autre. 

Le  mot  «  ordre  »  est  si  commun  que  nous  n'avons  pas  cons- 


1  Ces  trois  axiomes  sont  développés  daDS  loiivrage  de  M.  Haï  stki>,  Rati^nal  Gcometty 
p.  21*2-213  sons  les  énoncés  suivants: 

h  Toute  recte  qui  passe  par  un  point  passe  par  son  opposé. 

It  Deux  poinls  non  opposés  d'une  recte  la  déterminent  complètement,  et  sur  toute  recte  il  y  a 
au  moins  deux  points  non  opposés. 

Ï4  II  //  a  au  moins  trois  points  non  situés  sur  une  même  recte. 
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cicnce  de  sa  complexité.  Quelle  différence  y  a-t-il  entre  AB 
et  BA  ?  Cette  notion  ne  renferme-t-elle  pas  un  troisième, 
peut-être  même  un  quatrième  sens?  De  deux  instants  dans 
la  durée,  Tun  peul-il  venir  d'abord  et  Tautre  ensuite  sans  que 
nous  concevions  également  l'idée  d*un  passé  ?  Peut-il  y  avoir 
un  présent  et  un  futur  sans  la  conception  d'un  passé?  Pour 
atteindre. le  futur,  ne  faut-il  pas  traiter  le  présent  comme  un 
passé  ?  En  mettant  de  côté  leur  relation  avec  un  segment  ou 
un  vecteur,  qui  n*est  en  vérité  que  le  temps  même,  existe-t- 
il  quelque  différence  entre  le  couple  de  points  A,  B  et  le  cou- 
ple de  points  B,  A  ?  Etant  donnés  non  des  éléments,  mais 
des  points,  et  trois  points  seulement,  peut-il  y  avoir  entre 
ces  trois  points  une  relation  nommée  «ordre  »  ? 

Lorsque  les  trois  points  A,  B  et  C  appartiennent  seuls  à 
un  certain  parcours,  on  peut  dire  qu'ils  ont  un  ordre  ou  n'en 
ont  pas  selon  que  le  parcours  est  ouvert  ou  fermé.  Quand 
ils  ont  un  ordre,  on  peut  avoir 

ABC  avec  CBA  , 
uu 

ACH  avec  BCA  . 
ou 

bac:  avec  CAB  , 

suivant  la  nature  du  parcours. 

Or,  il  existe  une  Géométrie  particulière,  purement  qualita- 
tive, qui  ne  fait  usage  ni  de  la  notion  de  droite  ni  de  celle  de 
plan,  mais  seulement  des  notions  de  ligne  et  surfare.  On  Ta 
appelée  Analysis situs.  L'ordre  y  subsiste  pourtant. 

N'est-il  donc  pas  possible  que,  sans  rien  perdre  de  sa  géné- 
ralité. Tordre  soit  subjectif  à  l'idée  de  droite?  En  ce  cas,  il 
sera  plus  simple  et  plus  certain,  plus  exact  et  plus  commode 
de  nous  dégager  de  l'idée  générale  d'ordre  pour  arriver  à 
une  idée  plus  spécifique  que  nous  entendons  appliquer  uni- 
quement aux  points  d'une  droite  ou  d'une  recte.  Nous  expri- 
mons avantageusement  cette  idée  par  le  terme  nouveau  de 
situation  entre  (betweenness). 

En  1899,  Hilbert  a  mis  en  lumière  l'imporlance  du  mot 
entre  pour  désigner  l'arrangement  des  points  d'une   même 
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(Iruile  '.  Son  argumentation  a  été  extrêmement  simplifiée  par 
rnoïi  élève  R.-L.  Moore  qui  a  prouvé  d'une  façon  élégante 
{\\i\i  le  dernier  de  ses  axiomes  était  inutile  et  surabondant*. 
MmÎs  le  problème  des  points  d'une  recte  est  beaucoup  plus 
diUirile.  Trois  termes  ne  peuvent  pas  avoir  un  ordre  circu- 
laire, et  dire  que  de  trois  points  d'un  cercle  chacun  est  entre 
Irs  deux  autres,  c'est  dénaturer  le  sens  du  mol  <t  entre.  » 

De  là  cette  remarque  inusitée,  qu'un  point  quoique  nepar- 
lagtvint  pas  une  recte  en  deux  segments,  en  fait  pourtant  un 
seul  morceau  sur  lequel  les  points  sont  rangés  dans  un  ordre 
naturel,  c'est-à-dire  que  les  mots  «suit,»  «précède,»  «se 
trouve  entre  »  leur  sont  applicables. 

La  grande  valeur  pratique  de  la  «  situation  entre  »  est  que, 
dès  tju'on  sait  qu'un  point  est  entre  deux  points,  il  est  par 
cela  même  situé  sur  une  recte  particulière  donnée.  Mais  si 
nous  acceptons  le  terme  «entre  »  dans  le  sens  dénaturé  dont 
il  a  été  question  plus  haut,  dire  que  B  est  entre  A  et  C  ne 
Higriiliera  absolument  rien,  puisque  quand  A  et  C  sont 
njijmsés,  tout  autre  point  de  la  sphère  est  avec  eux  sur 
(iiH^   même  recte,  et,  dans  le  sens  dénaturé,  entre  eux. 

il  en  résulte  doue  que  les  tout  premiers  de  nos  axiomes 
de  situation  sur  la  sphère,  pour  spécifier  comment  on  doit 
atï|jliquer  le  terme  «entre»  aux  points  d'une  recte  tracée 
siN'  celle  surface,  doivent  être  les  suivants  : 

Ih  Aucun  point  nesl  entre  deux  opposés, 

l]eti  est  complété  par  : 

lis  Aucun  point  n*est  entre  son  opposé  et  un  troisième  point 
t/ncii'onque. 

I  la  Entre  deux  points  quelconques  non  opposés  il  y  a  tou- 
jours un  troisième  point, 

I£ri  poussant  ce  système  jusqu'au  bout,  nous  avons  une 
«silnation  entre»  dont  on  peut  (aire  emploi,  par  exemple, 
dans  la  définition  suivante  : 

Doux  points  A  et  B  non  opposés  sur  une  recte  a  forment 
re  i|ue  nous  appelerons  un  segment,  désigné  par  AB  ou  BA. 
Les  points  situés  entre  A  et  B  sont  dits  points  du  segment 


*  f-ondiiments  de  la  Géométrie,  axiomes  de  l'ordre. 

*  Voir;  national  Geometry,  appendix  I.  p.  253-256. 
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AB  OU  situés  à  ^intérieur  du  segment  AB.  Les  autres  points 
de  ia  recte  a  sont  dits  situés  hors  du  segment.  Les  points 
A  et  B  sont  les  extrémités  du  segment. 

Les  axiomes  du  groupe  suivant  concernent  la  congruence. 

Les  géomètres  inexpérimentés  croient  que  Ton  peut  épui- 
ser brièvement  ce  sujet  de  la  manière  que  voici  : 

Définition  :  Les  figures  géométriques  qui  peuvent  être 
transportées  Tune  sur  l'autre  par  mouvement  sans  déforma- 
lion  sont  dites  congruentes(=) . 

Théorème.  Un  segment  est  congruent  à  lui-même  retourné. 

Démonstration.  Le  point  A  peut-être  appliqué  sur  le  point 
B,  et  la  direction  AB  appliquée  sur  la  direction  BA;  alors  le 
point  B  tombe  sur  le  point  A,  car  sMl  en  était  autrement,  la 
partie  serait  congruente  au  tout. 

Mais  ce  raisonnement  est  entièrement  inadmissible.  Définir 
la  congruence  par  le  mouvement  rigide  est  faux  et  trompeur, 
car  la  notion  de  mouvement  rigide  enveloppe,  renferme  et 
emploie  l'idée  de  congruence.  Nous  devons,  au  contraire 
baser  le  concept  de  mouvement  sur  Tidée  de  congruence, 
asseoir  la  notion  du  mouvement  sur  les  axiomes  de  con- 
gruence. 

Un  homme  dont  on  a  dit  :  «  Ce  fut  de  beaucoup  le  plus 
éminent  Américain  de  la  période  coloniale,  soit  que  nous 
considérions  l'influence  de  ses  travaux  et  de  ses  opinions  sur 
ses  contemporains  dans  son  propre  pays,  et  leur  lointaine 
diffusion  dans  les  autres,  soit  que  nous  ayons  égard  à  la 
survivance  de  prestige  et  d'autorité  qui  perpétue  encore  son 
nom  et  sa  mémoire,  »  Jonathan  Edwards,  qui  mourut  prési- 
dent de  Princeton,  s'exprime  ainsi  : 

«  Le  mouvement  est  l'ensemble  des  positions  successives 
d'un  corps  dans  toutes  les  parties  immédiatement  conligues 
d'une  distance  quelconque,  sans  que  ce  corps  continue  à 
demeurer  pendant  un  temps  quelconque  dans  aucune  d'entre 
elles.  » 

Le  substratum  géométrique  du  mouvement  est  ainsi  la 
préexistence  d'une  série  de  figures  congruentes.  Donc,  le 
mouvement  d'un  corps  rigide  suppose  préalablement  la  con- 
gruence. 
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De  plus  nous  ne  devons  pas  employer  Tidée  importune  de 
«direction.»  Sur  le  plan,  cette  idée  même  suppose  la  théorie 
enlière  des  parallèles.  Sur  la  sphère,  deux  rectes  n'ont  ja- 
mais la  même  direction  puisqu'elles  ne  sont  point  parallèles, 
et  pourtant  elles  ont  toutes  deux  la  môme  direction  puis- 
qu'elles joignent  un  même  point  à  un  même  point.  On  ne  ga- 
gne rien  en  convenant  d'appeler  direction  un  rayon.  De  telle 
sorte  que  la  congruence,  dont  l'idée  va  être  précisée  par  des 
axiomes,  doit  précéder  le  mouvement.  Mais  justement  ici 
Ton  peut  l'aire  une  simplification  inattendue  et  encore  in- 
soupçonnée. 

Dans  son  premier  axiome  de  congruence,  (IIIi) ,  Hilbert 
énonce  explicitement  ceci  :  Tout  segment  est  congruent  à  lui- 
même,  c'est-à-dire  que  Von  a  AB  =  AB.  Cet  axiome  est  aujour- 
d'hui superflu,  ainsi  que  l'élait  l'axiome  IIU  de  Hilbert.  C'est 
une  proposition  démontrable.  La  démonsiralion  suivante  est 
due  à  R.-L.  Moore. 

AXIOMKS    DE    CONGRUENCE. 

m  1.  Si  A  diffère  de  B  et  A'  diffère  de  C  Al  y  a  sur  le 
rayon  A*  C  un  point  et  un  seul  B'  tel  que  AB  =:  A' B'  . 

m  2.  SiAB  =  A'  B'  etA'B'  =  A"  B""  ,  on  a  AB  =  A" B"  . 

III  :$.  Si  B  est  entre  A  et  6%  et  B'  entre  A'  et  C  .  et  que 
AB  =  A'B' ,  BC  =  «'  C  ,  on  a  AC  =  A' C  . 

Lemme.  —  Si  B  et  C  sont  sur  le  rayon  AD ,  B'  et  C  sur  le 
rayon  AD'  ,  et  que  AB  =  A'  B'  et  AC  —  A' C  ,  B  étant  dif- 
férent de  C ,  B'  est  différent  de  C  . 

Démonstration.  D'après  l'axiome  de  situation,  l'un  des 
points  B  ou  C  doit  être  entre  A  et  l'autre  point  ;  admettons 
que  ce  soit  B  .  Alors  il  y  a  en  vertu  de  III  1  un  point  C  tel 
que  B'  se  trouve  entre  A'  et  C"  ,  et  que  l'on  a  BG  =  B'C"  . 
Mais,  de  111  3  on  tire  également  AC  =  A'C"  ,  et  comme 
par  hypothèse  AC  =  A'C  il  en  résulte  d'après  III 1  que  C  est 
confondu  avec  C"  .  Puisque  B'  est  entre  A'  et  C"  ,  C"  diffère 
de  B'  ;  doue  C  diffère  de  B'  . 

Théorème.  —  AB  est  congruent  à  AB  . 

Démonstration.  Si  AB  est  un  segment  quelconque,  il  y  a 
d'après  III  1  un  point  B'  du  rayon  AB  tel  que  AB  =  AB'  , 
et   un    point    B"  du    même    rayon  tel   que   AB'  =  AB"  .   De 
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AB  =  AB'  et  de  AB'  =  AB"  nous  déduisons  donc,  en  vertu 
de  III  2  ,  AB  =  AB"  .  II  en  résulte,  d'après  III  1,  que  B" 
est  confondu  avec  B'. 

Puisque  AB'  =  AB"  ,  nous  avons  alors  AB'  =  AB'  ,  en 
même  temps  que  AB  =  AB'  ,  et  comme  d'après  le  lenime, 
si  B'  différait  de  B,  B'  différerait  de  B' ce  qui  est  impossible, 
B'  coïncide  avec  B  .  Donc  enfin  AB  est  congruent  à  AB  . 

Cette  démonstration  est  extrêmement  instructive;  elle  fait 
voir  jusqu'à  quel  point  est  justifié  le  bannissement  du  mot 
axiome  de  la  Géométrie  rationnelle.  Ce  n'est  qu'en  raison- 
nant de  la  sorte  que  Ton  parvient  à  établir  entièrement  ce 
(ju'est  en  réalité  une  preuve  géométrique,  et  que  Ton  arrive 
à  une  compréhension  parfaitement  précise  de  ce  que  les 
axiomes  contiennent  actuellement.  II  vaudrait  toutefois 
mieux,  dans  un  Traité  didactique  élémentaire,  écarter  quel- 
<|ues-unes  de  ces  très  délicates  et  laborieuses  démonstra- 
tions, et  en  exprimer  les  résultats  sous  forme  de  postulats 
non  nécessaires,  mais  commodes. 

Nous  définissons  maintenant  l'angle  comme  l'ensemble  de 
deux  rayons  issus  d'un  point  commun;  nous  posons  alors 
l'axiome  : 

IIU  D*un  côté  donné  d'un  rayon  donné  il  y  a  un  et  un 
seul  angle  congruent  à  un  angle  donné. 

Ensuite,  au  lieu  de  formuler  comme  axiomes  de  congru- 
ence  les  deux  propositions  que  voici, 

IIIo  .  Deux  angles  congruents  à  un  même  angle  le  sont 
Cun  à  l'autre^  et, 

IIU  .  (Euclide  I,  4i  , 

Nous  prouvons  ces  axiomes  comme  des  théorèmes  en  dé- 
finissant la  congruence  des  angles  dans  les  mêmes  termes 
que  celle  des  segments  et  admettant  : 

IIIs.  (Euclide,  I,  8)  Si  A^B  et  C  ne  sont  pas  sur  une  même 
droite,  ainsi  que  A\  B'  et  C\  si  Cest  entre  B  et  D  ,  et  C  entre 
B'  et  D'  ,  et  que  l'on  ait  AB  =  A' B'  ,  BC  =  B' C  ,  CA  =  C  A' 
et  BD  =  BU,  on  a  aussi  AD  =  A' D' . 

En  lui-même,  un  couple  de  points  est  non  seulement  dénué 
d'ordre,  mais  même  ne  possède  aucun  sens.  Au  contraire, 
un  couple  de  points  pris  sur  une  recte,  c'est-à-dire  un  seg- 
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ment  de  celte  recte  a  un  sens,  et  la  congruence  AB  =  BAdoit 
être  démontrée  ou  admise  comme  axiome.  On  peut  l'admettre 
sans  introduire  aucune  divergence  entre  le  vieux  concept  de 
superposition  et  le  concept  plus  fondamental  de  congruence. 
AB  se  superpose  à  BA  par  une  demi-rotation  autour  de  leur 
point  milieu  commun. 

Sur  la  sphère,  un  angle  ou  la  figure  formée  par  deux  rayons 
issus  du  même  point  initial,  a  un  sens;  mais  au  moins  main- 
tenant devons-nous  faire  une  distinction  entre  les  mots  con- 
gruent  et  superposable. 

Le  mouvement  analogue  de  la  demi-révolution  d'un  seg- 
me-nt  autour  de  son  milieu  est  la  demi-révolution  d'un  angle 
autour  de  son  rayon  bissecteur.  Quand  deux  figures  du  plan 
sont  symétriques  vis-à-vis  d'un  centre,  chacune  peut  être 
amenée  en  coïncidence  avec  l'autre  par  une  rotation  de  180 
degrés  effectuée  dans  le  plan  autour  de  ce  centre.  Ceci  sub- 
siste lorsqu'au  lieu  de  «  plan  »  on  dit  «  sphère  ;  »  un  segment 
de  recte  AB  et  son  inverse  BA  sont  de  telles  figures,  elles 
sont  symétriques  par  rapport  à  leur  commun  milieu. 

Quand  deux  figures  sont  symétriques  par  rapport  à  un 
axe  dans  le  plan,  on  peut  les  faire  coïncider  en  pliant  le  plan 
suivant  l'axe,  mais  non  plus  par  un  glissement  quelconque  le 
long  de  ce  plan.  Pour  les  amener  en  superposition,  il  faut 
faire  tourner  Tune  autour  de  l'axe  de  symétrie  en  effectuant 
une  demi-révolution  du  plan.  C'est  dire  que  pour  cette  opé- 
ration, il  faut  employer  la  troisième  dimension  de  l'espace; 
la  congruence  de  ces  figures  est  donc  basée  sur  la  propriété 
qui  fait  que  les  deux  côtés  du  plan  sont  également  indiscerna- 
bles, et  qu'un  plan  est  entièrement  superposable  à  lui-même 
après  retournement.  Cette  opération,  qui  consiste  à  plier  le 
long  d'une  ligne,  ne  peut  trouver  de  place  dans  une  Géomé- 
trie strictement  à  deux  dimensions;  et,  puisque  nous  som- 
mes en  Sphérique,  c'est-à-dire  en  Géométrie  à  trois  dimen- 
sions, nous  devrons  dire  que  la  surface  externe  de  la  sphère 
étant  convexe,  tandis  que  la  .face  interne  est  concave,  une 
partie  de  cette  surface,  après  avoir  été  retournée,  ne  viendra 
pas  se  superposer  à  sa  symétrique,  mais  seulement  la  tou- 
cher en  un  point  unique. 
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Ainsi,  deux  figures  qui  sur  la  sphère  sont  symétriques 
par  rapport  à  un  axe  ne  peuvent  pas  être  amenées  à  coïnci- 
der :  appelons-les  désormais  symétriques  tout  court,  et  dési- 
gnons-les par  la  notation  .  |  . 

Un  angle  sphérique  et  son  inverse  <)  (A,  k)  et  <)  (A*,  h)  ne 
sont  pas  symétriques  par  rapport  à  un  centre  et  ne  peuvent 
être  superposés. 

Nous  adopterons  cette  définition  :  Un  angle  est  dit  symé- 
trique d'un  autre  quand  il  est  congruent  à  Tinverse  de  ce 
dernier;  soit  <)  (A, À:)  .  1 .  <)  (^\^')  quand  <)  [h,k^  =  <5  (M'-,^)  • 
Alors,  de  <)  (h,k)  =  <)  (A,â:j  il  résulte  <)  (A,  Aj  .  I  .  <:5  (Ar,A)  . 
Mais  ces  deux  derniers  angles  ne  sont  pas  superposables  et 
ne  peuvent  coïncider. 

Pour  ceux  qui  ont  fait  de  la  superposition  idéale  la  base  et 
le  critérium  de  la  congruence,  le  fait  qu'un  angle  sphérique 
ne  peut  d'aucune  manière  être  superposé  à  son  inverse  crée 
une  différence  radicale  entre  leur  conception  de  la  Géométrie 
sphérique  et  la  conception  familière  de  la  Géométrie  plane. 

Un  axiome  de  continuité  pourrait  nous  aider  à  prouver  la 
proposition  suivante  :  A  ^intérieur  de  l'angle  <^  (h^  k)  ri  y  a 
an  rayon  l  et  un  seul  tel  que  <)  ;//,/;  =  <)  (/, /r)  ;  mais  il  res- 
terait à  identifier  ce  rayon  avec  le  rayon  l'  tel  que  <)  i/c, /')  = 
<^  il'  ,h).  On  pourrait  décomposer  quelques  théorèmes,  par 
exemple  celui-ci  : 

Théorème.  Deux  angles  droits  sont  à  la  fois  congruenls 
et  symétriques. 

Mais,  puisque  la  congruence  ne  dépend  en  aucune  façon 
du  concept  subséquent  de  mouvement,  rien  de  [dus  simple 
que  d'admettre  <^  (A,  A)  =  <)  (A,  A)  . 

Les  trois  points  qui  déterminent  un  triangle  n'ont  ni  ordre 
ni  situation  entre,  dans  le  sens  spécifique,  car  il  pourrait  se 
faire  que  deux  d'entre  eux  eussent  un  caractère  propre  et  le 
troisième  un  caractère  différent;  mais,  en  tant  que  triade  de 
segments,  un  triangle  possède  un  Umlaufssinn,  ou  un  sens 
de  permutation  individuel. 

Si  la  congruence  des  segments  est  liée  à  celle  des  angles 
par  un  axiome  des  triangles,  c'est-à-dire  si  elle  est  restreinte 
aux  triangles  qui  ont  le  même  sens  de  permutation,  cela  ne 
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nous  donne  pas  la  congruence  des  angles  à  la  base  dans  le 
triangle  isocèle;  pour  y  parvenir,  il  est  nécessaire,  en  ce  cas, 
d'y  ajoindre  un  ou  deux  axiomes  de  continuité. 

Nous  voyons  ainsi  qu*en  outre  de  la  symétrie  d'espace  à 
une  dimension  impliquée  par  la  congruence  des  segments 
et  des  angles  avec  leurs  inverses,  il  y  a  une  symélrie  totale- 
ment différente  d'espace  à  deux  dimensions.  Ceci  n'est  pas 
généralement  admis  dans  Tétude  ordinaire  de  la  Géométrie 
plane,  puisqu'un  triangle  peut  avoir  son  tour  de  permutation 
changé  quand  on  le  retourne  sur  lui-même  dans  l'espace  à 
(rois  dimensions.  En  Sphérique,  ce  retournement  est  impos- 
sible, si  bien  que,  quoique  cette  symétrie  d'espace  à  deux 
dimensions  soit  implicitement  renfermée  dans  la  non-indi- 
cation d'un  sens  de  circulation  pour  les  triangles,  il  est  pour- 
tant d'usage  de  la  signaler  expressément  en  distîguant  entre 
les  triangles  congruents  et  les  triangles  symétriques. 

Si  cette  distinction  avait  été  faite  plus  haut  nommément 
pour  les  angles,  nous  aurions  pu  l'employer  dans  la  défini- 
tion que  voici  :  Deux  triangles  sont  appelés  symétriques 
quand  leurs  côtés  correspondants  sont  congruents  et  leurs 
angles  correspondants  sont  symétriques.  Mais  on  obtient  une 
définition  peut-être  plus  désirable  en  faisant  prévaloir  la 
différence  entre  le  côté  droit  et  le  côté  gauche  d'un  angle. 

Après  les  axiomes  de  congruence,  nous  n'avons  plus  besoin 
des  axiomes  métriques,  et,  en  fait  de  définition  ou  d'axiome, 
nous  voici  bien  débarrassés  de  cette  phrase  ambiguë  :  «  La 
ligne  droite  est  le  plus  court  chemin  entre  deux  points  ».  A  ce 
sujet,  voyez  George  Flamel  :  Ueber  die  Geometrien  in  deren 
die  Geraden  die  kûrzesten  sind.  (Math.  Annalen,  Hd.  57, 
1903). 

Maintenant,  pour  ce  qui  est  de  la  continuité,  il  semble 
plus  nécessaire  de  faire  appel  à  cet  axiome  en  Sphérique  qu'en 
Planimétrie;  en  effet,  |)ar  exemple,  on  peut  facilement  dans 
le  plan  partager  un  segment  en  un  nombre  quelconque  de- 
mandé de  parties;  sur  la  sphère,  au  contraire,  nous  ne  pou- 
vons nous  passer  d'un  axiome  de  continuité  même  pour 
démontrer  qu'un  segment  donné  admet  un  tiers,  c'est-à-dire 
c|ue  le  tiers  d'un  segment  donné  existe. 
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La  question  de  la  continuité  demeure  néanmoins  épineuse, 
et  Hilbert  lui-même  n'a  pas  réussi  à  la  traiter  simplement. 
Son  Axiom  der  Vollstàndigkeii  et  son  Axiom  der  Nachbar- 
schaftsoni  des  morceaux  grossiers  dans  sa  belle  et  fine  mo- 
saïque. Russell  dit,  (Prinoiples  of  mathematics,  p.  440)  : 
«  Que  Taxiome  de  continuité  soit  vrai  au  point  de  vue  de 
notre  espace  actuel,  c'est  une  question  que  je  ne  vois  aucun 
moyen  de  résoudre.  Car  un  tel  problème  doit  être  empiri- 
que, el  il  serait  tout  à  fait  impossible  de  distinguer  empiri- 
quement ce  qui  peut  être  appelé  espace  rationnel  d'un  espace 
continu.  » 

Dans  ma  Rational  Geometry  j'ai  Jraité  la  Sphérique  non- 
euclidienne  sans  l'aide  d'aucun  axiome  quelconque  de  con- 
tinuité. 

George-Bruce  Halsted,  Ecole  Normale 

de  Greeley,  Colorado. 

Traduction  de  M.  P.  Bahbartn,  (Bordeaux). 


COiNSïRUCTIONS  SYNTHÉTIQUES 

RELATIVES  A  CERTAINES  COURBES  DU  3«  DEGRÉ 

ET  DE  LA  3*^  CLASSE 


Dans  divers  articles  antérieurs*  nous  avons  établi  la  géné- 
ration des  courbes  provenant  des  formations  synthétiques 
que  nous  avions  désignées  sur  le  nom  de  : 

Groupes  du  (n  +  1/'  eL  du  (n  +  p)®  degré,  et 
Groupes  de  La  iix  +  l)*"  et  de  la  in  -^  p/  classe. 

Nous  nous  proposons  actuellement  de  développer  la  cons- 
truction des  tangentes,  des  points  de  tangence  et  des  points 
de  coupe  relatifs  à  ces  courbes.  Ces  constructions  dépendent 


*  L8.  Chbmrr:  C.  «.,  11  juin  et  2  juillet  1906.  —    VEnseign.  mathérn.,   p.   i5ô-462,   1906   et 
p.  107-119,  1907. 
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(le  groupes  analogues  aux  précédents,  mais  formés  de  fais- 
ceaux concentriques  ou  de  ponctuelles  situées  sur  une  même 
base.  En  conséquence,  nous  étudierons  d'abord  ces  cas  spé- 
ciaux des  groupes  sus-mentionnés  de  la  même  manière  que 
les  ouvrages  classiques  *  développent  la  théorie  des  faisceaux 
homographiques  concentriques  simples  et  des  ponctuelles 
homographiques  simples  et  de  même  base. 


GÉNÉRALITÉS 

Faisveaujc  homographiques  con-  Dwisions  homographiques  de 

centriques  du  (2  +  !)•  degré.  même  base  de  la  [2  -\'  \  Y  classe. 

Nous    appellerons    faisceaux  Nous  appellerons  divisions  ou 

homographiques  concentriques  ponctuelles  homographiques  do 

du  (2  +  1)*  degré  deux  faisceaux  même  base,  de  la  (2  +  1)*  classe 

formant  un  groupe  du  (2  +  1)*'  deux  ponctuelles  formant  un 

degré  et  issus  du  même  som-  groupe  de  la  (2  +  1)*  classe  et 

met.  situées  sur  ia  même  base. 

Comme  dans  le  cas  général,  Deux  ponctuelles  de  cette  na- 

(leux   de   ces   faisceaux    seront  ture  seront  déterminées  égale- 

évidemment  déterminés  dès  que  ment  dès  que  nous  aurons  cinq 

nous  connaîtrons  cinq  paires  de  paires    de    points    homologues 

rayons     homologues     quelcon-  (juelconques. 
ques. 

D'après  les  définitions  que  nous  avons  adoptées  pour  les 
groupes,  il  en  résulte  que  toute  transversale  détermine,  sur 
deux  faisceaux  concentriques  ou  non  du  i2  +  1/  degré,  deux 
ponctuelles  de  la  (2  -f-  1)''  classe  de  même  base.  En  sachant 
donc  construire  deux  faisceaux  concentriques  de  cette  na- 
ture, nous  pourrons  en  déduire,  à  priori,  deux  divisions 
analogues  de  même  base  et  inversement.  Dans  ces  conditions 
nous  n'aurons  qu'à  développer  les  constructions  relatives  aux 
faisceaux  sans  avoir  besoin  d'une  partie  dualistique  pour  les 
divisions. 


■  W.  Fibdler:  Die  darsttUende  Géométrie.  — 'V.  Rkvk:  Die  Géométrie  de r  Loge.  — H.  Bookr  : 
Kbene  Géométrie  der  Lage. 
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A.  Constraction  de  deux  faisceaux  concentriques 
du  (2  +  !)•  degré. 

Les  faisceaux  sont  donnés  par  les  paires,  Sa;  Sûi  —  Sô; 
Sbx  —  Se;  Sci  —  Srf;  Srfi  —  Se  ;  S^i.  Il  reste  bien  entendu  que 
chaque  rayon  a,  ô,  c  ...  du  faisceau  simple  correspond  à  2 
rayons  «i  et  a%  —  éi  et  6i  ...  du  faisceau  multiple  ;  par  contre 
chaque  rayon  de  celui-ci  ne  correspond  qu'à  un  du  premier. 
(Fig.  1.) 


a-L.> 


Fio.  1. 
L'Enseignement  miithém.,  tO«  année;  1908. 
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Nous  coupons  ensuite  le  groupe  par  une  circonférence  ar- 
bitraire mais  passant  par  le  sommet  S.  Les  points  de  coupe 
des  rayons  avec  la  circonférence  forment  deux  divisions  cir- 
culaires homographiques  du  (2  +  1)°  ordre.  Celles-ci  sont  dé- 
teivninées  par  les  points  :  aa^  —  66i  —  ccx  —  dih  et  ecy .  Les 
points  de  la  division  simple  sont:  abcde  et  ceux  de  Tautre 
sont:  a^b^Cyd^e^,  Nous  joignons  maintenant  tous  les  points 
de  la  division  multiple  avec  a  et  tous  ceux  de  la  division 
simple  avec  a\.  De  cette  manière,  et  dans  le  sens  où  nous 
avons  défini  les  groupes  du  (2  +  1)*  degré,  nous  obtenons 
deux  faisceaux  homographiques  de  sommet  n  et  a^  formant 
un  groupe  du  (2  -f  if  degré,  et  possédant  un  rayon  homo- 
logue commun  aa^.  D'après  notre  théorème,  le  lieu  de  points 
de  coupe  des  rayons  homologues  est  une  conique  passant 
par  les  points  : 

1.  a  sommet  du  faisceau  multiple. 

2.  P  point  de  coupe  de  a^b  sivec  ah^ . 
\\.       7       »  w  OiC      »     aci  . 

4.  (J      »  »  a\d     »     ady . 

5.  €t      »  »  «iC      »     aet . 

Cette  conique  peut  être  entièrement  construite  au  moyen 
de  ces  cinq  points  et  elle  nous  permettra  de  déterminer  tous 
les  autres  rayons  du  groupe  de  sommet  S.  Si  nous  voulons 
obtenir  deux  rayons  conjugués  quelconques  Sm  et  Sni^  ou  S//i 
et  S/;/s  nous  menons  par  «i  une  transversale  qui  coupe  la  co- 
nique en  ^'  et  /i".  Nous  joignons  afi  et  r/jtx"  qui  sont  les  ho- 
mologues de  la  transversale  dans  les  faisceaux  auxiliaires  de 
sommets  a  et  a^.  Ces  trois  droites  a^^x  p."  —  r//x'  —  ap."  dé- 
terminent respectivement  sur  le  cercle  les  points  w,  //?i  et 
w,  constituant  deux  paires  de  points  conjugués  des  divisions 
circulaires.  Les  rayons  cherchés  sont  ainsi  S///,  Sw/^  et  S///j. 

En  faisant  tourner  la  transversale  autour  de  a,  et  en  joi- 
gnant les  points  de  coupe  sur  la  conique  avec  a  nous  obte- 
nons ainsi  tous  les  rayons  des  faisceaux  de  sommets  a  eX.  o^. 
Ceux-ci  déterminent  à  leur  tour  tous  les  points  des  divisions 
circulaires  et  partant  tous  les  rayons  du  groupe  concentrique 
en  S  du  (2  -|-  Ij**  degré. 

Si  nous  considérons  en  particulier  une  des  paires  de  rayons 
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donnés,  soit  Se  ;  Se^  nous  voyons  qu'il  existe  un  deuxième 
rayon  Se,  du  faisceau  multiple  également  conjugué  de  Se. 
Pour  l'obtenir  menons  la  droite  ^,e,  qui  donne  encore  e,,  sur 
la  courbe  ;  ûtij,  donne  e,  sur  le  cercle  et  de  celui-ci  on  déduit 
aisément  Se,.  (Fig.  1.) 

Si  nous  avions  eu  des  divisions  à  déterminer  au  lieu  de 


Fio.  1. 


faisceaux,  nous  aurions  joint  les  cinq  paires  de  points  ho- 
mologues donnés  AA,  —  BB,  —  CC,  —  DD,  —  EE,  avec  un 
point  arbitraire  S  de  manière  à  former  un  groupe  de  deux 
faisceaux  comme  les  précédents.  Nous  aurions  ensuite  achevé 
la  construction  des  rayons  de  ces  faisceaux,  comme  il  vient 
d'être  dit,  et  chaque  paire  nouvelle  de  rayons  homologues 
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aurait  donné  la  paire  correspondante  de  points  homologues 
sur  la  base  commune.  (Fig.  1.) 

Cas  spécial.  Quand  les  rayons  donnés  des  faisceaux  du 
(2  +  1/  degré  sont  tels  que  deux  paires  du  faisceau  multiple 
sont  complètes  avec  chacune  leur  rayon  conjugué  du  faisceau 
simple,  on  peut  également  appliquer  la  construction  précé- 
dente^ ou  utiliser  une  autre  conique. 

Si  nous  considérons  la  fig.  2,  les  paires  de  rayons  homo- 
logues donnés  sont  : 

Sa  ;  Sffi  —  Sfl  ;  Su,  —  S6  ;  SA,  —  Sb  ;  86.  —  Se  ;  Se,  . 

Les  paires  S/ï,  et  Sût,  conjuguées  à  Sa,  puis  S6,  et  S6,  con- 
juguées à'  S6  sont  complètes.  On  peut  utiliser  les  points  c  et 
C|  pris  sur  la  circonférence  comme  sommets  des  faisceaux 
auxiliaires  et  former  un  groupe  du  (2  +  1)*  degré.  Ce  groupe 
donne  naissance  à  une  conique  dont  nous  avons  également 
cinq  points.  Ce  sont  : 

1.  c  sommet  du  faisceau  mulliple. 

2.  «1  sur  cai  et  Cia  . 

3.  ff,     tt    cat   »   Cia . 

4.  ^1     »    cbi    »   Ctb . 
5  Pt     ^    ^^t   *   Cib . 

Les  paires  de  rayons  conjugués  Sm  Sw,  et  Sm  Sm,  sont 
ensuite  déterminées  comme  précédemment.  (Fig.  2.) 

Autre  construction.  Nous  savons  également  que  les  rayons 
du  faisceau  multiple  sont  liés  deux  à  deux  et  qu'ils  forment 
une  involution.  Nous  pouvons  considérer  le  groupe  du  (2  +  1)* 
degré  comme  formé  d'un  faisceau  simple,  homographique 
avec  une  involution  du  2*  degré  et  de  même  sommet.  En 
coupant  le  groupe  par  un  cercle  passant  par  S,  nous  pouvons 
rappeler  que  les  sécantes  joignant  les  points  correspondants 
de  Tinvolution  circulaire  ainsi  obtenue,  forment  un  faisceau 
concentrique  de  sommet  P.  (Fig.  3.)  Chaque  rayon  de  ce 
faisceau  correspond  à  un  rayon  du  faisceau  simple  en  S.  Nous 
avons  ainsi  deux  nouveaux  faisceaux  homographiques  simples 
de  sommets  S  et  P  qui  engendrent  une  conique. 

Les  éléments  donnés  sont  :  Sa  ;  S«,  —  Sa  ;  S^,  —  Sb  ;  S6, 
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—  Sb ;  Si,  —  Se;  Se, .  Les  transversales  a^a^  et  b^  ft,  donnent 
le  point  P. 

Le  rayoD  Poiat  est  conjugué  de  Sa  et  donne  c  de  la  conique  auxiliaire. 
1)        P^ifrt  *  Sb  t        fi  M  » 

»       Pci  »  Se  »         y  »  » 

Les  points  P  et  S  sont  encore  deux  points  de  cette  conique, 
laquelle  est  ainsi  complètement  déterminée. 

En  laissant  une  sécante  mobile  tourner  autour  de  P,  elle 
donnera  sur  la  conique  un  point  v  et  sur  la  circonférence  les 


(k'k,^,) 


Fio.  3. 


points  n^  et  //,.  Au  premier  correspond  le  rayon  S//  ou  Sc^  et 
aux  autres  les  rayons  S//,  et  S/?,  tous  deux  conjugués  du  pre- 
mier. Les  diverses  positions  de  cette  sécante  donneront  ainsi 
toutes  les  paires  de  rayons  homologues  des  deux  faisceaux 
concentriques  du  (2  +  1)®  degré.  Cette  construction  relative 
à  des  données  spéciales  est  également  applicable  aux  divi- 
sions du  (2  +  !)•  degré  situées  sur  une  même  base. 

Remarque,  Les  points  correspondants  de  la  division  mul- 
tiple circulaire  comme  w,  et  m^  ou  e,  et  e^  que  nous  avons 
déjà  trouvés  dans  la  première  construction  forment  évidem- 
ment la  môme  involution  que  dans  la  deuxième  construction 
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t*\  il  MM  Mie  pour  ce  dernier  cas  ils  sont  situés  sur  des  trans- 
vir^ali'^  concourantes  en  un  point  P. 


B.  Points  et  rayons  particuliers. 

U  /ifti/ans  doubles  du  2*  degré.        J.  Points  doubles  du  2*  degré. 

,N  M  11  s  désignerons  sous  ce  nom  Nous    entendons    par   points 

Ips  rjiyaiis  Sl^  et  S/j  du  faisceau  doubles  du  2"  degré  deux  points 

Miuliîjili^  qui  tombent  ensemble  comme  L^  et  L^  de  la  division 

Mi!ii>  <|ui   restent  différents  de  multiple,    qui    sont   confondus 

IfMU     i'tJHJ  ligué    /    du    faisceau  mais  qui  restent   différents  de 

sîiiipir-  leur  homologue  L  de  la  division 

simple. 

{Ï2IUS  la  (ig.  1  ces  rayons  sont  donnés  par  les  tangentes  de 

In  i iqiie  auxiliaire  issues  de  a^.  On  joint  le  point  de  tan- 

^rtMH  ('  /.  nvec  a  pour  obtenir  les  points  doubles  correspon- 
chinis  ijo  la  division  circulaire.  Il  reste  à  mener  les  rayons 
S/|  rt  S/.,  issus  de  S  par  ce  nouveau  point.  On  a  évidemment 
ilriix  r;ivons  de  ce  genre  réels,  imaginaires  ou  confondus. 
l'ÏK-  I 

I  »;i  ij-^  la  deuxième  construction  (fig.  3),  ce  sont  les  tangentes 
ai(  rt*iî'K*  issues  de  P  qui  donnent  les  points  doubles  de  la 
di\isinii  circulaire.  On  joint  ceux-ci  à  S  et  on  a  les  rayons 
cliei'cln^s. 

*^>naii(l  il  s'agit  de  points  doubles  du  2"  degré  pris  sur  deux 
divisions  de  même  base,  on  prolonge  les  rayons  doubles  des 
faisciiius  concentriques  correspondants  menés  par  S  jusqu'à 

crlli'   hllsr. 

2.  Hiff/ty/i.\  doubles  du  ,5*  degré.        2.  Points  doubles  du  3*'  degré. 

\iHis  iqipellerons  rayons  dou-  Les  points  doubles  du  3"  de- 

lilt's   itu  T  degré  deux  rayons  ^ré  sont  les  points  formés  par 

JiiM!iiiln;^Mies  confondus  tels  de  deux  homologues  P  et  P'  con- 

S/i  ri  S//,  fondus. 

W^wv  obtenir  ces  rayons,  considérons  dans  la  fig.  1,  un  des 
[jiMul?.  ifi^  coupe  de  la  conique  avec  le  cercle  et  désignons  le 
(kif  n,  ^    \.i  transversale  a^n^  donne  également  deux  rayons 
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par  a  soit  «tt,  et  ai:^.  Sur  le  cercle  a-, tt,  donne  p^  a^i  donne 
p^  et  r/7Ti  donne  />,.  Comme  tti  est  déjà  sur  le  cercle  p  et  /?, 
seront  donc  confondus  avec  n^ .  Les  rayons  passant  par  S  se- 
ront Spy  Spi  et  S/?2,  les  deux  derniers  étant  les  homologues 
du  premier.  Les  rayons  homologues  Sp  et  Sp^  seront  donc 
confondus  tandis  que  Sp^  ne  donne  rien  de  particulier. 

Le  nombre  des  rayons  doubles  du  3®  degré  dépend  ainsi 
du  nombre  des  points  de  coupe  des  deux  courbes  en  dehors 
du  point  a  qui  est  le  sommet  du  faisceau  multiple  auxiliaire. 

Nous  avons  donc  trois  points  de  coupe  possibles  différents 
de  a  dont  deux  peuvent  être  imaginaires.  Il  en  résulte  ainsi  : 
Les  faisceaux  concentriques  formant  un  groupe  du  (2  +  if 
degré  ont  trois  rayons  doubles  du  3°  degré  dont  deux  peuvent 
être  réels,  imaginaires  ou  confondus. 

La  conique  auxiliaire  utilisée  dans  la  première  figure  dé- 
pend de  deux  faisceaux  de  sommets  a  et  a^.  Il  est  aisé  de  voir 
qu'elle  est  tangente  au  rayon  aa^  en  a.  Si  Ton  avait  pris  les 
sommets  des  faisceaux  auxiliaires  en  a  et  a^,  la  nouvelle  co- 
nique eût  été  tangente  au  rayon  aa^  en  a.  D'un  autre  côté  les 
points  doubles  du  3®  degré  sur  le  cercle  sont  des  points  fixes 
de  celui-ci.  Ils  appartiendront  ainsi  à  toutes  les  coniques 
auxiliaires.  Les  deux  coniques  correspondant  aux  faisceaux 
de  sommets  a  et  a^  ou  a  et  a,  passeront  par  ces  trois  points 
et  par  le  point  a. 

Les  sommets  des  faisceaux  auxiliaires  peuvent  être  deux 
points  homologues  quelconques  .r  et  .r^ .  D'après  ce  qui  pré- 
cède la  conique  correspondante  passera  par  les  trois  points 
doubles  et  par  le  point  x. 

On  passe  des  rayons  doubles  du  3®  degré,  aux  points  doubles 
de  même  nature  des  divisions  situées  sur  une  même  base,  en 
prolongeant  les  rayons  en  question  jusqu'à  cette  base. 

Dans  la  figure  3,  toute  transversale  Pfx  passant  par  un  point 
de  coupe  de  la  conique  et  du  cercle  donne  sur  le  cercle  les 
points  m^  et  m^  tels  que  w,  est  confondu  avec  yi.  D'autre  part 
SfjL  donne  également  m  sur  le  cercle  confondu  avec  fi  ou  ///j. 
Donc  les  rayons  homologues  Sm  et  Swj  sont  confondus  et 
constituent  une  paire  de  rayons  doubles  du  3*^  degré.  En  de- 
hors du  point  S,  les  deux  courbes  ont  encore  trois  points 
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communs.  Donc  cette  construction  nous  montre  également 
que  les  faisceaux  homographiques  concentriques  du  (2  +  1)" 
degré  ont  trois  rayons  doubles  du  (2  +  1)*  degré,  dont  deux 
peuvent  être  imaginaires. 

Dans  la  fig.  3  nous  avons  considéré  la  coni'que  auxiliaire 
comme  provenant  de  deux  faisceaux  simples,  un  de  sommet 
P  et  l'autre  de  sommet  S.  Nous  aurions  pu  prendre  ce 
deuxième  sommet  en  un  point  quelconque  du  cercle  a, 
a,,  etc.  appartenant  à  la  division  circulaire  multiple.  La  co- 
nique auxiliaire  eût  passé  par  les  trois  points  doubles  du 
3®  degré  des  divisions  circulaires  par  P  et  par  a^ .  Toutes  les 
coniques  ainsi  formées  auraient  constitué  un  faisceau  de  co- 
niques dont  les  quatre  points  fixes  auraient  été  les  trois 
points  doubles  en  question  et  le  point  P. 

3.  Hayons  triples.  3.  Points  triples. 

Les   rayons   triples   de   deux  Les    points   triples    de   deux 

faisceaux  homographiques  con-  divisions    homographiques    de 

centriques,   du  (2  +  ^Y   degré  même  base  de  la  (2  +  1)*'  classe 

sont   formés   par  un  rayon  du  sont   formés  par   un  point   de 

faisceau  simple  confondus  avec  la    division    simple    confondu 

ses  deux  homologues  du  fais-  avec  ses  deux  homologues  de  la 

ceau  multiple.  division  multiple. 

Exemple  :  SA  confondu  avec  Exemple:    K   confondu   avec 

S/:^  et  S/r,.  K^  et  K,  . 

Ce  cas  sera  réalisé  dans  la  première  construction  (fig.  1) 
quand  la  transversale  issue  de  a^  et  passant  par  un  des  points 
de  coupe  de  la  conique  avec  le  cercle  sera  en  même  temps 
une  tangente  de  la  conique.  Les  points  conjugués  kk^  et  kk^ 
des  divisions  circulaires  seront  tous  confondus  au  point  de 
coupe  y,  des  deux  courbes.  La  droite  S/,  donnera  ainsi  le 
rayon  triple.  On  peut  avoir  0,  1  ou  2  rayons  triples  suivant 
que  les  tangentes  de  la  conique  issues  du  point  a,  ,  ne  passent 
pas,  passent  par  un  point  de  coupe  des  deux  courbes  ou 
passent  par  deux  points  de  coupe  de  ces  courbes. 

Dans  la  fig.  3.  le  rayon  triple  sera  donné  par  une  trans- 
versale issue  de  P  passant  par  un  des  points  de  coupe  des 
deux  courbes  et  en  même  temps  tangente  au  cercle. 
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4.  Rayons  reclnngulaires  conjugués. 

Etant  donné  deux  faisceaux  homographiques  concentriques 
du  (2  +  !)•  degré,  nous  appellerons  rayons  rectangulaires  con- 
jugués des  rayons  tels  que  Sm  et  Sm\  qui  sont  homologues 
tout  en  étant  perpendiculaires  l'un  à  l'autre.  Le  deuxième 
rayon  conjugué  de  Sm  soit  Sni%  dépend  des  deux  autres  sans 
présenter  de  propriétés  spéciales.  -~ 

Pour  obtenir  ces  rayons  par  la  première  méthode  de  cons- 
truction nous  observons  que  les  solutions  cherchées  Sm  et 
S/Wi  dépendent  de  rayons  a^  m  et  am^  passant  par  les  extré- 
mités d'un  diamètre  //i/w^  .  Leur  recherche  dépend  mainte- 
nant du  problème  suivant  : 

Problème:  Etant  donné  deux  points  fixes  d'un  cercle  a  et  a^ 
et  un  diamètre  mobile  de  celui-ci,  déterminer  le  lieu  géomé- 
trique des  points  de  coupe  des  rayons  joignant  les  extré- 
mités du  diamètre  aux  points  fixes  donnés. 

Solution:  Dans  la  fig.  4  considérons  le  diamètre  xy\  il 
donne  les  droites  ^^i  eiya  ;  après  une  demi-révolution  y  vient 
en  X  et  vice-versa  ;  le  rayon  ya  donne  xa  et  xa^  donne  ya^. 
Dans  ce  cas  les  rayons  ya^  et  ax  ne  sont  pas  à  considérer 
sur  le  diamètre  jry  mais  bien  sur  un  nouveau  diamètre  obtenu 
après  une  demi-révolution. 

Dans  ces  conditions  à  tout  diamètre  xy  ne  correspondent 
que  deux  droites  conjuguées  xa^  elya.  Si  xy  tourne  autour 
du  centre  de  manière  à  ce  que  .r  décrive  toute  la  circonférence 
xa^eiya  engendreront  deux  faisceaux  homographiques  sim- 
ples de  sommet  aai  et  les  points  de  coupe  de  ces  rayons  se  trou- 
veront sur  une  conique  passant  par  a  et  a^.  Nous  déterminons 
la  nature  de  cette  conique  en  observant  que  deux  rayons  du 
faisceau  a  comme  ax  et  aw,  correspondent  dans  le  faisceau 
^1  ^  ^iV  ®^  ^1  ^^  ^^  donnent: 

<)  xa  m,  =  ^  arc  x/ii,  =  -  <)  xom^ 
<)  r<i,  m  =  r  arc  ym  =  ^   <)  yom 
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Ces  angles  sont  égaux;  donc  les  angles  compris  entre  les 
rayons  homologues  correspondants  des  deux  faisceaux  sont 
égaux.  Nous  avons  des  faisceaux  homographiques  égaux; 
donc  la  conique  qu'ils  engendrent  est  un  cercle  passant  par 
a  ei  a^  .  D'un  autre  côté  il  est  aisé  de  voir  que  ce  cercle  est 
tangent  aux  rayons  oa^^  et  oa  .  Il  en  résulte  maintenant  que, 
ce  cercle  est  complètement  déterminé. 


Fia.  4, 


Si  nous  considérons  de  nouveau  les  faisceaux  du  (2  -\-  1)° 
degré  en  a  et  «,  ils  donneront  des  rayons  homologues  pas- 
sant par  les  extrémités  d'un  même  diamètre  quand  les  points 
de  coupe  de  ceux-ci  seront  à  la  fois  sur  le  cercle  nouveau 
et  sur  la  conique  auxiliaire. 

Les  rayons  a^  ni  et  am^  correspondant  aux  rayons  cherchés 
S/;?  et  Swj  ,  sont  à  la  fois  des  rayons  homologues  des  fais- 
ceaux homolographiques  égaux  qui  engendrent  le  deuxième 
cercle,  et  des  rayons  homologues  des  faisceaux  du  (2  -f-  if 
degré  engendrant  la  conique.    Il  faut   donc  que  leur  point 
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d'intersection  soit  un  point  de  coupe  de  ces  deux  courbes. 
En  dehors  de  a  ces  courbes  ont  trois  points  de  coupe  dont 
deux  peuvent  être  imaginaires.  A  ces  trois  points  corres- 
pondent donc  trois  paires  de  points  conjugués  des  divisions 
circulaires  tels  que  les  deux  points  d'une  même  paire  sont 
sur  un  même  diamètre.  Ces  points  donnent  à  leur  tour  avec 
S  les  paires  de  rayons  homologues  rectangulaires  des  fais- 
ceaux concentriques  en  S. 

Les  faisceaux  homographiques  concentriques  du  (2  +  1)** 
degré  ont  donc  trois  paires  de  rayons  rectangulaires  con- 
jugués  dont  deux  peuvent  être  imaginaires, 

Constructivement  on  joint  le  point  de  coupe  ^u^  des  courbes 
avec  a  et  a^  .  On  a  a^y^  el  a^^  .  La  première  droite  donne 
II'  sur  la  conique  et  ni  sur  le  premier  cercle.  La  seconde 
droite  donne  m^  sur  le  uiême  cercle  ;  m  et  m^  sont  conjugués 
dans  les  divisions  circulaires  et  appartiennent  à  un  même 
diamètre.  Ils  donnent  évidemment  Sni  perpendiculaire  à 
S/Wj  .  Le  deuxième  rayon  conjugué  de  Stm  soit  de  Swg  se 
déduit  de  u"  avec  «^"  (fig.  4). 

Avec  la  deuxième  méthode  de  construction,  les  paires  de 
rayons  rectangulaires  conjugués  étant  liées  à  un  diamètre 
du  cercle  primitif,  nous  pouvons  voir  que  les  extrémités  d'un 
diamètre,  jointes  à  S  et  P  engendrent  deux  faisceaux  homo- 
graphiques de  sommets  S  et  Pet  fornient  un  groupe  du  i2  +  if 
degré.  Le  faisceau  multiple  a  comme  sommet  S  et  le  faisceau 
simple  P.  La  courbe  correspondante  est  une  courbe  du  3® 
degré  avec  S  comme  point  double  et  P  comme  |)oint  simple. 
Cette  coilrbe  aura  encore  trois  points  de  coupe  différents 
de  S  et  de  P  avec  la  conique.  De  chacun  de  ces  points  on 
pourra  donc  en  déduire  une  paire  de  rayons  homologues 
rectangulaires  des  faisceaux  concentriques  en  S  .  On  arrive 
donc  à  la  même  conclusion  qu'avec  la  méthode   précédente. 

5.  Points  limites^. 

Nous  appellerons  points  limites  de  deux  divisions  homo- 
graphiques de  même  base  et  de  la  (2  +  ^j''  classe  les  points 
conjugués   du   point   à  l'infini   de    la   division  simple  ou  le 
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point  conjugué  et  le  point  lié  du  point  de  la  division  multiple 
situé  à  l'oo  • 

Pour  obtenir  ces  points,  considérons  les  divisions  détermi- 
nées suivant  la  méthode  de  la  figure  1.  (Voir  fig.  5). 

Nous  prenons  SI  parallèle  à  la  base.  Le  rayon  a^  l  donne 
\'  et  y  ,  sur  la  conique,  auxquels  correspondent  ût,  /,  et  a^l^ . 


Fio.  5. 


Les  rayons  S/j  et  S/j  donnent  L^  et  L,    sur   la   base   comme 
points  conjugués  de  L» . 

Lj  et  L,  forment  un  premier  groupe  de  points  limites.  La 
parallèle  précédente  peut  s'appeler  S/r^  ;  le  rayon  ak^  donne 
x^  sur  la  conique,  puis  Oy^x^  donne  .r,  ,  sur  la  conique  égale- 
ment et  k  sur  le  cercle  ;  la  droite  ax^ ,  donne  k^  sur  le  cercle. 
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Les  rayon  SA:  et  S/r^  puis  SA  et  A,  sont  conjugués.  Ils  donnent 
sur  la  base  : 

K  conjugué  de  Kio^ 
Kt        »         de  K  et  lié  à  Kiqq 
K  et  Kt  forment  le  2«  groupe  de  points  limites. 


C.  Remarqne  sur  les  divisions  ilu. (2  +  i)''  degré, 
de  même  base. 

On  peut  cependant  développer  les  divisions  homogra- 
phiques  du  (2  +  i)'  degré  situées  sur  une  même  base,  sans 
avoir  besoin  des  faisceaux  de  même  nature.  Ce  développe- 
ment constitue  la  dualité  du  précédent  et  nous  le  résumons 
ici  pour  éviter  d'allonger  ce  travail  tout  en  voulant  être 
aussi  complet  que  possible.  Chaque  construction  suppose 
évidemment  une  dualité. 

Première  construction.  Nous  donnerons  les  divisions  au 
moyen  des  cinq  paires  d'éléments  conjugués,  aa^  ;  aa^  ;  bb^  ; 
cCj  et  rfrf,  .  Nous  construirons  ensuite  un  cercle  quelconque 
tangent  à  la  base  xy  ,  et  par  chaque  point  donné  nous  trace- 
rons les  tangentes  de  cercle.  Toutes  ces  tangentes  couperont 
d'abord  la  tangente  b  suivant  une  division  double,  puis  la 
tangente  conjuguée  é,  suivant  une  division  simple,  homogra- 
phique  avec  la  première.  Les  tangentes  issues  de  a^a^b^c^  ... 
coupent  b  et  celles  issues  de  abcd  ...  coupent  b^  ,  Ces  deux 
nouvelles  divisions;  a,/3,y,d  ...  et  aia,/3,y,  ...  forment  un 
groupe  de  (2  +  ij'  classe  avec  un  point  homologue  commun 
(3/3i  .  Elles  engendrent  donc  une  conique  que  nous  pouvons 
construire  et  qui  est  déterminée  par  cinq  tangentes.  Par 
tout  point  yi  de  éj  on  a  deux  tangentes  de  la  conique  don- 
nant les  points  homologues  yi^  et  y^  sur  b.  Par  ces  trois 
points,  les  tangentes  du  cercle  donneront  les  trois  points  ho- 
mologues des  deux  divisions  sur  xy  ,  soient  ///,  w,  et  m,. 

Les  points  doubles  du  deuxième  degré  seront  évidemment 
donnés  par  les  points  de  coupe  de  la  base  simple  b^  avec  la 
conique  auxiliaire.  Ils  peuvent  être  imaginaires. 
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Les  points  doubles  du  troisième  degré  proviendront  des 
tangentes  communes  des  deux  courbes.  Il  y  en  a  trois  en 
en  dehors  de  b  .  Deux  peuvent  être  imaginaires.  Toutes  les 
coniques  auxiliaires  admetlent  ces  trois  tangentes  du  pre- 
mier cercle  comme  tangentes  communes. 

On  obtiendra  un  point  triple  quand  une  tangente  com- 
mune des  courbes  sera  tangente  à  la  conique  par  son  point 
de  coupe  avec  la  base  b^  . 

Les  points  limites  conjugués  du  point  de  Tinfini  de  la  di- 
vision simple  proviendront  de  la  tangente  du  cercle  parallèle 


à  xy  et  de  son  point  de  coupe  avec  b^  .  Le  point  de  coupe 
de  celte  même  tangente  avec  b  entraînera  les  points  conjugués 
du  point  de  Tinfîni  sur  la  base  double.  (Voir  fig.  6). 

Deuxième  construction.  Celle-ci  correspond  au  cas  spécial 
où  les  éléments  donnés  peuvent  se  représenter  par  aa^  ; 
àa^  ;  bbi  ;  bb^  ;  cc^  .  On  prend  un  cercle  langent  à  la  base 
xy  .  Les  tangentes  issues  par  les  paires  a^a^  ;  b^b^  se 
coupent  en  a  et  /3  sur  une  droite  qui  contiendra  les  points  de 
coupe  des  paires  de  tangentes  analogues.  La  ponctuelle 
a/3y  sur  cette  droite  est  homographique  avec  abc  et  elle  dé- 
termine   une    conique    également   tangente  à  xy  .  On   peut 
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déduire  les  points  des  divisions  sur  xy  au  moyen  des  tan- 
gentes de  cette  conique.  (Voir  fîg.  7). 

Les  points  doubles  du  deuxième  degré  proviennent  ici  des 
points  de  coupe  de  a/3  avec  le  cercle.  Ceux  du  troisième  de- 
gré sont  donnés  par  les  tangentes  communes  en  dehors  de 


Fio.  7. 


xy.  Toutes  les  coniques  auxiliaires  admettent  quatre  tangentes 
communes.  Ce  sont  les  trois  sus-indiquées  et  la  ligne  a/3. 

Les  points  triples  et  les  points  limites  se  trouvent  d'une 
manière  analogue  à  celle  de  la  construction  précédente. 


H 


TANGENTES  ET  SÉCANTES 


Nous  considérons  une  courbe 
du  3*  degré  donnée  par  un  fais- 
ceau multiple  S,  et  un  faisceau 
simple  Sf  constituant  un  groupe 
du  (2  +  1)*'  degré. 

Pour  construire  la  courbe 
nous  nous  reportons  à  ce  que 
nous  avons  écrit  précédemment 
{Ens,  math, y  15  nov.  06).  Los 
faisceaux  sont  donnés  par  cinq 


Nous  prenons  également  une 
courbe  de  la  3"  classe  formée 
par  une  division  double  et 
une  division  simple  constituant 
ensemble  un  groupe  de  la 
(2  -|-  1)"  classe. 

Pour  construire  cette  courbe 
suivant  la  méthode  que  nous 
avons  déjà  exposée,  nous  consi- 
dérerons   les    cinq    paires    de 
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paires  de  rayons  homologues 
quelconques  aa^  ;  aa^  ;  hh^  cc^  ; 
dd^  ;  ceux-ci  déterminent  sur 
les  rayons  homologues  d  et  d^ 
les  ponctuelles  : 

à^\      a  jS  y  0 
les  points  d^  et  cf  sont  confondus 


points     homologues     quelcon- 
ques : 

AA,  ;  AAj;  BB,  ;  CC^  ;  DD,  qui 
déterminent  la  courbe  et  nous 
joindrons  les  points  de  la  divi- 
sion simple  ABCD  avec  le  point 
D|  de  l'autre  division,  puis  ceux 
de  cette  division  A^A,B^C,  et 
D,  avec  D  l'homologue  de  D,  . 
Nous  formerons  ainsi  deux  fais- 


Fio  8. 


avec  le  point  de  coupe  des  bases 
rf  et  rf^  .  Ces  ponctuelles  en- 
gendrent une  conique  donnée 
par  cinq  tangentes.  Celles-ci 
sont: 

rf,  «,a  ;  «,«  ;  ftp  ;  7^7  . 

Toute  tangente  de  la  conique 
donne  une  paire  de  points  homo- 
logues sur  les  bases.  D'un  autre 
côté,  par  tout  point  de  rf,  nous 
pouvons  mener  deux  tangentes 
et  par  chaque  point  de  d  une 
tangente  à  cette  courbe;  donc 


ceaux  homologues  détermi- 
nant un  groupe  du  (2  -f-  1)*  de- 
gré. Le  rayon  DD,  ou  D^  D  sera 
un  rayon  homologue  commun 
des  deux  faisceaux.  Ils  en- 
gendreront une  conique  déter- 
minée par  cinq  points  :  D  ;  a^  ; 
"s  î  /^i  '  ^1  •  ^^s  derniers  sont 
les  points  de  coupe  des  rayons 
comme  D^  A  et  DA,  ou  D^  A  et 
DA,  ,  etc. 

Toute  transversale  de  cette 
courbe  menée  par  D,  donne  deux 
rayons  homologues  passant  par 
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tout  point  de  d^  correspond  à 
deux  points  de  ^ .  En  joignant 
ces  points  respectivement  à  S, 
et  S,  on  obtient  trois  rayons 
appartenant  au  même  groupe- 
ment et  formant  deux  paires  de 
rayons  homologues  des  divi- 
sions. Us  donnent  deux  points  dé 
la  courbe  du  3*  degré.  (Voir 
fig.  8). 


D  et  par  les  points  de  coupe. 
Ces  rayons  déterminent,  les 
derniers  deux  points  sur  la  base 
double  et  le  premier  un  point 
sur  la  base  simple.  Ces  trois 
points  forment  deux  paires  de 
points  homologues  et  donnent 
ainsi  deux  tangentes  de  la 
courbe  de  3^  classe  (Voir  fig.  9). 


Tangentes  par  le  point  donUe. 

Considérons  S,  sur  d^  et  me- 
nons les  deux  tangentes  de  laco- 


Points  de  tangence  sur  la  tan- 
gente double. 

Pour  obtenir    les   points  de 
tangence  de  la  tangente  double 


Fio.  t. 


nique  auxiliaire  par  ce  point  ; 
elles  donnent  <r,<r^surc/,  comme 
conjuguées  de  S,  sur  d^  .  Ces 
tangentes  sont  les  rayons  con- 
jugués du  faisceau  double  cor- 
respondant au  rayon  Si  S,  du 
faisceau  simple.  Le  point  de 
coupe  de  chaque  rayon  du  fais- 
ceau double  avec  son  homo- 
logue S|  S,  est  en  S,  ;  donc 
chaque  rayon  est  une  tangente 

L'EotaigneoMiit  maUiém.,  10*  année;  1908. 


considérons-là,  comme  une 
transversale  de  la  conique  auxi- 
liaire; issue  de  D,  elle  donne  M 
sur  la  tangente  base  de  la  division 
simple;  les  rayons  homologues 
par  D  sont  DM,  et  DM,  menée  par 
les  points  de  coupe  et  donnant 
ces  points  de  coupe  comme  con- 
jugués de  M.  Nous  auronsles  tan- 
gentes MM,  et  MM,  infiniment 
voisines  de  la  base  double,  cou- 
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à  la  courbe  en  S,  .  On  en  con- 
clut : 

Les  tangentes  de  la  conique 
auxiliaire  menées  par  le  som- 
met du  faisceau  double  sont 
donc  les  tangentes  de  la  courbe 
du  3*  degré  menée  par  le  point 
double  (Og.  8). 


pant  celles-ci  en  M,  et  M,  donc 
ces  points  sont  les  points  de 
tangence  de  la  base  double.  On 
en  conclut  : 

Les  points  de  tangence  de  la 
tangente  double  d'une  courbe  de 
3*  classe  sont  les  points  de  coupe 
de  cette  tangente  avec  la  conique 
auxiliaire  (voir  fîg.  9). 


Tangentes  par  le  sommet  du 
faisceau  simple. 

La  tangente  à  la  conique  auxi- 
liaire menée  par  S^  en  dehors 
de  d  ,  soit  S^  fi  donne  /*  sur  d^  . 
Par  ^  on  mène  encore  une  tan- 
gente /i*/i*5  .  Le  point  correspon- 
dant de  S^  (i  sur  rfest  (â>^  confon- 
du avec  S|  . 

Les  rayons  S,S^  et  S,/*,  sont 
donc  comme  homologues  S^/U' . 

Ils  donnent  les  points  S^  et 
M  de  la  courbe.  Dans  ces  con- 
ditions Sf  M  a  deux  points  con- 
fondus avec  la  courbe  S,  et  un 
point  de  coupe  en  M  . 

D'autre  part  les  points  de 
coupe  J  et  H  de  d^  avec  la  co- 
nique ne  donnent  plus  qu'une 
tangente  par  chacun  de  ces 
points.  Ces  tangentes  donnent 
les  points  doubles  delà  division 
sur^^;  en  menant  ainsi  les  rayons 
doubles  du  faisceau  S,  on  voit 
de  suite  que  leurs  points  de 
coupe  avec  S,  J  et  S|  H  donnent 
deux  points  confondus  de  la 
courbe  du  3"  degré  sur  ces  droi- 
tes. D'où  il  en  résulte  que  S^  J  et 
S,  H  sont  encore  deux  tangentes 
de  la  courbe  du  3*  degré  passant 
par  S,  mais  dont  les  points  de 


Point  de  tangence  et  points  de 
coupe  de  la  base  de  la  division 
simple. 

Le  point  de  coupe  P  de  la  base 
de  la  division  simple  avec  la 
conique  auxiliaire  donne  la 
transversale  n^  n^  D, .  Il  en  ré- 
sulte les  points  P^  et  P,  sur  la 
base  double  comme  conjugués 
de  P.  Le  point  P^  est  l'intersec- 
tion des  deux  bases  et  le  point 
jTj  est  confondu  avec  P.  La  tan- 
gente P,  P  infiniment  voisine 
delà  base  simple,  coupe  celle-ci 
en  P  donc  ce  point  P  est  le 
point  de  tangence  de  la  base 
de  la  division  simple  avec  la 
courbe  du  3*  degré.  La  tangente 
PP,  est  l'autre  tangente  de  cette 
courbe  que  l'on  peut  mener  par 
P. 

Par  le  point  D^  on  peut  mener 
également  deux  tangentes  à  la 
conique  auxiliaire.  Celles-ci 
déterminent  avec  D  le^  points 
doubles  de  la  division  multiple. 
En  joignant  ces  points  doubles 
avec  le  point  de  coupe  de  la 
tangente  respective  de  la  conique 
issue  de  D,  on  trouve  une  nou- 
velle tangente  delà  courbe  de 3* 
classe  représentant  deux  langen- 
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tangence    sont    en    dehors    de 

De  ce  qui  précède,  il  en  ré- 
sulte donc  : 

La  tangente  de  la  conique  auxi- 
liaire menée  par  S^  est  en 
même  temps  tangente  de  la 
courbe  du  3*  degré.  Son  dernier 
point  de  coupe  a^ec  cette  courbe 
est  diffèrent  de  S,  . 

Les  rayons  du  faisceau  simple 
conjugués  respectivement  aux 
rayons  doubles  du  faisceau  mul- 
tiple S,  sont  encore  deux  tan- 
gentes  de  la  courbe  du  3*  degré 
passant  par  S|  et  dont  les  points 
de  tangence  sont  leurs  points  de 
coupe  avec  les  rayons,  doubles 
correspondants,  (Voir  fig.  8). 


D'après  ce  qui  précède,  si 
nous  connaissons  dans  une 
courbe  du  3"  degré  à  point  dou- 
ble, six  points  de  cette  courbe 
et  le  point  double,  cette  courbe 
est  complètement  déterminée, 
car  nous  pouvons  prendre  un 
des  points  simples  comme  som- 
met d'un  faisceau  simple  et  le 
point  double  comme  sommet 
d'un  faisceau  double  et  former 
avec  ces  deux  faisceaux  un 
groupe  du  (2  -}-  1)*  degré  avec 
lequel  nous  pouvons  construire 
toute  la  courbe.  Ces  observa- 
tions jointes  aux  lois  importan- 
tes des  tangentes  peuvent  se  ré- 
sumer comme  suit  : 


tes  confondues  dont  le  point  de 
coupe  est  en  h^  ou  h^  ou  les  tan- 
gentes de  la  conique  par  D|  cou* 
pent  la  base  simple;  A,  et  h^ 
sont  donc  les  autres  points  de 
coupe  de  la  base  simple  avec  la 
courbe  de  3*  classe  et  les  tan- 
gentes à  la  courbe  menée  par 
ces  points  sont  ces  tangentes 
confondues. 

On  en  conclut  donc  : 

Le  point  de  coupe  de  la  base 
de  la  division  simple  avec  la  co- 
nique  auxiliaire  est  le  point  de 
tangence  de  cette  base  avec  la 
courbe  de  3*  clause.  Ses  deux 
autres  points  de  coupe  avec  elle 
sont  les  points  conjugués  des 
points  doubles  de  la  base  multi^ 
pie. 

Les  tangentes  par  ces  points 
de  coupe  sont  les  droites  qui 
joignent  les  points  doubles  avec 
leurs  homologues  respectifs, 
(Voir  fig.  9). 

Dualistiquement  nous  pou- 
vons dire  qu'une  courbe  de  la 
3"  classe  à  tangente  double  est 
complètement  déterminée  avec 
la  tangente  double  et  six  tan- 
gentes simples,  car  nous  pou- 
vons prendre  une  des  tangentes 
simples  comme  base  d'une  divi- 
sion simple  et  la  tangente  mul- 
tiple comme  base  d'une  division 
double,  puis  former  un  groupe 
de  la  (2  -(-  1)*  classe  avec  ces 
deux  ponctuelles.  Le  groupe 
permet  de  déterminer  toutes  les 
autres  tangentes  de  la  courbe. 
De  ceci,  et  des  lois  importantes 
des  points  de  tangence  nous 
pouvons  dire  : 


\  .''  ■";: 


::nt 
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Tangentes  par  un  point  qnel- 
oonqne  d*une  conrbe  dn  3«  degré 
à  point  double  : 

Par  un  point  quelconque 
tfune  courbe  du  3*  degré  à 
point  double  on  peut  mener 
trois  tangentes  à  cette  courbe. 


1^  La  tangente  dont  le  point 
de  tangence  est  le  point  donné. 
On  Tobtient  en  considérant  le 
point  donné  comme  sommet 
d'un  faisceau  simple  homogra- 
phi  que  avec  le  faisceau  double 
du  point  double  et  en  menant 
de  t;e  point  la  tangente  encore 
possible  à  la  conique  auxiliaire. 
Celle  tangente  est  toujours 
réelle  et  son  dernier  point  de 
coupe  avec  la  courbe  facilement 
délerminable. 


2°  Les  deux  tangentes  passant 
par  le  point  considéré  mais  dont 
les  points  de  tangence  sont  dif- 
férents de  lui.  On  les  obtient  en 
joignant  ce  point  aux  points  de 
coupe  de  la  conique  auxiliaire 
avec  la  seconde  base  qui  a  servi 
à  r<Hablir.  Le  point  de  tangence 
de  <  es  droites  est  sur  les  rayons 
doubles  du  deuxième  faisceau, 
n  eîst  à  remarquer  que  ces  deux 
tangentes  peuvent  être  réelles 
ou  imaginaires  ou  confondues. 

Nous  pouvons  donc  ajouter, 
puisque  par  chaque  point  de  la 
courbe  on  peut  lui  mener  trois 
tangentes  : 


Pointe  de  coupe  d*nne  tan- 
gente quelconque  d'une  courbe 
de  3*  classe  à  tangente  double 
avec  cette  courbe  : 

Une  tangente  simple  quelcon- 
que d'une  courbe  de  S*"  classe  à 
tangente  double  possède  trois 
points  de  coupe  avec  celle-ci. 
Ce  sont  : 

1®  Son  point  de  tangence  avec 
la  courbe.  On  l'obtient  en  con- 
sidérant la  tangente  donnée 
comme  base  d'une  ponctuelle 
simple  homographique  avec 
celle  de  la  tangente  double  et 
qui  est  une  ponctuelle  double. 
Le  point  de  coupe  de  cette  droite 
avec  la  conique  auxiliaire,  dif- 
fèrent du  point  de  départ  donne 
ce  point  de  tangence. 

Ce  point  est  toujours  réel,  et 
par  ce  même  point  il  existe  une 
seconde  tangente  que  l'on  sait 
déterminer. 

2**  Les  autres  points  communs 
à  la  courbe  de  3*  classe  et  à  la 
tangente  considérée  sont  les 
points  de  coupe  de  cette  tan- 
gente avec  les  deux  tangentes 
de  la  conique  auxiliaire  menée 
par  le  sommet  du  faisceau  dou- 
ble relatif  à  celle-ci. 

Les  tangentes  en  ces  points 
sont  les  droites  qui  les  joignent 
aux  points  doubles  de  la  ponc- 
tuelle sur  la  tangente  double. 
Il  est  à  remarquer  que  ces  deux 
derniers  points  de  coupe  de  la 
tangente  simple  avec  la  courbe 
peuvent  être  réels  ou  imaginai- 
res et  dans  un  cas  limite  con- 
fondus. 

Nous  pouvons  donc  dire  que 
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La  courbe  du  troisième  degré 
à  point  double  est  une  courbe  de 
la  quatrième  classe. 


chaque  tangente  simple  a  qua- 
tre point»  communs  déterminés 
avec  la  courbe  : 

Une  courbe  de  la  troisième 
classe  à  tangente  double  est  une 
courbe  du  quatrième  degré. 


Coniques  auxiliaires. 

La  conique  auxiliaire  dépend 
comme  on  Fa  vu  des  deux  rayons 
homologues  sur  lesquels  on 
prend  les  bases. 

Toutes  les  coniques  auxiliaires 
ont  donc  trois  tangentes  com^ 
m  unes  avec  la  courbe  du  troi- 
sième degré.  Ce  sont  les  deux 
tangentes  par  le  point  double  et 
la  tangente  açec  son  point  de 
tangence  au  sommet  du  faisceau 
simple. 

Le  rayon  du  faisceau  simple 
sur  lequel  on  prend  la  division 
double  auxiliaire  est  également 
une  tangente  de  cette  conique. 
Son  point  de  tangence  est  aussi 
son  point  de  coupe  avec  son 
second  rayon  conjugué.  C'est 
donc  un  point  de  la  courbe  du 
troisième  degré.  La  conique 
auxiliaire  correspondant  à  ce 
même  rayon  et  à  son  autre  rayon 
conjugué  aura  comme  point  de 
tangence  sur  le  rayon  dont  nous 
causons,  le  point  de  coupe  avec 
le  premier  rayon  conjugué.  Il 
est  à  remarquer  que  cette  co- 
nique et  la  précédente  auraient 
alors  quatre  tangentes  commu- 
nes. 


Coniques  auxiliaires. 

La  conique  auxiliaire  rela- 
tive aux  courbes  de  classe  dé- 
pend des  faisceaux  construits 
par  les  points  homologues  D^ 
et  D. 

Toutes  les  coniques  auxiliai- 
res auront  donc  trois  points 
communs  avec  la  courbe  de  la 
troisième  classe.  Ce  sont  les 
deux  points  de  tangence  de  la 
tangente  double  et  le  point  de 
tangence  de  la  tangente  utilisée 
comme  base  simple. 

Le  sommet  D  du  faisceau 
double  auxiliaire  est  également 
sur  la  conique.  La  tangente  me- 
née par  ce  point  donne  son 
deuxième  conjugué  D,  sur  la 
base  double.  C'est  donc  une 
tangente  de  la  courbe  de  troi- 
sième classe. 

La  conique  auxiliaire  corres- 
pondant aux  faisceaux  de  som- 
mets D  et  D,  passera  également 
par  D,  mais  cette  conique  aurait 
comme  tangente  en  D  la  droite 
DD,  tangente  de  la  courbe  de 
troisième  classe.  Comme  précé- 
demment nous  pouvons  dire  que 
ces  deux  coniques  auxiliaires 
ont  alors  quatre  points  com- 
muns. 
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Intersection  d'une  droite  quel- 
conque avec  une  courbe  du  3* 
degré  à  point  double. 

Toute  droite  coupant  les  deux 
faisceaux  d'un  groupe  du  (2  -(-  i)' 
degré  dont  dépend  la  courbe 
considérée  du  troisième  degré 
à  point  double,  rencontre  ces 
faisceaux  suivant  deux  divisions 
du  (2  +  1)"  degré  situées  sur  la 
même  base  et  homographiques 
Tune  à  l'autre. 

Les  points  de  coupe  avec  les 
cinq  paires  de  rayons  homolo- 
gues donne  cinq  paires  de 
points,  également  homologues 
et  suffisants  pour  déterminer 
les  ponctuelles. 

Chaque  point  de  coupe  de  la 
transversale  avec  la  courbe  cor- 
respond évidemment  à  deux 
points  homologues  confondus 
des  divisions  de  même  base. 
Ces  points  homologues  sont  les 
points  doubles  du  troisième  de- 
gré des  ponctuelles  à  base  com- 
mune. Comme  elles  ont  trois  de 
ces  points  possibles,  nous  en 
concluons  que  toute  droite  à 
trois  points  de  coupe  avec  la 
courbe  du  troisième  degré  à 
point  double,  et  ceux-ci  peuvent 
être  déduits  des  cinq  paires  de 
points  homologues  fondamen- 
taux d'après  les  méthodes  que 
nous  avons  indiquées. 


Autres  constructions. 
La  courbe  du  troisième  degré 


Tangentes  d*une  courbe  de  3* 
classe  à  tangente  double  menées 
par  un  point  quelconque. 

En  joignant  tous  les  points 
des  deux  ponctuelles  formant 
un  groupe  de  la  (2  -|-  1)®  classe 
dont  dépend  la  courbe  considé- 
rée, de  la^S*  classe  à  tangente 
double,  avec  un  point  quel- 
conque, on  forme  évidemment 
deux  faisceaux  concentriques 
du  (2  4-  i)'  degré,  homographi- 
ques l'un  à  l'autre. 

Les  cinq  paires  de  points  ho- 
mologues donnés  entraînent 
cinq  paires  de  rayons  homolo- 
gues des  faisceaux,  au  moyen 
desquelles  on  peut  complète- 
ment déterminer  ceux-ci. 

Toute  tangente  de  la  courbe 
passant  par  le  point  considéré 
correspond  évidemment  à  deux 
rayons  homologues  confondus 
des  faisceaux  concentriques. 
Ces  rayons  sont  les  rayons  dou- 
bles du  troisième  degré  des 
faisceaux.  Ceux-ci  ont  trois  de 
ces  rayons  possibles,  d'où  nous 
en  concluons  que  par  un  point 
quelconque  on  peut  mener  trois 
tangentes  à  une  courbe  de  la 
3*  classe  à  tangente  double  et 
ces  tangentes  peuvent  être  dé- 
duites des  cinq  paires  de  rayons 
fondamentaux  des  faisceaux 
concentriques.  Il  est  bon  de  re- 
marquer que  deux  tangentes 
peuvent  être  imaginaires  et  dua- 
listiquement  deux  points  de 
coupe  dans  l'autre  courbe  aussi. 

Autres  constructions. 
Les  ponctuelles    qui    engen- 
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et  les  tangentes  dont  nous  cau- 
sons peuvent  être  construites 
encore  d'une  autre  manière. 

Si  les  éléments  donnés  sont  : 
S^a  —  S^j  ;  S^a  —  Sjtf,  ;  S|^  — 
S,^,  ;  S,^  —  S,^,  ;  et  S,c  —  S^f^ 
le  faisceau  double  en  S,  contient 
deux  paires  de  rayons  et  comme 
il  forme  une  involution,  on  peut 
le  couper  par  une  circonférence 
arbitraire  passant  par  S,.  Les 


drent  la  courbe  de  3"  classe  que 
nous  considérons,  peuvent  être 
données  par  les  points  : 

aAitfAa  :     bBibBt    et    cQ  . 

La  ponctuelle  A|A,B|B,  dont 
chaque  paire  est  homologue  des 

points    abc  forme    comme 

nous  le  savons  une  involution. 
Cette  învohition  peut  être  cons- 
truite avec  un  cercle  auxiliaire 


Fio.  10. 


points  de  coupe  des  rayons, 
soient  a^ a^ ;  b^b^;  ...  donnent 
un  faisceau  de  sommet  P,  dont 
chaque  rayon  correspond  à  une 
paire  de  Tinvolution  en  S,.  Le 
faisceau  simple  de  sommet  S^ 
devient  ainsi  homographique 
avec  le  faisceau  simple  de  som- 
met P  et  ils  engendrent  une  co- 
nique. Cette  courbe  est  donnée 
par  cinq  points. 

On  peut  construire  toutes  les 
autres  paires  d*éléments  homo- 
logues  des   faisceaux  primitifs 


tangent  de  la  base  double.  Les 
tangentes  de  ce  cercle  par  les 
points  correspondants  de  l'in- 
volution  donnent  d'autres  points 
de  coupe  a^y  ...  situés  sur  une 
même  droite  et  forment  une 
ponctuelle  sur  celle-ci.  Cette 
ponctuelle  est  homographique 
avec  la  ponctuelle  simple  abc  ... 
Elles  engendrent  donc  ensemble 
une  conique  dont  elles  donnent 
les  cinq  tangentes  fondamen- 
tales. 

Toute  tangente  à  la  conique 
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au  moyen  de  transversales  me^ 
nées  par  P.  Chaque  transversale 
donne  trois  points  dont  deux 
JT,  et  x,  sur  le  cercle  et  un  sur 
la  conique  x.  Les  premiers 
joints  à  S,  et  le  dernier  à  S,  for- 
ment les  rayons  S^x^  et  S^x, 
homologues  de  S^x,  (Voir  fig. 
10.) 


auxiliaire  menée  par  un  point  $ 
de  a§  donne  x  sur  la  base  sim- 
ple. Les  tangentes  au  cercle  me- 
nées par  5  donnent  X,  et  X,  sur 
la  base  double  comme  points 
conjugués  de  x.  Les  droites  orX, 
et  ;rX,  sont  ainsi  de  nouvelles 
tangentes  de  notre  courbe  de  la 
troisième  classe  à  tangente  dou- 
ble. (Voir  fig.  11.) 


Fio.  11. 


Pour  obtenir  les  tangentes 
par  le  point  double,  considérons 
Sf  S,  du  faisceau  simple  donnant 
q  sur  la  conique,  Pc  sera  Thomo- 
logue  dans  le  faisceau  P.  Celui- 
ci  donnera  ^^  et  ç,  sur  le  cercle  ; 
donc  S,^,  et  S,ç,  seront  les 
rayons  homologues  de  S^S, 
dans  le  faisceau  S,. 

Ce  seront  les  tangentes  de  la 


Les  points  de  tangence  de  la 
tangente  double  seront  ses 
points  de  coupe  avec  les  tan- 
gentes infiniment  voisines  ou 
autrement  dit  les  points  conju- 
gués sur  la  base  double  du 
point  de  coupe/?  des  deux  bases. 
Ce  seront  P,  et  P, .  C'est  la  tan- 
gente/^n:  de  la  conique  qui  donne 
jï  sur  a/},  duquel  on  mène  deux 
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courbe  du  troisième  degré  par 
le  point  double. 

On  obtient  hi  tangente  en  S^ 
au  moyen  du  rayon  S^S^  don- 
nant <r,  >ur  le  cercle  ;  P(r,  donne 
encore  cr,  et  cr.  Le  rayon  S^cr  est 
ainsi  Thomologue  des  rayons 
S,S|  et  S,(r^.  C'est  la  tangente 
de  la  courbe  en  S^ . 

Les  rayons  doubles  de  Tinvo- 
lution  en  S,  résultent  des  tan- 
gentes du  cercle  par  P  ;  —  PJ 
est  une  de  ces  tangentes.  Elle 
donne  d  sur  la  conique  ;  S^  d  est 
son  rayon  conjugué  en  S,  ou  le 
rayon  homologue  des  rayons 
doubles  du  faisceau  S, .  Le  point 
de  coupe  de  ces  rayons,  soit  D, 
montre  que  S^d  ou  S|D|  a  deux 
points  de  coupe  avec  la  courbe 
confondus  en  D^ .  C'est  donc 
une  tangente  de  cette  courbe  en 
D,  et  passant  par  S^.  L'autre 
tangente  par  S,  correspond  au 
point  de  tangence  D, . 


Le  cercle  et  la  conique  auxi- 
liaire ont  quatre  points  de  coupe 
pouvant  être  imaginaires  deux 
à  deux.  Ces  points  sont  aussi  les 
points  de  coupe  de  deux  rayons 
homologues  comme  S,/?  et  ^^Pt- 
Ils  sont  donc  des  points  de  la 
courbe  du  troisième  degré. 
Cette  courbe  peut  avoir  six 
points  communs  avec  la  coni- 
que. Le  cinquième  est  S^  puis 
le  sixième  qui  doit  toujours 
être  réel  est  donné  par  le  point 
de  coupe  du  rayon  S, P  avec  son 
homologue  S,;r.  Le  rayon  S,  w 
a  encore  un  point  sur  la  courbe, 
c'est  son  intersection  avec  la  tan- 


tangentes    au    cercle  :    jrP,    et 

Le  point  de  tangence  de  la 
base  simple  est  un  point  s  con- 
jugué des  points  S^  et  S,  de  la 
base  double.  S,  étant  le  point 
de  coupe  des  deux  bases.  La 
tangente  du  cercle  par  S,  soit 
S|(r  donne  <r  sur  a^.  De  ce  point 
on  mène  une  tangente  au  cercle 
pour  avoir  S,  et  une  à  la  conique 
pour  obtenir  s. 

Les  points  doubles  de  Finvo- 
lution  A|  AjB^B, ...  proviennent 
des  points  de  coupe  de  a^  avec 
le  cercle.  Leurs  homologues  sur 
la  base  simple  sont  les  points 
de  coupe  de  celle-ci  avec  la 
courbe  de  la  troisième  classe. 
En  outre  la  tangente  menée  par 
un  point  double  et  son  homolo- 
gue représente  deux  tangentes 
confondues  se  coupant  dans  le 
point  de  la  base  simple.  Il  en 
résulte  donc  que 'ce  point  de  la 
base  simple  est  le  point  de  con- 
tact de  cette  tangente. 

Le  cercle  et  la  conique  auxi- 
liaire ont  quatre  tangentes  com- 
munes pouvant  être  imaginaires 
deux  à  deux.  Ces  tangentes  sont 
également  des  tangentes  de  la 
courbe  de  3*  classe.  Celle-ci 
peut  en  avoir  six  qui  lui  sont 
communes  avec  la  conique  auxi- 
liaire. La  base  simple  abc  ...  est 
une  cinquième  tangente  com- 
mune. La  sixième  sera  donc 
toujours  réelle.  Si  nous  consi- 
dérons la  droite  0^,  elle  coupe 
la  base  double  en  m^  ou  fà  le 
conjugué  sur  cette  base  est  /n, 
le  point  de  tangence  du  cercle 
auxiliaire  et  le  conjugué  sur  la 
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^erite  du    cercle   en   Sj.    (Voir 
(ig.  10 1. 

I.a  ciinicfur'  auxiliaire  dépend 
du  ct?rcl('  primitivement  tracé. 
Si  on  laisse  le  sommet  S^  du 
faisceau  simple  se  déplacer  sur 
hi  courbe  du  3"  degré  la  conique 
Hiixiliaire  change,  mais  passe 
toujours  par  les  quatre  points 
H<?  coupe  du  cercle  avec  la 
courbe,  autres  que  Sj. 


base  simple  est  m,  La  tangente 
mm^  de  la  conique  est  en  même 
temps  tangente  de  la  courbe  de 
3*"  classe.  C'est  la  sixième  tan- 
gente considérée.  (Voir  fîg,  il.) 
La  conique  auxiliaire  dépend 
du  cercle.  Si  on  choisit  une  au- 
tre tangente  simple  que  celle 
qu'on  a  prise  la  conique  change 
aussi  mais  conserve  toujours  les 
quatre  mêmes  tangentes  com- 
munes avec  le  cercle  et  la  courbe 
de  3"  classe. 


111 


ASYMPTOTE^  ET  TANGENTES  PARALLÈLES 


Asymptotes  des  courbes  du  3* 
degré  à  point  double. 


Le  prohlciiie  des  asymptotes 
de  ces  courbes  comprendra 
di'ux  pîti'lics.  D'abord  on  éta- 
blira la  direction  des  points  à 
l'infini,  eï  eu  ,second  lieu  on  dé- 
terminera les  tangentes  par  ces 
poi  uts. 

Les  poinls  à  Tinfini  provien- 
dront de  rayons  homologues 
parallèles*  Pour  avoir  leur  di- 
recliou,  mciiunsenS,  des  rayons 
parallèles  a  ceux  de  S^ .  Nous 
formerons  atTïsi  deux  faisceaux 
concentriques  iiomographiques 
du  \'2.  4-  J  i''  degré.  Les  rayons 
<b>ubles  du  *V  degré  de  ces 
f'aisc<*îîux  correspondront  aux 
rayons    butmdugues  parallèles. 


Tangentes  et  points  de  tan^ 
gence  des  courbes  de  3*  classe 
parallèlement  à  une  direction 
donnée. 

Ce  problème  se  compose  éga- 
lement de  deux  parties.  Il  faut 
en  premier  lieu  trouver  les  tan- 
gentes en  direction  puis  en  se- 
cond lieu  déterminer  les  points 
de  tangence. 

La  courbe  sera  donnée  dans 
la  fig.  12,  par  les  cinq  paires  de 
tangentes  A,  a  —  B,  ^  —  C^c  — 

La  direction  de  la  ou  des  tan- 
gentes parallèles  est  donnée  par 
xût' ,  Nous  en  sommes  ramenés 
à  chercher  les  tangentes  de  la 
courbe  pour  le  point  à  Tinfini 
sur  cette  direction.  On  joint  les 
points  des  deux  ponctuelles  avec 
ce   point.   On    forme  ainsi  des 
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Dans  la  fig.  12  la  courbe  est 
donnée  par  les  faisceaux  en  S, 
et  S^  correspondant  aux  cinq 
points  ABCDE. 

Les  parallèles  en  S,  aux 
rayons  de  S^  sont  désignées 
par  1,  2,  3,  4  et  5.  Les  faisceaux 
concentriques  en  S,  ont  donné 
un  rayon  double  du  3*  degré  kk. 
Celui-ci  donne  donc  une  direc- 
tion asymptotique  de  la  courbe. 

Nous  obtiendrons  maintenant 
Tasymptote  correspondante  en 
formant  un  nouveau  faisceau 
simple  dont  le  sommet  est  à 
Finfîni  sur  la  direction  kk  et 
dont  les  rayons  passent  par  les 
points  de  la  courbe  ABCDE. 

Le  rayon  V  par  E  de  ce  fais- 
ceau coupera  les  rayons  du  fais- 
ceau S,  en  cinq  points.  Le 
rayon  e^  du  faisceau  S,  coupera 
les  parallèles  en  cinq  autres 
points  homologues  des  pre- 
miers. La  ponctuelle  sur  V.  E 
sera  une  ponctuelle  double  ; 
celle  sur  e^  une  ponctuelle  sim- 
ple homographique  avec  la  pre- 
mière. Ensemble  elles  engen- 
drent une  conique  qui  peut 
servir  de  conique  auxiliaire 
pour  la  courbe  du  3*  degré. 


La  tangente  de  cette  conique 
menée  par  le  sommet  M»  du 
faisceau  simple  sera  comme  nous 
l'avons  vu  antérieurement  la 
tangente  de  la  courbe  du  3*  rfe- 
gré  par  M».  Ce  sera  donc  une 


faisceaux  homographiques  con- 
centriques du  (2  -(-  1)"  degré  ou 
sur  la  base  double,  des  divisions 
homographiques  formant  un 
groupe  de  la  (2  +  ^Y  classe.  Les 
points  doubles  du  3®  degré  de 
ces  divisions  correspondent  aux 
rayons  de  même  nature  des  fais- 
caux  de  rayons  parallèles  et 
donnent  ainsi  les  tangentes  pa- 
rallèles à  la  direction  considé- 
rée. 

Par  M  dans  la  fig.  12,  nous 
avons  une  de  ces  tangentes.  Sa 
construction  étant  développée 
par  des  méthodes  connues. 

Nous  considérons  ensuite  la 
division  simple  déterminée  sur 
la  nouvelle  tangente  par  les  tan- 
gentes de  la  courbe  de  3*  classe 
issues  des  points  de  la  ponc- 
tuelle double.  Ce  sont  1,  II,  III, 
IV  etV.  En  prenant  deux  points 
homologues  C^  et  III  comme 
sommets  de  deux  faisceaux 
auxiliaires 


et 


III (At,  B,.  Ct.  Di,  E,;  ...) 


Qd.  II.  III.  IV.  V  ...) 


formés  avec  les  ponctuelles, 
nous  obtenons  une  conique 
donnée  par  cinq  points  1,  2,  3, 
4  et  5.  Cette  conique  auxiliaire 
peut  servir  à  la  construction  de 
la  courbe  de  3'  classe. 

Le  point  de  cette  conique  avec 
la  tangente  simple  (Tg)  menée 
parallèlement  à  la  direction  %x' 
sera  comme  nous  le  savons  le 
point  de  tangence  de  la  droite 
avec  la  courbe  de  3*  classe. 
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asymptote.    Elle    est    marquée 
(A*). 

Comme  on  connaît  cinq  tan- 
gentes de  la  conique  auxiliaire 
considérée  et  la  direction  de  la 
sixième,  on  peut  construire 
celle-ci    par    le    théorème    de 


Ce  point  est  marqué  P.  Nous 
avions  donc  cinq  points  de  la 
conique  et  la  direction  passant 
par  le  sixième.  Nous  avons  cher- 
ché celui-ci  par  le  théorème  de 


Fio.  is. 


Brianchon  sans  tracer  la  coni-      Pascal   sans   construire  la  co- 


que. 

Il  ressort  de  ce  qui  précède 
que  la  courbe  du  5*  degré  à 
point  double  a  trois  asymptotes 
dont  deux  peuvent  être  imagi- 
naires. 


nique. 

Il  est  donc  évident  d'après  ces 
observations  qu'iY  y  a  trois  tan- 
gentes de  la  courbe  de  la  troi- 
sième classe  parallèles  à  la  di- 
rection donnée.  Deux  d'entre 
elles  peui^ent  être  imaginaires. 


L.  Crklier  (Bienne). 
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SUR  LES  PROJECTIONS 
DES  DROITES  PERPENDICULAIRES 


Il  y  a  des  questions  de  Géométrie  descriptive  qui  peuvent 
se  résoudre  d'une  seule  manière  et  par  un  procédé  simple, 
lorsque  on  emploie  une  certaine  méthode  de  représentation, 
tandis  que,  si  on  se  sert  d'autres  méthodes,  on  n'en  vient  à 
bout  qu'en  ayant  recours  à  des  artifices  très  variés.  C'est 
dan«  cette  condition  particulière  que  se  trouve  la  question 
traitée  récemment  dans  cette  Revue  par  MM.  Lehr  (T.  IX, 
1907,  p.  110)  et  Majgkn  (Id.,  p.  460);  elle  se  résoud  en  deux 
mots,  si  on  se  sert  de  U  méthode  d^e  la  projection  centrale, 
tandis  que,  dans  la  méthode  de  Monge,  elle  n'a  aucune  de 
ces  solutions  qu'on  dirait  nécessaires.  Qu'il  me  soit  donc 
permis  d'ajouter  une  troisième  solution  aux  deux  solutions 
découvertes  par  les  géomètres  cités.  Elle  est  basée  sur  un 
raisonnement  analogue  à  celui  qui  m'a  fourni  [Periodico  di 
matematica  per  l'insegnamento  secondarioy  III  Série,  T.  2, 
1904-1905,  p.  41;  Vorlesungen  liber  darstellende  Géométrie^ 
I.  Band,  Leipzig  1907,  p.  54)  la  détermination  des  droites 
bissectrices  des  angles  formés  par  deux  droites  données  ou 
des  plans  bissecteurs  des  angles  dièdres  formés  par  deux 
plans  donnés. 

Comme  cela  est  permis,  je  suppose  que  les  droites  r,  /•, 
dont  on  cherche  la  condition  de  perpendicularité  se  coupent 
en  un  point  O  et  je  m'appuierai  sur  les  deux  propositions 
suivantes,  que  tout  le  monde  connaît  : 

aj  La  condition  nécessaire  et  suffisante  pour  qu'un  angle 
droit  se  projette  orthogonalement  sur  un  plan  suivant  uq 
angle  droit  est  que  le  plan  de  projection  soit  parallèle  à  un 
des  côtés  de  l'angle. 

b)  Deux  droites  concourantes  r,  7\  sont  perpendiculaires 
entre  elles  lorsque  elles  se  correspondent  dans  rinvointidn 
circulaire  (ou  orthogonale)  ù  existant  dans  le  faisceau  de 
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rayons  situé  dans  le  plan  ai  =  r  r^  et  dont  le  centre  est  le 
point  O  =  rr, . 

Cela  posé,  soit  (voyez  la  figure)  r  (/ ,  r")  et  r,  {r"  ,  r*)  les 
deux  droites  données;  si  on  joint  par  une  droite  les  points 


Fio.  1. 


/•'  r'  =  R  et  r/  r/  =  R|,  on  obtient  V  «  axe  d*aflinité  »  du 
plan  tù  ,  c'est-à-dire  le  lieu  des  points  où  se  coupent  les  cou- 
ples de  projections  des  droites  de  ce  plan. 

Dans  le  faisceau  (O  ,  u)  considérons  les  deux  droites  p^  p^ 
qui  sont  perpendiculaires  entre  elles  et  dont  la  première  est 
parallèle  au  plan  horizontal  ;  on  sait  que  p**  est  parallèle  à  la 
ligne  de  terre,  ou  bien  (pour  éviter  le  tracé  de  cette  droite) 


Digitized  by 


Google 


DROITES  PERPENDICULAIRES  143 

perpendiculaire  à  la  droite  O'  O" ,  tandis  que  p'  est  la  droite 
qui  joint  O'  au  point  P  ou  p"  coupe  Taxe  d'affinité  du  plan 
donné.  A  cause  du  théorème  a)  p\  sera  la  normale  menée 
par  O'  à  p*  et  on  obtiendra/?",  en  joignant  0"  au  point  P,  ou 
p\  coupe  Taxe  d'affinité  du  plan  ga. 

D'une  manière  tout  à  fait  analogue,  on  trouve  les  projec- 
tions horizontales  et  verticales  des  deux  droites  9,  9,  menées 
par  le  point  O  dans  le  plan  ga,  qui  sont  perpendiculaires  en- 
tre elles  et  dont  la  première  est  parallèle  au  plan  vertical  de 
projection. 

Les  deux  couples  de  droites  p* p\^  q'  q\  déterminent  une 
involution  (elliptique)  qui  est  la  projection  Q!  de  Tinvolution 
circulaire £2;  et  les  deux  couples/?"/;'',  ç" q'' \  ©"  déterminent 
une  autre  QT  qui  est  la  projection  verticale  de  la  même  in- 
volution û.  Or,  si  on  applique  le  théorème  b)^  on  voit  de 
suite  que  r  et  t\  seront  perpendiculaires  entre  elles  lorque  r" 
et  r\  seront  des  rayons  correspondants  dans  Tinvolution  û' 
(ou  bien  si  r"  et  r" ^  se  correspondent  en  û")  et  alors  seule- 
ment. 

Cette  condition  peut  s'énoncer  d'une  autre  façon.  En  effet, 
si  on  appelle  Q  et  Q,  les  points  q'q"  et  ç'iç", ,  il  est  évident 
que  pour  la  perpendicularité  des  chroites  r  et  /',  il  est  néces- 
saire et  suffisant  que  les  points  R,  R,  se  correspondent  dans 
rinvolution  (elliptique)  déterminée  par  les  couples  PP, ,  QQi  ; 
si,  donc,  le  couple  RR,  ne  sépare  pas  le  couple  PP,  (ou  le 
couple  QQi)  on  peut  tout  de  suite  affirmer  que  les  droites  n\ 
ne  sont  pas  perpendiculaires  entre  elles.  Mais  si  cela  n'a  pas 
lieu,  comme  les  segments  PP, ,  QQ^  se  séparent,  les  cercles 
dont  ils  sont  les  diamètres  se  coupent  en  deux  points  réels; 

soit  C  un  de  ces  points;  les  angles  PCP,  et  QCQ,  étant  droits, 
il  s'ensuit  que  les  droites  r  et  f\  seront  perpendiculaires  entre 

elles  lorsque  l'angle  RCR,  est  lui-même  droite  et  seulement 
alors. 

Cette  condition  et  les  constructions  nécessaires  pour 
s'en  servir  ne  me  semblent  pas  plus  compliquées  que  celles 
proposées  par  MM.  Lehr  et  Majcen  et  les  principes  que  j'ai 
appliqués  ne  me  paraissent  pas  plus  difficiles  et  moins  connus 
que  ceux  sur  lesquels  ils  se  sont  appuyés;  c'est  ce  qui  me 
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décide  à  publier  cette  courte  note.  Pour  terminer  je  crois 
utile  de  faire  remarquer  qu'elle  semble  confirmer  Topinion 
que  Les  solutions  les  plus  naturelles  dans  la  base  et  les  plus 
simples  dans  l'exécution  de  questions  de  Géométrie  descriptive 
(élémentaire)  s'obtiennent  par  l'emploi  des  théories  de  la  Géo^ 
métrie  de  position, 

Gino  LoRiA  (Gênes). 


SUR  LE  CHANGEMENT  DE  VARIABLE 
DANS  LES  DÉRIVÉES  D'ORDRE  SUPÉRIEUR 


La  détermination  directe  de  la  m**"'  dérivée,  si  importante 
dans  les  applications  de  la  série  de  Taylor,  spécialement 
pour  la  discussion  du  reste,  se  heurte  à  des  difficultés  sé- 
rieuses qui  ne  peuvent  guère  être  vaincues  que  dans  quel- 
ques cas  particuliers.  On,  me  permettra  de  citer  ici,  comme 
pouvant  quelquefois  rendre  de  bons  services  dans  ce  genre 
de  question,  une  formule  aussi  simple  que  peu  connue. 

Soient  une  fonction  y  =  f{x)  de  la  variable  x^  F  (y)  une 
fonction  de  fonction^  suivant  la  terminologie  en  usage  dans 
les  éléments  du  Calcul  diflférentiel.  On  demande  d'exprimer 

la  m**^  dérivée  par  rapport  à  x^  — -  ^iy)-,  P^^r  ^^s  dérivées 

dx 

relatives  à  la  variable  y,  La  réponse  à  ce  problème  est  con- 
tenue dans  la  formule 

,f_  F(j)  =  —  V{y)f'{y).r- 'A         .  (1) 

dont  voici  la  signification.  La  fonction  inverse  de  /*  est  dési- 
gnée par  (f ,  de  sorte  que  l'équation  y  =  f{x)  se  résout  ainsi 
^'  =  ?(y)î  ^^  outre,  il  faut  au  second  membre  de  (1),  calculer 
d'abord  les  dérivées  en  y,  sans  toucher  à  x^  puis  remplacer 
dans  le  résultat  y  par  /(.r),  ou  x  par  rf{y). 
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(Commençons  par  donner  quelques  exemples  de  la  formule 
dont  il  s'agit;  nous  représentons  constamment  |)ar /S  le  quo- 
tient 

i"  Exemple.  —  y  étant  liée  à  .r  par  la  relation 

r  —  jc^  [y]  =  a  , 

on  demande  de  déterminer  le  terme  général  de  la  série  de 
Lagrange  par  laquelle  ¥ly)  est  développée  suivant  les  puis- 

sances  de  x  ;  autrement  dit  on  cherrhe  l'expression  — -  F  (y) 

dx 

pour  la  valeur  particulière  .r  :=  0. 

Ici  f(y)  =  ^j^  ,  f  y)  =  ^ ^-^^5 ^  ;  /(.r;  ne  saurait  être 

obtenu  explicitement,  mais  comme  il  sufïit  d'avoir  (3  quand 
.r  :=  0,  f{x)  se  remplacera  par  «r,  et  /3  par  ^(y)-  On  a  alors  en 
vertu  de  (1;,  pour  x  =  0, 

—„  ^'W  =  ^^  Fljif -Nr)[*  ~  (r  --  «)f  ! . 

étant  bien  entendu  que  la  lettre  y  sera  remplacée,  après  dé- 
rivation, par  sa  valeur  a.  Le  second  membre  s'écrit  évidem- 
ment 

t/M  itn  —  1 

rfri'"  ^  du'"-'  ^ 

puis 


rf«"*-* 

■  L*   v'^'r 

\"  1  T^  "«»  »« 

•  ;y 

et  enfin 

da'" 

1 

—  l 

F' 

c'est  le 

résultat 

connu. 

2^  Exemple, 

1 

.r  : 

_    1 

~  r 

^  X 


L'EDseijçnement  mathéni.,  ](>•  anncn  ;  1908. 
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On  a  immëdiateinent 


^:LK(l)=^"i!L,,oir»-«  = 

rfj.™      Va-/        ar"'+'    dy"'      •"■ 


(-1 


TT  2  G) ""  -  ^'  •••  c»  -  -^ir^-^-'F^'b) . 


et  dans  la  somme,  il  faut  prendre  pour  p  et  q  toutes  les  solu- 
tions entières  et  positives  de  Téquation  p  -{-  q  =  m.  Le  ré- 
sultat définitif  se  lira  plutôt 


3^  Exemple. 


_  .r  y  a   _  y  —  ' 

X 

On  a  de  même 


dx 

(—  1 1 


^^7^)  = 


1^-       1)'^ 


^  (-)  (m  —  1  )  (m  —  2)  . . .  (w  —  7)  (y  —  l)'"-'  -n^<^'  (j)  = 
-i ^-   >  (  -  )  l'«  —  1  )  (m  —  2)  . . .  |/ii  —  r/l   ^'  . 

.      (.r- i)^'"-iiijV/>/-  (^-1)^ 

4'*  Exemple. 

Ainsi,  par  un  calcul  des  plus  simples, 

9,_  !/"  N?   (-  UP  {fn-p-^\)(m~p  +  2).,.{2m-p)        V^^Hj/ x) 

^  1.2.3...;?  (2^17)^'^-^  +  *' 

et  l'on  aurait  de  même  pour  le  cas  y  =  y  x 

d'"     F^y'T)        ,d"'  Fir)  8/- 

— ~ —  =  .j  : ~        î»vec        1/  .r  r=  a   . 

rf.r         .r  rfj       (>•»  4-  ay  -f  a»)    ^ 
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5*  Exemple,   —    Prenons    ffiy)  =   j  ,    égal    au     quotient 

<le  deux  polynômes  quadratiques  Ai  =^  a^y^  +  b^y  +  c\  ,  et 
h^  z=z  a^y^  +  b^y  +  c,.  Dans  le  faisceau  Aj  —  xh^  existent,  on 
le  sait,  deux  carrés  parfaits  correspondant  aux  racines  de 
Téquation 

g  {X)  —  (ht  —  ftiJr)»  —  4  (fl,  —  u^x)  (c,  —  ctx]  —  0  . 

En  même  temps  les  points  doubles  de  Tinvolution,  autre- 
ment dit  les  valeurs  de  y  correspondant  à  ces  racines  sont 
données  directement  par  Téquation  H  =  A,A', —  hji\  =  0  ; 

—  H  H 

on  sait  que  \/g  U)  =  r-  ,  et,    de  plus,  <f\y)  =  -j  .    Si   /,  ,  /^ 

sont  les  deux  solutions  tirées  pour  y  de  la  relation 
A,  —  rAj  =  0,  on  a  évidemment 


A-/; 


Of    OtX 

y- h    _  h. 


Ainsi 


,  —  h^x         [Qt  —  Otx)  \y  —  /i' 


£L  F(r)  =  ^  !L'"    V\y\nhT-'    . 


par  suite,  si  Ton  pose  pour  abréger  F(3/]HA/"-^  =::=  t|/i7/),  on 
aura   en  exécutant  les  dérivations  et  remplaçant  3/ par /i(j:). 


dx 


1m-\-\—p 


ni 

^  (^  ^.m-/>(m  — /?-fl)(m— yp-f  2)...(2m~^)     (p.       /  g,  —  fft.r  V 
^  1.2.3...;,  *      '^'A"/«ï^     / 

Si,  par  exemple,  on  prend  f^iy)  =  1,  on  obtient  la  formule 
remarquable 


Démonstration.  —  Venons  maintenant  à  la  démonstration 
de  la  formule  (1);  elle  s'obtient  d'abord  comme  une  consé- 
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quence  iinmédiale  de  Fintëgrale  de  Cauchy  envisagée  dans 
la  théorie  des  fonctions.  La  démonstration  que  voici,  plus 
générale  et  pour  le  moins  aussi  simple,  ne  réclame  que  les 
éléments  du  calcul  difTérenliel. 

Soit,  comme  plus  haut,  /3  le  rapport   '^  ^      dont  la  limite 

esl  a  =  f'-^')',  quand  y  s'approche  de  x.  On  a 

àj  ___  y  —  /•--  g(y  —  J1  __  P  —  g  ^ 
fto-  (?  — ^1"  y-f^' 

identité  qui  peut  s'écrire  aussi 

multiplions-en  les  deux  membres  par  le  produit  y' F,  puis 
difTérentions  w  Ibis  par  rapport  à  y,  il  vient 

Si  Ton  fait  maintenant  3/  =  /,  ce  qui  donne 

d  ô     .        ô 

dx        CSX  i>r 

le  second  terme  disparaît  et  il  vient 

Donc,  si  l'équalion  (Ij  est  satisfaite  pour  ru  =0,  elle  d(»- 
meure  exacte  pour  toute  valeur  de  m  ;  il  en  est  bien  ainsi, 
puisque  Fç'/S  tend  vers  Fç'cf  =  F. 

(]omme  on  le  voit,  la  démonstration  repose  en  définitive 
sur    rhypothèse    que    les    différentes    quantités    telles    que 

:^  (Ë"')  ou  —  --  (â"*)  admettent   des    limites   finies    quand  y 

tend  vers  /(.r);  voici  sur  ce  point  quelques  remarques  presque 
évidentes. 

Si  les  fonctions  fi.t:)  et  yi.r  «ont  toutes  les  deux  finies,  avec 
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leurs  dérivées  d'ordre  quelconque,  dans  un  intervalle  com- 
prenant les  points  a  et  6,  et  que  de  plus  ^'^à\  soit  diflFérent 
de  zéro,  les  expressions 

où  s  est  un  entier  positif,  atteignent  chacune  une  limite  finie 
quand  b  tend  vers  a.  Cela  résulte  siniplement  du  fait  que  le 
rappori 

/  f{b)  —  f\a)  \  v 

étant  ordonné  suivant  les  puissances  de  h  —  a,   commence 

par  le  ternie  fini  \-}~i)    \    les   coeflicients  seront   d'ailleurs 

évidemment  des  fonctions  entières  de  fia),  /"v^j,  f\a),,.  ; 
ç"(^^S  ?"/^'  •••  ^^  contiendront  en  diviseur  la  seule  quan- 
tité y'V/i. 

Pour  calculer  les  diverses  quantités  telles  que  (2),  on  em- 
ploiera le  moyen  suivant.  Soient  B,;,,„.  l'expression  (2)  et 
A;„,„  sa  limite;  puisqu'on  doit  faire  finalement  />  =  r/,  on  a 

d   ^    _i     ^ 

\  Tb^  ha 

^^m,  n    __.  .  .  ^^A  A 

formule  récurrente  par  laquelle  la  détermination  de  A,„,„  est 
ramenée  à  celle  de  A,„,o  ou  A,„ . 

(^)uanl  à  cetle  dernière,  remarquons  que,  quelle  que  soit  la 
fonction  /  n, 

a  pour  limite  la  quantité,  où  1)  désigne  le  symbole  de  déri- 
vation, 

y"/-=  D'Y^«i  -  7  fio)  \y'Y-'  («)  -+-  "^^{^  /"*(«)  d'"/'"' («)-..., 

et  il  est  clair  que,  le  développement  de  !/(l?)  —  /(«)/  commen- 
çant par  le  terme  f''(b  —  rif,  on  aura  en  particulier  ^"'f'=:  0 
quand  m   est  inférieur  à  s,  et  AV=^!(/'  //))*  pour  7U  =  s. 


-r  =  -7  -f-  —  ,  don( 

du  hh     '     tsa  ' 


Digitized  by 


Google 


IDO  C.   CAILLER 

(h'  en  écrivant  B;n,o,  ou  B,„,  sous  la  forme 

et  dérivant  par  la  règle  des  facteurs,  on  a,  après  avoir  fait 

Celti'  lurniule  se  réduit  à  Tidentité  0  ;:=  0  pour  tout  ///  <  «J; 
eii  donnant  à  m  les  valeurs  successives  ^,  .v  +  1,  ^  +  2,  ... 
K\\  sn|ipriHiant  les  ternies  A^y  nuls  parce  (|ue  y  <  .v,  on  oh- 
lieril  le  lahleau 

[S  -h  llA,  A>  -h  AoA*+*y  =  A*  +  V'  / 

.      ■      .* / 

t|ui  dniinera  A,,,  A^,  A^,  ...  par  des  formules  où  apparaît 
itMiuiie  senl  diviseur  la  (pianliU*  A*y  =:  s\  (y' //  )%  ou  Tune  de 
îst*s  [nii^sances.  Si,  ])ar  e\(»nipl(\  y  r;  =^  .r,  et  (|u'il  s'agisse  de 
l  mil  ver 

A„,  in  hm  ^ — 

touH  li*s  A'"^  sont  nuls  à  Texceplion  <l<»  A' y  — ^  .s  î ,  et  par  suite 

n«siih:it  lîivile  à  obtenir  dirintement. 

lï;ir)s  le  cas  de  la  formule    h  (|u'on  mettra  également  sous 
In  lornu^ 


on  n 


,f  ::^  1^1   -f   t  ,        A'"  +  '  =z  lim   —   |3"'  +  ^  ,         A"'+7=:  |m  -f-   1)! 
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et  pour  toute  autre  valeur  de  /i,  à"f=^  0  ;  comme  on  a  d'autre 
part  A^'tp  =  limy=yr  —  (p  —  .r/''^^  le  tableau  (3)  devient 

A;"  +  ^A'"  +  »yz=  {m  +  i)! 
(m  +  '^^im  -f  2)  ^//i+iy«4-i^^:!!±lV"-ft^m  +  2^  _^  A'"  + »a"'  +  =*|>=zO  . 


En  différentiant  d'ailleurs  la  formuh*  4^  par  rapport  à  .r, 
on  obtient  pour  déterminer  les  eoeflicienls  A^"  une  nouvelle 
loi  de  récurrence 


ou,  SI  1  on  veut, 


,«A;  +  »  =  (m  -  /,  -  I)/'A;  4-  /;  ^  A'^ 


J'ajoute  que  la  ibrniule  (Ij  s'étend  aisément  au  cas  du 
changement  de  plusieurs  variables  iudépendantes.  S'il  y  en 
a  deux 

-Ti  =z  fi  [yt .  n)       et       jr-,  =  ^  ()•, ,  r,l  , 

donnant  inversement 
on  aura  par  exemple 

^mt  +  mi  j. //Il  -f-  //#f 

avec 

p,   =  ,  «,=-!——  Cl  J    Z=   — 

?i  —  j^i  f  1  —  'i  »>(vi,  rii 

(].  Cailler  (Genève'. 
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ENQUETE  SUR  LA  METHODE  DE  TRAVAIL 
DES  MATHÉMATICIENS 


LES  RESULTATS  *  —  XI 

(Fin.) 

Questions  relatives  au  mode  de  vie  du  mathémaiicien^ . 

Question  24. 

Le  travail  du  mathématicien  dans  une  journée  doit-il  être 
coupé^  selon  vous,  par  d'autres  occupations^  ou  par  des 
exercices  physiques  proportionnés  à  l'âge  et  aux  forces  de 
chacun. 

On  ne  saurait  (^tre  trop  explicite  dans  la  rédaction  des 
questions  d'une  «enquête.  »  Mais  ce  n'est  malheureusement, 
le  plus  souvent,  qu'une  fois  les  réponses  reçues,  que  l'on  se 
rend  compte  de  la  façon  dont  il  eût  fallu  rédiger  certaines 
questions,  pour  bannir  toute  équivoque. 

«  Le  travail  du  mathématicien  doit-il  être  coupé...  ?».  Ce 
que  l'on  désirait  savoir,  c'est  si  et  comment  les  mathémati- 
ciens, cie /rt/'/,  coupent  leur  travail.  Ces  deux  questions,  bien 
entendu,  se  confondraient,  dans  un  monde  idéal  où  serait 
fait  tout  ce  qui  devrait  être  fait.  Mais,  hélas,  il  n'en  est  guère 
ainsi,  à  notre  époque  surchargée  où  le  Possible,  plus  que  le 
Bien  et  le  Beau,  est  le  seul  maître  que,  le  plus  souvent,  il 
nous  soit  donné  de  suivre.  Les  semaines,  les  journées  sont 
hachées  par  les  circonstances  contingentes,  les  nécessités 
de   l'enseignement...    notre    travail  est   trop  souvent  coupé 


^  Voir  VEns.  math.,  1^  aiiiu>e,  n»  5,  p.  387-395  ;  n»  6,  p.  'i73-478,  I90.">.  —  8«  annt'^e.  n-  1, 
p.  43-'«8  ;  n»  3.  p.  217-225  ;  n»  4,  p.  293-310  ;  n"  5,  p.  383-385  ;  n»  6,  p.  463-475,  1906,  — 
9»  année,  n*  2,  p.  123-135.  n»  3,  p.  20*-217  ;  n«  4,  p.  306-312,  1907;  n*  6.  p.  473-479. 

■  LV'tiide  de  cette  dernière  partie  a  été  faite  par  M.  le  D'  Ed.  Claparkdk,  Directeur  du 
Laboratoire  de  Psyehoiojçie  de  l'Université  de  (louève. 
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(|iKmd  il  ne  le  iauilrait  pas,  pour  que  nous  soyons  disposés, 
lie  gaîté  de  cœur,  à  le  couper  volontairement,  quand,  (faven- 
ture,  il  nous  arrive  d'avoir  devant  nous  un  long  chapelet 
d  heures  à  égrener. 

Il  eut  donc  fallu  poser  ainsi  la  question  24  :  «  Coupez-vous 
votre  travail...;  si  les  circonstances  ne  vous  permettent  pas 
de  le  faire,  le  regrettez-vous,  et  pou;*<|uoi  ?  » 

Sur  cinquante-huit  correspondants  qui  ont  envisagé  la 
question  24,  deux  seulement  ont  clairement  séparé,  dans 
leur  réponse,  les  deux  points  de  vue  de   Tidéal  et  du  réel  : 

Rép.  XVIIl  Italie'.  —  Je  croîs  (|u  il  doit  être  utile  d'interrompre 
le  travail  quotidien  par  quelque  exercice  physique.  Mais  je  l'ai 
raremeul  fait.  (...* 

Rép.  LU  (France'.  —  C.e  serait  désiral)le,  mais  je  n'ai  jamais  pu 
mV  astreindre.  IIatox  i>k  ka  Gorpu.LiÈKE 

Parmi  les  autres,  (|uarante-six  ont  répondu  allirmative- 
menl,  la  plupart  par  un  oui.,  ou  certainement  oui,  ou  il  le 
faudrait  tout  au  moins  (rép.  XLII,  LXII).  Quelques-uns  seu- 
lemenl  ont  été  un  peu  moins  brefs  : 

Rép.  XI  Russie).  —  Pour  moi,  les  exercices  physiques  donnent 
de  la  force  à  l'esprit  \.  Dki.acxav. 

Rép.  XII  Allemaj^ne^.  —  Le  développement  physicpie  doit  être 
recommandé  sans  aucun  doute. n  (... 

Rép.  XX  France  .  —  Je  suis  d'avis  que  le  travail  chut  être  mor- 
celé. IL  Brocaiu). 

Rép.  XXI  ;  Allemagne  .  —  Pour  la  moyenne  des  écoliers,  même 
pour  les  mieux  doués,  l'exécution  de  travaux  expérimentaux  entre 
les  travaux  purement  mathématiques  est  à  recommander  vivement. 
Pour  le  t;énie,  il  n'y  a  pas  de  rèjjle.  L.  Botzmaxx. 

Rép.  XXIX  (Hollande:.  —  Travailler  au  plus  trois  heures  <le 
s\n*te,  et  puis  changer.  J.  de  Vriks. 

Rép.  XLIIl  France  .  —  S'arrêter  dans  son  travail  ilès  cjue  Ton 
est  fatiffué.  K.  Mau.lkt. 

Rép.  LXVIl  Allemagne  .  —  Je  considère  comme  très  avanta- 
l^eux  si  le  travail  peut  être  coupi»  par  d'autres  occupations  ou  par 
des  exercices  physicpies.  j 

Rép.  LXXXIV  Suisse.  On  ne  peut  pas  toujours  travailler; 
l'exercice  est  très  nécessaire.  G.  Olthamahi:. 

Tn  correspondant  (XXXII    répond   «  douteux  »  à    la  (|ues- 
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tion  24.  Trois  (XXXVI,  XLV  el  XLVIl)  déclarent  cjue  «  c>st 
individuel.  ». 

Rép.  XLV  (France).  —  Rien  de  frénéral.  Cela  dépend  delà  tour- 
nure d'esprit.  R.  de  Moxtessis. 

Deux  malhématiciens  établissent  un  judicieux  distinguo^ 
auquel  souscriront  certainement  la  plupart  des  travailleurs  : 

Rép.  XXHl  (France).  —  Couper  le  travail  vaut  mieux  en  prin- 
cipe. Toutefois,  lorsqu'on  est  bien  entraîné  par  son  sujet,  une 
journée  entière  de  travail  continu  peut  être  profitable.  Mais  de  tels 
efforts  doivent  rester  des  exceptions.  ('.-A.  Laisaxt. 

Rép.  XXIV  (France).  —  Quand  on  se  sent  bien  disposé  sur  une 
(juestion,  il  ne  faut  pas  s'arrêter;  quand  on  n'est  pas  en  train,  il 
faut  s'arrêter.  A.  Boctin. 

Quanta  la  nature  de  Toccupalion  qui  doit  couper  le  tra- 
vail, c'est  à  Verercice  physique  que  les  quelques  rares  per- 
sonnes qui  ont  répondu  à  cette  partie  de  la  queslion  24,  don- 
nent la  préférence.  Boitzinann,  on  l'a  vu,  propose  d'entre- 
couper d'expériences  de  physique,  le  travail  ihéorique. 

Rép.  L  ,Ktats-Unis).  —  Continu  si  possible  pendant  les  heures 
de  la  matinée.  En  tout  cas,  une  continuité  de  plusieurs  heures, 
quel  que  soit  le  moment  de  la  journée.  K.-W.  Davis. 

Rép.  \A  (Ktats-Unis!. —  Il  doit  être  continu.  ... 

Rép.  LX  i Suisse).  —  Pas  nécessaire.  A.  Hmch. 

Rép.  LXVlll  (Etats  Unisl.  —  I.e  travail  mathémati((ue  doit  être 
concentré,  non  interrompu.  fi.-L.  Conaxt. 

Rép.  LXXXl  Hollande).  —  .le  n'aime  pas  à  couper  une  journée, 
mais  à  étudier  de  jour  en  jour,  jusqu'au  moment  où  je  vois  <[ue  je 
n'avance  plus.  Alors  je  cherche  une  autre  occupation. 

F.-  J.  Vaes, 

Il  ressort  de  toutes  ces  réponses  (|ue  la  fatigue  produite 
parle  travail  nialhémati(|ue  varie  fort  d'un  individu  à  l'autre. 
Comparez  ces  deux  réponses,  dues  à  deux  jeunes  corres- 
pondants, presque  du  même  âge  : 

Rép.  XXXIV  ^France).  —  Oui,  le  travail  de  mathématique  con- 
tinu étant  d'une  jurande  fatigue  pour  l'esprit  et  pour  le  corps. 

J.  AzAïs. 

Rép.  LUI  ^Belgique).  —  H  me  semble  que  les  mathématiques  ne 
fatiguent  point.  M.  Lecat. 
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Question  25. 

Les  réponses  aux  diverses  questions  comprises  sous  ce 
rhill're  ne  font  que  mettre  en  relief  les  fortes  ditrérenoes 
individuelles  existant  parmi  les  travailleurs. 

25  (a).  —  Avez-vous  la  tendance  ou  Vhabitude  de  LravaiLler 
pendant  des  semaines  ou  des  mois  d'une  façon  irrégulière^ 
continue^  égale^  ou  au  contraire  par  bourrées,  et  comme  par 
à-coups  ? 

Sur  une  soixantaine  de  réponses,  cinquante,  tout  au  plus, 
$ont  utilisables.  FMusieurs  personnes  ont  en  ell'et  répondu  sim- 
plement oui  ou  non  à  la  question  25r/  ;  cette  question  conte- 
nant une  alternative,  on  ne  sait  comment  interpréter  des 
réponses  de  ce  genre.  Les  partisans  du  travail  conlinu  et  du 
travail  par  à-coups  sont  en  force  égale  :  vingt-trois  contre 
ving-trois.  Quatre  personnes  manifestent  l'un  ou  Tautre  type 
de  travail  suivant  la  nature  de  Toccupation. 

Citons  quelques  réponses  de  la  première  catégorie  travail 
continu;  : 

Kép.  IX  !  France  f.  —  Il  faut  de  la  conlinuité  et  de  la  discipline 
dans  le  travail  pour  m'amorcer  à  un  sujet  ;  une  fois  que  j'ai  mordu, 
je  travaille  malgré  moi  et  il  faut  m'arracher  par  mesure  d'hygiène, 
c'est  la  période  de  production  (|ui  amène  ensuite  une  certaine 
inertie  intellectuelle.  Les  circonstances  extérieures  agissent,  mais 
d'une  façon  secomiaire  rn  comparaison  de  l'évolution  que  je  viens 
de  dire.  .../ 

Rép.  LXXIV  iltalie,.  —  ()uand  il  m't^st  [)ossible,  j'aime  travail- 
ler pendant  des  semain<»s  et  aussi  des  mois  régulièrement. 

P.  CiE.M ima.no. 

Rép.  XVII  Allemagne!.  —  Jadis  je  travaillais  par  à-coups.  — 
Maintenant,  ayant  un  but  bien  déterminé,  j(»  travaille  tout  à  fait 
régulièrement,  mais  je  dois  continuellement   changer  de   travail. 

Rép.  L.XXXIII  i France).  —  Je  travaille  de  fa^on  régulière,  mais 
(fuand  j'ai  commencé  un  sujet  je»  n'aime  pas  à  passer  immédiate- 
ment à  un  autre  avant  d'en  avoir  tiré  tout  ce  qu'il  m'est  possible. 
Alors  je  passe  à  un  autre,  puis  en  revenant  assez  longtemps  après 
au  premier  (peut-être  un  mois  aprèsi,  il  m'arrive,  si  je  puis  dire, 
de  trouver  un  nouveau  filon.  :...] 
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Réponses  de  la  seconde  calégorie  (travail  par  à-<-oiips)  : 

Rôp.  II  (France).  —  Je  recherche,  le  plus  possible,  le 'travail 
réjj^ulier,  ce  qui  n'empêche  pas  que  ma  courbe  de  Tintensité  d.u 
travail  en  fonction  du  temps  ne  présente  un  aspect  vaguement 
sinussoïdal  !  En  jrénéral  je  travaille  d'autant  mieux  que  je  suis  plus 
libre  et  comme  méthode  et  comme  échéance  à  laquelle  donner  le 
résultat.  A.  Audebrand. 

Rép.  VI  (Allemagne).  —  Ma  faculté  de  travail  varie  selon  une  loi 
à  moi  inconnue.  F.  Schur. 

Rép.  Vil    Allemagne).  —  Le  travail  régulier  m'est  impossible. 

M.  Cantor. 

Rép.  XXll  (Ktats-rnisJ.  —  J'ai  l'habitude  de  travailler  quelque 
peu  spasmodiquement,  mais  je  ne  pense  pas  que  ce  soit  une  bonne 
méthode.  Edm.  Escott. 

Rép.  WIII  , France).  —  Le  système  des  à-coups  a  prévalu  chez 
moi,  souvent  contre  ma  volonté,  parfois  aussi  parce  que  je  ne  me 
sentais  plus  en  train.  (].  A.  Laisant. 

Rép.  XXIV  France).  —  Je  ne  travaille  que  par  à-coups,  sans 
périodicité  régulière.  A.  Boutin. 

Ré|).  XXXll  Autriche;.  —  Une  fois  en  bonne  force,  je  travaille 
plusi(uirs  journées,  douze  heures  par  jour,  où  j'aime  un  repas  fort, 
mais  vite.  Le  travail  achevé,  je  me  donne  un  repos  de  plus  d'une 
semaine.  M.  Lerch. 

Rép.  LXX  lElals-Lnis).  —  Personnellement,  je  travaille  par 
à-coups,  fortement  pendant  quekjues  semaines,  et  très  faible- 
ment entre  temps.  Je  ne  suis  pas  sur,  cependant,  (|ue  ce  soit  la 
meilleur  méthode.  J.-\V.  Youx<:. 

Rép.  LA'XVII  Etats-Unis  .  —  Mon  bon  travail  est  tout  à  fait 
irrégulier.  Pendant  quelques  semaines,  je  travaille  très  fortement, 
puis  moins  pendant  un  certain  temps.  Les  intervalles  sont  très 
irréguliers,  et  ne  paraissent  pas  dépendre  des  conditions  météo- 
rologiques et  physiques.  V .-\\.  Moiltox. 

Rép.  LXXXll  [Suisse).  —  Para-coups.  H.  Fehr. 

Rép.  lAXXIV  (Suisse  .  —  Par  bourrées.  G.  Oltramare. 

Quelques  personnes,  avons-nous  dit,  changent  de  type 
suivant  la  nature  du  travail  :  le  travail  de  recherche  serait 
plus  continu  dans  deux  cas  ;  dans  deux  autres  cas,  ce  serait 
I  inverse,  le  travail  de  recherche  étant  celui  qui  est  effectué 
par  à-cou [) s  : 

Rép.  I  l^'rancc  .  —  ()uand  je  rédige,  c'est  avec  une  assiduité 
continue  ;  (piand  je  cherche  c'est  par  à-coups.  Ch.  Méray. 

Ré[).  L    Etats-Unis  .  —  Je  travaille  par  à-coups  lorsque  je  suis 
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occupé  à  un  travail  de  production,  l^our  le  travail  d'assimilation, 
je  suis  plus  régulier.  F1.-\V.   Davis. 

Rép.  XVI n  (Italie).  —  Je  travaille  pendant  des  semaines  d'une 
manière  régulière  et  continue  si  jai  ((uelque  recherche  qui  m'in- 
téresse; autrement  par  bourrées.  ... 

Rép.  XXXVII  ^France,.  —  Cela  dépend  des  résultats  que  j'en- 
trevois. Quand  une  question  me  parait  devoir  donnei'  des  résul- 
tats je  travaille  sans  interruption.  Lorsque  je  cherche  un  sujet 
d'étude,  le  travail  est  plus  lent  et  plus  difficile.  K.  Kabhy. 

25  (b).  —  Avez-vous  des  phases  marquées  de  dépression  ou 
d'entrain^  puis  de  dépression  et  d'incapacité  de  travail? 

(c).  —  Avez-vous  remarqué  si  ces  alternances  présentent  une 
périodicité  régulière,  et,  dans  ce  cas,  quel  est  approximati- 
vement le  nombre  de  jours  de  La  phase  d\ictivité  et  de  la 
phase  d'inertie  ? 

On  a  peu  répondu  à  ces  questions.  Ceci  semble  indiquer 
que  ces  phases  de  dépression  et  d'excitation  sont  en  général 
assez  peu  marquées  pour  attirer  l'attention. 

Sur  trente-neuf  personnes  qui  ont  répondu  à  la  question 
256,  vingt-sept  accusent  des  phases  plus  ou  moins  pronon- 
cées, douze  déclarent  n'en  pas  avoir  constaté. 

Rép.  XI  Jl  (Italie).  —  A  une  période  de  forte  excitation  (»t  d'étude 
succède  toujours  une  période  de  dépression  et  d'incapacité  phis 
ou  moins  courte.  F.  Amodko. 

Rép.  XL VI  iRspagnei.  —  Quand  j'ai  écrit  quehjues  travaux,  j "ai 
une  période  d'excitation  suivie  de  dépression. 

G.  de  Caldkano. 
Rép.   LVll   (Etats-Unis).  —  J'ai   quelques  bonnes  périodes  <le 
travail,    et  quelques    périodes   improductives. 

E.-P.  TnoMPsox. 
Rép.  LXVI    Ktats-l'nis).  —  Oui,  variations  très  prononcées. 

V.  Snydkh. 
Rép.    LXXX    ;Norvègei.    —   Après    un   travail   achevé  j'ai    une 
période  de  dépression.  A  If.  GcMiBEiu;. 

Exemples  de  réponses  négatives  : 

Rép.  XL  m  (France  .  —  Inconnu.  E.  Mahj.kt. 

Rép.  LIX  (Allemagne»).  —  .le  suis  toute  la  journée  en  état  d'en- 
train, sauf  après  le  repas.  A.  Tafekmachku. 

Rép.  LXVIII  Etats-Unis).  —  Aucune  phase,  sauf  celles  provo- 
quées par  les  conditions  physiques.  L.  Conant. 
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Rép.  LXXII  (Rtals-Unis).  —  Jamais  je  n'ai  rien  observé  de  ces 
choses.  I...I 

Pour  ce  qui  est  de  Xdi  périodicité  de  ces  phases,  deux  cor- 
respondants seulement  sur  trente  ont  noté  une  certaine  ré- 
{^ularité  : 

Rép.  XXXÏV  (France).  —  Par  «bourrées»,  par  boutades  et 
aussi  selon  les  saisons  :  Tété  plut«M  que  Thiver,  le  printemps  plu- 
tôt que  l'automne  et  que  Tété,  la  plus  grande  phase  d'activité 
étant  environ  du  15  février  à  la  fin  de  mai  ou  au  commencement 
de  juin,  la  moindre,  de  novembre  au  commencement  de  janvier. 

J.  AzAÏs. 

Rép.  XLV  (France).  —  Phase  d'activité  :  15  jours  ;  phase  d'iner- 
tie :  variable.  R.  de  Montkssus. 

D'autres  n'ont  pas  observé  de  périodicité  régulière  :  M. 
Mahletta  explique  ainsi  ces  phases  de  dépression  et  d'en- 
train : 

Rép.  XLIV  (Italie).  —  Je  crois  que  [cette  périodicité]  doit  être  pro- 
duite par  une  sorte  d'autosuggestion.  Dès  que  j'ai  terminé  une 
recherche,  il  m'est  impossible  de  m'appliquer  à  quelque  autre 
chose. 

25  (d).  — Les  circonstances  ambiantes,  physiques  et  météo- 
rologiques (température,  lumière  ou  obscurité,  saisons,  etc.) 
ont-elles  une  influence  appréciable  sur  nos  facultés  de  tra- 
vail ? 

46  réponses,  dont  11  négatives.  Le  nombre  de  ces  der- 
nières eut  augmenté  de  quelques  unités  si  l'on  avait  compté 
comme  négatifs  les  cas  dans  lesquels  la  forte  chaleur  est  la 
seule  circonstance  notée  comme  ayant  une  influence  sur  le 
travail. 

Les  diverses  saisons  n'ont  rallié  chacune  que  2  suffrages. 
Le  temps  et  la  température  ont  plus  d'importance  pour  l'ap- 
titude au  travail.  On  remarque  cependant  que  le  beau  ou  le 
mauvais  temps  ont  parfois  une  action  différente  selon  qu'ils 
surviennent  en  été  ou  en  hiver. 

Rép.  JjXIX  (Italie).  —  Je  ne  puis  absolument  pas  travailler  en 
été  lorsque  le  temps  est  orageux  ;  au  contraire,  en  hiver  je  tra- 
vaille sans  entrain  lors(|ue  le  temps  est  beau.  (...) 
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La  température  parait  avoir  une  influence  très  marquée 
sur  certaines  personnes  :  une  seule  fois  il  est  expressément 
noté  qu'elle  est  sans  influence.  Le  froide  ou  lout  au  moins 
«  le  temps  froid  »  est  préféré  6  fois,  la  chaleur  2  fois  seule- 
ment. A  noter  cependant  que  Tun  des  amis  du  froid  (Rép.  W] 
n'aime  celui-ci  que  s'il  se  trouve  lui-même  dans  une  chambre 
chaude  (kuliles  Wetter,  aber  nicht  kùhles  Zlmmer),  Celte  re- 
marque nous  fait  supposer  que,  dans  le  temps  froid,  ce  n'est 
pas  tant  l'abaissement  de  température,  en  lui-même,  qui  favo- 
rise le  travail  intellectuel,  que  Véléifation  barométrique  à 
laquelle  il  correspond  le  plus  souvent.  Le  même  correspon- 
dant ajoute  que  le  vent  du  midi  abaisse  sa  puissance  de  tra- 
vail :.cela  confirme  notre  interprétation. 

Le  beau  temps  n'est  cependant  pas  toujours  préféré,  au 
point  de  vue  du  travail,  s'entend.  Il  est  accusé  cinp  fois 
de  c(  distraire  du  travail.  » 

Rép.  XVI  (Belgique).  —  Le  beau  temps  m'engage  à  la  prome- 
nade et  nie  distrait  «lu  travail.  M.  Stlyvaert. 

Rép.  XXXI  [Alleniagne'i.  —  Oui  ;  —  eu  été,  ça  me  dégoûte  de 
ti'availier,  lorsqu'il  fait  beau  temps.  A.  von  Oettingen. 

Le  temps  pluvieux^  couvert  ou  lourde  détesté  parles  uns, 
est  signalé  trois  fois  (rép.  XXXIV,  LVII,  LX),  comme  favo- 
rable au  travail. 

Rép.  XVII  (Allemagne).  —  Je  suis  mal  entrain  et  incapable  de 
travailler  lorsque  règne  un  temps  couvert  sans  pluie.  (...) 

Rép.  XXXII  (Autriche).  —  Les  jours  obscurs  ou  de  pluie  me 
sont  pénibles  et  me  prennent  le  goût  au  travail.  M.  LEncH. 

Bép.  XXXIV  (France). —  Le  temps  pluvieux  ou  lourd  me  fatigue 
mais  prédispose  au  travail.  Un  temps  chaud  et  beau  est  assez  favo  • 
rable.  Un  temps  froid  et  beau  est  complètement  défavorable. 

J.  AzAïs. 

Rép.  XXXV  (France).  —  Le  temps  gris  et  l'humidité  sont  défa- 
vorables à  mon  travail.  (...) 

Rép.  LVII  (Etats-Unis).  —  J'aime  le  beau  temps  ;  mais  le  temps 
sombre  et  nuageux  est  délicieux  pour  travailler. 

E.-P.  Thompson. 

Rép.  LX  (Suisse).  —  Je  puis  mieux  travailler  lorsque  le  temps 
est  mauvais.  A.  Kmch. 
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L'influence  excitante  favorable  de  la  lumière,  soit  du  soleil 
soit  de  la  lampe,  est  notée  par  plusieurs  correspondants. 

Rép.  X  'Irlande).  —  Oui,  surtout  la  lumière.  R.  Oenkse. 

Rép.  XVII  (Allema^nrh  —  La  lumière  du  soleil  ou  de  la  lampe 
est  ce  qui  me  stimule  le  plus.  i...j 

Rép.  XXII  iKtats-Unisi.  —  Je  puis  beaucoup  mieux  travailler 
par  le  temps  froid.  Je  suis  facilement  dérangé  par  les  bruits  lé^(»rs. 
J'aime  l'abondance  de  lumière.  I^.-B.  Rscott. 

Rép.  XLIll  (Frauce).  —  Il  faut  (pie  mes  papiers  soient  bien 
éclairés  et  que  la  lumière  des  lampes  ne  me  frappe  pas  les  yeux. 
Je  ne  travaille  guère  dans  l'obscurité,  sauf  (|uel(|uefois  au  point 
de  vue  de  l'imagination  mathématique.  E.  Maillkt. 

Rép.  LXXXIV  (Suisse  .  —  Beaucoup  de  Uimière  m'ii  toujoui*s 
été  absolument  nécessaire.  G.  Olthamauk. 

Question  26. 

Quels  exercices  physiques  pratiquez-vous  ou  avez-vous 
pratiqués,  comme  diversion  aux  travaux  intellectuels  ?  Aux- 
quels donnez-vous  la  préférence  ? 

Presque  tout  le  monde  a  répondu  à  cette  question.  Deux 
(correspondants  seulement  (le  n**  41,  Ecossais  de  44  ans,  et  le 
n®  81,  Hollandais  de  38  ans)  déclarent  ne  se  livrer  à  aucun 
exercice  physique. 

Impossible  de  classifier  ici  les  exercices  et  les  sports  indi- 
qués :  chacun  en  cite  plusieurs,  parfois  même  beaucoup.  Et 
le  pourrait-on,  serait-il  sage  de  le  faire  ?  Il  va  sans  dire  (|ue 
le  choix  du  sport  auquel  se  livre  un  individu  est  dicté  bien 
plus  par  les  circonstances,  par  les  habitudes  de  son  milieu, 
que  par  ses  aptitudes  intellectuelles  particulières  :  pour  être 
mathématicien,  on  n'en  est  pas  moins  homme  î  Aussi  verra- 
t-on  les  septentrionaux  s'adonner  au  patinage  plus  souvent 
(jue  leurs  collègues  du  Midi,  les  Anglos-Saxons  préconiser  le 
tennis  ou  le  football,  les  Suisses  l'alpinisme,  les  Français  la 
chasse,  la  pèche  ou  l'escrime,  les  riverains  d'une  mer  ou 
d'un  lac,  le  canotage  et  la  natation... 

Il  est  cependant,  au-dessus  de  toute  cette  diversité,  un 
exercice  qui  recueille  la  quasi-unanimité  des  suffrages  :  c'est 
la  marche,  la  promenade.  Faut-il  lui  attribuer  une  vertu  res- 
tauratrice spécifique,  ou  la  fréquence  avec  laquelle  on  la  re- 
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commande  est-elle  due  simplement  à  la  facilité  et  au  bon 
marché  de  son  emploi  ?  —  Certains  préfèrent  la  promenade 
«  en  agréable  compagnie  »  ;  d'autres  seuls  «  parce  qu'on  jouit 
ainsi  mieux  de  la  nature.  » 

Parmi  les  exercices  auxquels  les  mathématiciens  se  livrent, 
citons,  pour  être  complet,  la  bicyclette  (très  souvent),  \e  jar- 
dinage^ Véquitatioriy  la  gymnastique,  Vescrime,  le  sciage  du 
bois. 

Tantôt  on  a  prolesté  contre  les  exercices  trop  violents. 

Hëp.  XXlll  (France).  —  La  marche  est  le  meilleur  des  exercices; 
elle  a  le  défaut  de  prendre  beaucoup  de  temps  ;  j'ai  beaucoup  pra- 
tiqué la  bicyclette  à  un  âge  déjà  avancé,  et  je  la  recommande  par- 
ticulièrement. Je  n'ai  guère  eu  Foccasion  de  faire  de  l'escrime,  de 
la  natation,  de  Téquitation,  du  canota^çe  ;  tous  ces  exercices  me 
paraissent  cependant  une  excellente  chose  au  point  de  vue  de 
l'hygiène  intellectuelle,  pourvu  que  jamais  on  ne  se  laisse  envahir 
par  ridée  sportive  qui  j^àte  tout.  (].-A.  Laisant. 

Rép.  XXXIV  France).  -  La  marche  uniquement.  Je  crois  l'es- 
crime et  Téquitation  aussi  très  favorable,  mais  désapprouve  tout 
exercice  par  trop  violent.  J.  Azaïs. 

Tantôt  au  contraire  on  les  recommande  : 

Hép.  LXIII  (Suisse).  —  Sports  violents  en  général  skis,  escrime, 
voile,  luge,  tennis,  football,  etc.).  Jamais  je  n'ai  aimé  les  jeux  de 
patience.  J'aime  beaucoup  le  jeu  d'éehecs.  G.  Ferhikre. 

La  conclusion  de  tout  cela,  c'est  que  les  mathématiciens 
—  contrairement  peut-être  à  ce  que  d'aucuns  pensent  —  ne 
le  cèdent  en  rien,  sous  le  rapport  de  la  vigueur  et  de  l'entraî- 
nement physiques,  au  reste  des  mortels! 


Question  27. 

Donnez'i^ous  la   préférence  au   travail  du   matin   ou  du 
soir  ? 

On  a  répondu  de  façon  très  catégorique  à  cette  question. 
Sur  64  réponses  : 

L'EnAei^nement  matbëm.,  10«  ann<-o  ;  1908.  Il 
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Matin  :  30  suffrages. 


Soir 


Après-midi:  3  » 

Soir:  24 

Matin  et  soir  :        4  » 

Matin  ou  soir  (suivant  les  cas)  :  3  suffrages. 

Gomme  on  le  voit,  les  types  matinal  et  vespéral  comptent 
à  peu  près  le  même  nombre  de  représentants.  4  personnes 
présentent  le  type  indifférent.  2  correspondants  préfèrent  le 
matin  ou  le  soir  selon  le  genre  de  travail  qu'ils  ont  à  accom- 
plir, mais  pour  des  raisons  exactement  opposées,  Tun  se 
sentant  ^\\\^  productif  \q^  soir  ou  plus  r^ce/?^;/ le  matin,  l'autre 
vice^versa  : 

Rép.  XV  (Allemagne).  —  Le  matin  je  me  sens  plus  réceptif  et 
le  soir  plus  disposé  à  la  production.  (...) 

Rép.  XXXIX  (Grèce).  —  A  celui  du  matin  quant  aux  recherches  ; 
à  celui  du  soir  quant  à  lire  les  journaux,  etc. 

N.-J.  Hatzidakis. 

Enfin,  un  correspondant  a  constaté  que  sa  préférence  avait 
changé  avec  Tâge  : 

Rép.  LXXV  (Francei.  —  Autrefois,  le  soir,  maintenant,  après 
45  ans,  le  matin.  G.  de  Longchamps. 

Plusieurs  se  lèvent,  pour  travailler,  de  très  bon  matin  ; 
d'autres  veillent  très  tard  dans  la  nuit  : 

Rép.  Vil  (Allemagne).  —  Je  n'ai  jamais  travaillé  le  soir.  Mes 
meilleurs  travaux  ont  été  exécutés  en  été,  le  matin,  dès  4  heures. 

Moritz  Cantor. 

Rép.  XLVII  (Suisse).  —  Le  travail  du  matin,  de  5  heures  à  10 
heures,  est  le  plus  avantageux.  E.  Gubler. 

Rép.  LIX  (Allemagne).  —  Je  me  réserve  chaque  semaine  deux 
matinées  pour  le  travail  personnel  et  je  me  lève  à  5  heures,  été  et 
hiver.  —  l^e  soir  je  ne  puis,  en  général,  pas  travailler. 

A.  Tafrlmachkk. 

Rép.  XI  (Russie).  —  Je  puis  travailler  dans  toutes  les  circons- 
tances, mais  je  travaille  le  mieux  entre  10  heures  du  soir  et  2 
heures  après  minuit.  N.  Delaunay. 

Rép.  XXXIV  (France).  —  Le  travail  du  matin  est  une  utopie.  Le 
soir,  par  entraînement,  surtout  à  partir  de  4  heures  et  environ, 
jusque  vers  1  heure  ou  2  heures  de  la  nuil.  J.  Azaïs. 
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A  plusieurs  reprises,  il  est  noté  que  le  travail  du  soir  trou- 
ble le  sommeil;  malgré  cela,  il  est  préféré  par  ceux  appar- 
tenant au  type  vespéral  : 

Rép.  IV  (Autriche).  —  Je  travaille  plus  facilement  le  soir;  mais 
ça  compromet  le  sommeil.  K.  Zixdler. 

Rép.  IX  (France).  —  Je  préfère  le  travail  du  matin  moins  nui- 
sible à  ma  santé.  Le  soir  les  idées  sont  très  nettes,  mais  Texcita- 
lion  me  prive  de  sommeil  et  ma  santé  s'altère.  f...^ 

Rép.  LU  (France).  —  Je  crois  le  travail  du  matin  beaucoup  plus 
fructueux.  Celui  du  soir  excite  et  trouble  le  sommeil.  Mais  j'ai 
toujours  été  obligé  de  les  pratiquer  tous  les  deux  pour  aboutir. 

Haton  de  la  Goupillibre. 

Rép.  LIV  (Etats-Unisi.  —  Je  puis  mieux  travailler  la  nuit,  mais 
après  trop  de  travail  nocturne  je  ne  puis  pas  dormir.  Lorsque  je 
travaille  dans  la  journée  à  un  certain  problème,  j'en  prends  un 
autre  la  nuit.  J.  Coomdgb. 

Ces  réponses  nous  montrent  combien  sont  tranchées  les 
différences  individuelles  sous  le  rapport  du  type  de  travail, 
et  Ton  voit  combien  il  est  naïf  de  vouloir  impossr  de  force 
à  un  travailleur  un  régime  pour  lequel  il  ne  se  sent  pas  fait. 
Cette  disposition  à  réaliser  le  type  vespéral  ou  le  type  mati- 
nal tient  sans  doute  à  des  raisons  biologiques  profondes,  à 
la  constitution  même  de  notre  système  nerveux,  en  d'autres 
termes  à  notre  forme  d'activité,  à  notre  personnalité.  C'est 
pour  cela  que  nous  sommes  facilement  portés  à  dogmatiser 
sur  ce  point  :  il  nous  est  désagréable  que  les  autres  soient 
faits  d'une  façon  différente  que  nous-mêmes,  aient  d'autres 
habitudes,  un  autre  genre  de  vie.  C'est  une  conséquence  de 
la  loi  biologique  de  la  conservation  et  de  la  lutte  pour  l'exis- 
tence, que  chacun  cherche  toujours  à  affirmer  son  moi,  à 
propager  les  façons  de  se  comporter  qui  sont  Texpression  de 
sa  personnalité.  Aussi  avons-nous  une  tendance  instinctive 
à  vouloir  imposer  aux  autres  notre  manière  de  penser  et  de 
sentir,  non  seulement  dans  les  sphères  élevées  de  l'esthé- 
tique, de  la  philosophie,  de  la  politique  ou  de  la  religion, 
mais  souvent  aussi  dans  le  domaine  plus  terre  à  terre  du  ré- 
gime du  travail.  Celui  qui  veille  tard  dans  la  nuit  ou  fait 
grasse  matinée  a  une  sorte  de  sourde  antipathie  ou  de  mé- 


Digitized  by 


Google 


liV,  ENQUÊTE   SLR  LA   MÉTHODE   DE    TRAVAIL 

prisi  pour  celui  qui  se  lève  à  l'aube;  et  au  matinal  invétéré 
son  i:ollègue  le  vespéral  parait  un  malheureux  qui  s'égare. 
Les  types  matinal  et  vespéral  correspondent-ils  à  des  types 
t*tliiK)Iogiques  ? —  Une  statistique  portant  sur  ce  point  n'au- 
rait lie  valeur  que  si  tous  les  correspondants  avaient  à  peu 
près  le  même  âge  ;  car  on  sait  que  le  type  de  travail  change 
îivec  1  âge  (voir  rép.  75).  Voici  cependant,  à  titre  de  curiosité. 
Ih  nombre  de  représentants  de  chacun  des  types  rencontrés 
(*he/,  h^s  correspondants  latins  d'une  part  et  chez  les  corres- 
[>oiHi(uits  germaniques  d'autre  part  : 

Matin.     Soir. 
Latins  (Français,  Suisses  romands,  Belges, 

Itnliens,  Grecs,  Espagnols) 17  8 

Germains  (Allemands,  Suisses  allem.,  Au- 

tririiiens,  Hollandais,  Anglais,  Américains)         12         16 

Question  28. 

Lv A  périodes  de  vacances,  si  vous  en  prenez,  sont-elles  uti- 
lisées par  vous  à  des  travaux  mathématiques  (et  dans  quelle 
mrstirr?)  ou  bien  consacrées  eniièrement  à  la  distraction  ou 
au  repos  ? 

55  réponses  :  Deux  collègues  ayant  répondu,  non  sans 
quelque  mélancolie,  qu'ils  n'avaient  pas  de  vacances,  il  ne 
noiiH  en  reste  que  53  à  considérer.  Sur  ces  53,  27  oui,  22  non, 
\  t'i^ponses  mitigées  («  quelquefois  non  »  [Boltzmann]  ou  «  il 
m'est  arrivé  de  travailler  aussi  dans  les  vacances  [rép.  XII]  », 
ou  H  oui  dans  les  vacances  d'hiver,  non  dans  celle  d'été  » 
Liép,  VI  et  XXXI]). 

î.ï^s  27  répondants  afiirmatifs  comprennent  sans  doute 
i\ini\  catégories  bien  distinctes  au  point  de  vue  psycholo- 
i^iqutv  :  ceux  qui  travaillent  pendant  leurs  vacances  à  regret, 
parc<^  qu'ils  y  sont  obligés,  et  ceux  qui  le  font  parce  qu'ils  y 
trouvent  du  plaisir. 

V'oiri  quelques  exemples  de  la  première  catégorie  : 

iiep.  m  î  Angleterre).  —  Je  ne  puis  malheureusement  pas  échap- 
pi*r  riiniplètement  à  tout  travail  pendant  les  vacances. 

G. -II.  Bryax. 
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Rép.  IX  (France-.  —  Souvent  j'ai  profité  des  vacances  pour 
travailler;  mais  je  ne  recommande  pas  cela.  Il  faut  du   repos. 

' ..  .^ 
Rép.  XXIII  (France).   —  J'ai  souvent  travaillé  pendant  les  va- 
cances. Kn  principe,  le  contraire  me  parait  préférable. 

C.-A.  Laisant. 

Et  en  voici  un  de  la  seconde  : 

Rép.  LXXIV  (Italie).  —  I-.es  périodes  des  vacances  sont  pour 
moi  les  plus  fécomles  pour  les  travaux  scientifiques. 

G.    PlMONDlXl. 

Parmi  les  oui  il  en  est  de  très  catégoriques  : 

Rép.  Vil  (Allemagne I.  —  Pendant  les  vacances  je  ne  me  suis 
jamais  reposé  que  très  peu  de  jours,  après  lesquels  j'ai  travaillé 
<l'une  façon  d'autant  plus  intense  que  je  nVtais  pas  dérangé  par 
mes  leçons.  M.  Cantoh. 

Rép.  XXVI  (France'.  —  Les  vacances  sont  pour  moi  le  moment 
où,  mes  occupations  professionnelles  ayant  cessé,  je  puis  travailler 
davantage  pour  moi  personnellement.  J.  Richard. 

Rép.  XLIV  (Italie I.  —  Il  n'y  a  pas  de  vacances  pour  la  science. 

G.  Makleita. 

Rép.  un  (Belgique  .  —  Vacances  consacrées,  autant  que  le  per- 
met la  santé,  aux  recherches  mathémathiques.  M.  Lecat. 

Rép.  LXXVII  (Etats-Unis'.  —  Je  travaille  pendant  les  vacances 
comme  à  l'ordinaire.  F.-R.  Moulton. 

Rép.  LXXXIV  (Suisse-.  — J'ai  toujours  travaillé  sans  distinction 
de  temps  ou  de  lieu.  G.  Oltramare. 

D'autres  mathématiciens,  que  nous  avons  compté  avec  les 
affirmatifs,  ne  consacrent  cependant,  pendant  les  vacances, 
que  peu  de  temps  au  travail  : 

Rép.  LX  (Suisse  I.  —  Pendant  les  vacances,  je  ne  travaille  que 
dans  la  matinée,  l'après-midi  étant  consacré  à  la  récréation. 

A.  Emch. 

Rép.  LXIV  (Etats-rnisi.  —  Je  travaille  une  à  deux  heures  par 
jour  pendant  les  vacances.  II.-L.  Rietz. 

Rép.  LXVl  (Etats-Unis).  —  Je  ne  travaille  qu'une  partie  de  la 
journée  (1  à  2  heures)  pendant  les  vacances.  V.  Sxydek. 

Rép.  LXX  (Etats-Unisi.  —  Pendant  les  vacances  je  tache  de  ne 
faire  que  juste  assez  de  travail  mathématique  pour  conserver  leur 
souplesse  à  mes  facultés.  J.-W.  Youn<;. 

S'il' est  des  mathématiciens  qui  regrettent  d'être   obligés 
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de  travailler  pendant  leurs  vacances  (v.  plus  haut  la  rép.  111) 
il  en  est  d'autres  qui  regrettent  au  contraire  d*en  être  empê- 
chés, —  même  chez  les  mathématiciens  se  vérifie  le  dicton 
que  «  nul  n'est  content  de  son  sort  »  —  : 

Rép.  1  (Francel.  —  Je  travaillerais  volontiers  pendant  les  va- 
cances si  mes  habitudes  familiales  ne  m'en  étaient  en  fait  la  pos- 
sibilité, ce  que  je  regrette  infiniment.  C.  Méray. 

Deux  personnes  remarquent  qu  elles  travaillent  mieux  lors- 
qu'elles sont  préoccupées  : 

Rép.  XI  (Russie).  —  Pendant  les  vacances,  j'écris  mes  ouvrages 
pédagogiques,  et  pendant  le  reste  du  temps,  je  fais  mes  recher- 
ches. Plus  je  suis  préoccupé,  mieux  vont  mes  recherches  ;  c'est 
étrange,  mais  c'est  un  fait  bien  «constaté.  N.  Delaunay. 

Rép.  XXIX  (Hollande).  —  Lorsque  je  travaille  pendant  les  va- 
cancesy  je  me  prépare  pour  mes  cours.  Le  travail  personnel  me 
réussit  mieux  lorsque  je  suis  très  occupé.  J.  de  Vries. 

Voici  encore  quelques  réponses  négatives  : 

Rép.  XLIX  ^France  .  —  Jamais  le  moindre  travail  intellectuel 
en  vacances  où  je  n'enoporte  aucun  livre  en  fait  de  géométrie,  pas 
d'autre  ligne  droite  que  celle  qui  sert  à  «  amon^er  en  badinant  le 
goujon  trop  avide  ».  P.  Barbarin. 

Rép.  XLV  (France).  —  Pendant  au  moins  deux  mois  par  an,  et 
de  suite,  je  ne  fais  aucun  travail  intellectuel. 

R.  de  Montessus. 

Rép.  L Vil  (Etats-Unis).  —  Beaucoup  de  mes  vacances  ont  été 
vouées  au  repos  pour  la  plus  grande  part.  E.  Thompson. 

Rép.  LXVllI  (Etats-Unis).  —  Mes  vacances  sont  vouées  presque 
entièrement  au  repos.  L.  Conant. 

Rép.  LXXII  ;  Etats-Unis;.  —  Repos  complet  ou  récréation. 

D.  Kello<;. 

Rép.  LXXV  (France^.  —  Je  n'ai  jamais  distrait,  pour  le  travail, 
le  temps  des  vacances  ;  on  ne  saurait  trop  conseiller  aux  jeunes 
travailleurs  ce  repos  indispensable  à  ceux  qui  ne  veulent  pas  se 
surmener  et  tomber  avant  l'heure  ;  ou  qui  ne  sont  pas,  comme 
quelques-uns  que  j'ai  connus  et  enviés,  spécialement  doués  à  tous 
les  points  de  vue  :  santé  parfaite,  force  cérébrale  inépuisable  !  Je 
crois  que,  à  ce  double  point  de  vue,  on  peut  citer  comme  exemple 
mon  ancien  camarade  Tisserand.  Je  n'ai  jamais  vu  un  autre 
exemple  d'une  pareille  puissance  du  travail.  11  est  vrai  que,  mal- 
heureusement pour  la  science  et  pour  tous  ceux  qui  l'ont  connu, 
Tisserand  est  mort  bien  jeune  :  il  n'avait  pas  50  ans. 

G.   DE   LONGCHAMPS. 
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Rép.  I.XXVIII  ;  Italie  .  —   Je  voue  les   vacances  au  divertisse- 
ment. (...I 
Rép.  LXXIX  (Norvège.    —  Repos  et  distraction. 

A. -S.  Gl'LDBERG. 

Rép.  I.XXX  'Noi'vèffe;.  —  A  la  distraction  et  au  repos. 

Alf  GULDBER<;. 


Questions  29. 

(a)  Travail  debout  ou  assis  ;  —  (b)  à  la  planche  noire  ou 
sur  le  papier  ;  —  (c)  distraction  par  les  bruits  extérieurs  ; 
—  (d)  faculté  de  poursuivre  un  problème  en  promenade^  en 
chemin  de  fer  ;  —  :e)  influence  des  excitants  ou  des  calmants: 
tabaCj  café,  alcool,  etc.^  sur  la  quantité  et  la  qualité  du 
travail. 

a.  —  La  question  de  Finfluence  de  la  position  du  corps 
sur  Tactivité  mentale  a  un  certain  intérêt  théorique  et  pra- 
tique. L'état  de  la  circulation  cérébrale,  la  pression  sanguine, 
le  rythme  cardiaque  varient  suivant  la  position  verticale  ou 
horizontale.  Divers  penseurs  ont  constaté  que  Tune  de  ces 
positions  leur  était  plus  favorable  que  l'autre,  et  c'est  en  gé- 
néral la  position  couchée  ou  demi-couchée  qui  est  dans  ce 
cas. 

Un  psychologue  américain,  E.  Jones,  a  soumis  récemment 
cette  question  à  Texpérimentation  *.  Il  a  constaté  que,  sui- 
vant l'activité  mentale  en  jeu  (discrimination,  mémorisation, 
addition,  travail  musculaire)  la  position  horizontale  était  pré- 
férable ou  au  contraire  moins  avantageuse.  Le  travail  de  mé- 
morisation et  celui  d'addition  bénéficient  de  la  position  cou- 
chée. Le  même  auteur  rapporte  de  nombreuses  déclarations 
de  savants,  de  politiciens,  de  romanciers,  racontant  que,  pour 
composer  leurs  œuvres,  ils  se  couchent  sur  un  divan;  c'est 
étendu  à  plat  ventre  sur  son  plancher  que  l'un  d'eux  a  l'ha- 
bitude de  rédiger  ses  livres,  qu'il  dicte  à  un  sténographe. 

11  n'était  donc  pas  sans  intérêt  de  questionner  les  mathé- 


*  E.  Jones.   The  influence  of  hodily  posture  on  mental  activities.  Arch.  of 
Psychol.,  New- York,  oet.  1907. 
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maticiens  sur  ce  point.  Malheureusement,  les  réponses  four- 
nies, peu  détaillées  et  difficiles  à  classer,  sont  peu  instruc- 
tives : 

La  plupart  (37)  des  mathématiciens  qui  ont  répondu  sur  le 
point  a  travaillent  assis;  5  travaillent  debout  exclusivement 
ou  alternativement  avec  la  position  assise  ;  3  seulement  (soit 
le  8  7o)  mentionnent  la  position  étendue  comme  favorisant  la 
réflexion.  Pour  beaucoup,  la  position  assise  est  celle  qui  est 
préférée  pour  le  travail  écrit,  tandis  que  la  marche  favorise 
le  travail  mental  et  l'inspiration. 

Rép.  II  (France;.  —  Je  travaille  facilement  debout  ou  assis  ;  je 
réfléchis  bien  couché.  Une  marche  en  terrain  plat,  par  temps 
frais,  et  à  allure  soutenue,  fait  en  général  affluer  les  réflexions 
dans  mon  esprit.  Il  en  est  de  même  d'un  long  temps  de  trot, 
avec  un  bon  cheval,  sûr  et  bien  dressé.  A.  Audebrand. 

Rép.  III  (Angleterre).  —  Je  remue  ordinairement  de  nouvelles 
idées  lorsque  je  me  promène,  rarement  en  étant  assis  devant  une 
table.  G. -II.  Bryan. 

.  Rép.  XLIV  (Italie;.  —  Les  meilleures  idées  me  viennent  lorsque 
je  suis  couché  ou  lorsque  je  me  promène,  parlant  à  voix  basse  et 
faisant  des  gestes  ;  jamais  lorsque  je  suis  assis.  Je  cultive  la  géo- 
métrie pure  ;  j'écris  donc  très  peu.  G.  Marlbtta. 

Rép.  XL  Vil  (Suisse).  —  Jadis  debout,  maintenant  assis.  (Mon 
maître  SchlJifli,  de  Berne,  n'a  jamais  travaillé  que  debout. 

K.   GUBLER. 

Rép.  LXXV  (France)  (a^  b),  —  Debout  et  en  marchant,  avec  arrêt 
devant  la  planche  noire.  G.  de  Lonochamps. 

b.  —  A  une  ou  deux  exceptions  près  en  faveur  de  la  plan- 
che noire,  tous  nos  répondants  préfèrent  le  papier  pour  tra- 
vailler par  écrit. 

C.  —  Par  contre,  on  diffère  beaucoup  sous  le  rapport  de 
la  distraction  par  les  bruits  extérieurs.  Sur  42  mathémati- 
ciens, 16  seulement,  soit  38  7©,  déclarent  que  les  bruits  les 
dérangent.  Quelques-uns  assurent  même  que  les  bruits  du 
dehors  leur  sont  en  aide  : 

Rép.  XXXI  (Allemagne).  —  Les  bruits  me  sont  plutôt  agréables, 
sauf  les  cas  où  les  problèmes  sont  très  difficiles. 

A.  VON  Oettingen. 

Rép.  XXXIV  (France).  —  Les  bruits  extérieurs  sont  le  plus  sou- 
vent une  aide.  J.  Azaïs. 
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Parfois  ce  sont  les  bruits  inaccoutumés  ou  variables,  par- 
fois les  bruits  familiers,  parfois  les  bruits  monotones,  qui 
sont  notés  comme  les  plus  dérangeants. 

Rép.  XXXV  (France  .  —  Beaucoup,  surtout  par  les  bruits  va- 
riables [enfants,  conversations,  musique),  ou  par  les  bruits  mono- 
tones (maçons;,  si  mon  attention  s'y  porte,  (...) 

Rép.  LXl  (Ecosse;.  —  Les  bruits  dont  j'ignore  la  source  me  dé- 
rangent passablement  ;  les  bruits  familiers,  s'ils  ne  sont  pas  trop 
forts,  pas  du  tout.  .I.-E.-A.  Stbc.all. 

Rép.  XXVlll  /France).  —  Je  ne  puis  rien  faire  en  entendant  un 
bruit  monotone.  Ci.  Fontbné. 

Les  bruits  de  conversation  sont  spécialement  désagréables 
au  travailleur,  mais  pas  toujours,  preuve  en  soit  la  réponse 
suivante  : 

Rép.  LXXXIV  Suissej.  —  Je  pouvais  travailler  au  milieu  d*une 
nombreuse  assistance,  sans  être  troublé  par  le  bruit  des  conver- 
sations. G.  Oltramàke. 

Les  bruits,  encore,  dérangent  moins  lorsqu'on  est  absorbé 
par  son  travail  : 

Rép.  LXXV  (France  —  Le  travail,  chez  moi  et  chez  les  autres, 
je  suppose,  quand  il  touche  à  un  point  intéressant,  est  complète- 
ment ignorant  de  Theure  et  des  bruits  extérieurs.  J'en  sais  person- 
nellement quelque  chose,  ayant  été  entouré  d'un  milieu  familial 
très  musicien.  G.  de  Longchamps. 

Rép.  LXXXIII  France.  —  Les  bruits  extérieurs  sont  très  gê- 
nants pour  .v^ /we«re  au  travail  ;  mais  une  fois  absorbé  dans  ma 
recherche  ils  me  sont  indifférents.  '... 

Rép.  XVIII  (Italie  .  —  Quand  je  suis  absorbé,  les  bruits  exté- 
rieurs ne  me  distrayent  pas. 

d.  —  A  peu  près  tous  les  répondants  à  cette  question  dé- 
clarent que  la  promenade  est  favorable  à  la  pensée,  à  l'inspi- 
ration, à  l'organisation  mentale  des  plans  de  travail.  Bien  en- 
tendu, les  travaux  réclamant  des  calculs  ou  des  figures  faites 
avec  minutie  ne  sont  pas  exécutés  dans  cette  circonstance. 

6.  —  Sur  30  réponses  relatives  à  l'alcool,  27  (90^0^  le  con- 
damnent, sans  phrase.  Les  trois  personnes  qui  se  montrent 
plutôt  favorables  à  ce  toxique  le  font  dans  les  termes  sui- 
vants : 
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Rép.  Il  (France).  —  Je  ne»  fume  plus  depuis  cinq  ans.  Le  café 
accélère  en  général  ma  pensée,  de  même  le  bon  vin  ;  mais  les  li- 
queurs ne  me  produisent  que  rarement  cet  effet. 

A.  AUDËBRAND. 

Rép.  XXI  (Allemagntî). — Je  ne  fais  aucun  usage  de  tabac;  je 
n'ai  jamais  remarqué  que  le  café  ait  sur  moi  une  action  notable  ; 
par  contre,  l'usage  modéré  de  l'alcool  m'excite,  et  je  n'ai  jamais 
trouvé  fondé,  quant  à  moi,  ralFirmation  de  Helmoltz  qu'il  empêche 
toute  pensée  valable.  L.  Boltzmann. 

Rép.  XXXIV  (France).  —  Le  café  est  excellent  pour  aider  au  tra- 
vail, l'alcool  moins,  le  tabac  pas  du  tout.  J.  Azaïs. 

Le  tabac  et  le  thé  ont  plus  de  partisans. 

Sur  32  mathématiciens  mentionnant  le  tabac,  12  déclarent 
fumer,  et  s'en  trouver  bien.  Sur  ce  nombre,  trois  spécifient 
qu'ils  fument  en  travaillant,  un,  au  contraire,  qu'il  fume 
beaucoup,  mais  jamais  en  travaillant. 

Parmi  les  20  adversaires  du  tabac,  la  plupart  déclarent  n'en 
faire  aucun  usage,  deux  ou  trois  en  font  un  usage. très  mo- 
déré, et  l'un,  tout  en  reconnaissant  que  le  tabac  à  priser 
«  ranime  au  travail,  »  n'en  afiîrme  pas  moins  que  c'est  une 
habitude  détestable. 

Les  réponses  concernant  le  café  et  le  thé  sont  peu  nom- 
breuses et  n'offrent  pas  d'intérêt  particulier.  Nos  répondants 
se  montrent  en  général  hostiles  aux  excitants. 

Question  30. 

A  quelles  images  internes^  de  quelle  forme  de  i^<i parole  in- 
térieure M  VOUS  servez'-vous  ? 

Peu  de  réponses  :  seulement  26,  et,  sur  ces  26,  4  négatives. 
Un  mathématicien  (LXXVIII)  déclare  qu'il  «  ne  Comprend 
pas  »  ce  qu'on  demande.  —  M.  Maillet  répond  ceci  : 

Rép.  XLIII  (France).  —  Je  crois  que  ces  distinctions  sont,  pour 
moi,  un  peu  subtiles.  D'après  moi,  toutes  les  images  concourent 
au  but  final  chez  les  mathématiciens  qui  ont  un  peu  écrit  (au  moins 
chez  les  professionnels),  n'en  eussent-ils  pas  conscience.  Je  nie 
la  possibilité^  chez  eux,  efune  observation  complète  à  cet  égard. 
Chez  eux  plus  que  chez  d'autres,  les  images  doivent  être  extrême- 
ment complexes  et  synthétiques  (v.  Saint  Paul,  Le  langage  inté- 
rieur, 1904,  p.  53).  R.  Maillet. 
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Citons  aussi  la 

Rép.  LXVIII  (Amériqiiej.  —  Pour  moi,  la  mathématique  est 
pensée  pure.  Ainsi  je  n'ai  aucune  visualisation,  à  part  les  cas  de 
travail  comportant  des  constructions  géométriques.         (conant) 

Sur  les  12  positifs  restants,  nous  avons  : 
12  nettement  visuels^  soit  54  ^o- 

2  auditifSy  »       9  » 

1  graphique,  »    4,5  » 

1  verbal-moteur,  »    4,5  » 

6  mixtes,  »     27   »> 

Les  mixtes  sont  «  moteurs,  auditifs  ou  visuels  selon  les 
cas,»  ou  «visuels  avec  parole  intérieure,»  ou  «visuels  et 
auditifs,  »  etc. 

Cette  question  du  langage  intérieur  ne  parait  pas  avoir 
beaucoup  captivé  nos  correspondants,  qui  n'ont  répondu 
que  très  laconiquement,  ce  qui  est  fort  excusable,  ils  avaient 
le  droit  d'être  fatigués  de  ce  long  questionnaire. 

Je  n'ai  pas  trouvé  que  la  nationalité  jouât  un  rôle  dans  la 
forme  du  type  d'imagerie  mentale.  On  sait  que  M.  Duhem  a 
fait  la  remarque  très  intéressante  que  les  physiciens  anglais 
élaboraient  de  préférence  des  théories  répondante  un  schéma 
visuel  et  concret,  tandis  que  les  Français  étaient  plus  abs- 
traits, que,  pour  eux,  la  visualisation  était  plutôt  un  obs- 
tacle au  raisonnement  mathématique.  Le  trop  petit  nombre 
des  réponses  présentes  nous  empêche  de  trouver  ici  une 
confirmation  de  la  remarque  de  M.  Duhem. 

Sur  les  6  Anglais  ou  Américains  qui  ont  répondu  à  la  ques- 
tion 30,  3  sont  visuels,  un  est  mixte,  deux  ne  pratiquent  que 
la  «  pensée  pure.  » 


NOTE    FINALE. 

Nous  avons  étudié  les  résultats  de  Tenquéte,  question  par 
question.  Il  n'y  pas  lieu,  croyons-nous,  de  chercher  de  con- 
clusions générales  sur  l'ensemble  des  réponses.  La  diversité 
des  questions  et  leur  grand  nombre  ne  le  permettent  guère, 
pas  plus  que  la  variété  des  réponses.  Sans  doute  on  devait 
s'attendre  à  ce  que  les  méthodes  et  les  habitudes  de  travail 
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varient  avec  le  tempérament  et  le  milieu  ;  il  est  évident 
qu'elles  dépendent  aussi  des  circonstances  d'ordre  profes- 
sionnel. Notre  enquête  avait  précisément  pour  but  de  faire 
connaître  les  principaux  types  de  travailleurs,  et,  sous  ce 
rapport,  les  résultats  que  nous  avons  publiés  fournissent 
des  indications  d'un  grand  intérêt.  En  étudiant  ces  résultats, 
et  surtout  en  s'inspirant  des  réponses  que  chacun  triera 
selon  les  préférences  de  son  tempérament,  les  jeunes  ma- 
thématiciens trouveront  dans  cette  enquête  des  renseigne- 
ments et  des  conseils  qui  leur  seront  d'un  grand  profit. 

Pour  les  questions  d'ordre  psychologique,  MM.  Th.  Flour- 
NOY  et  Ed.  Claparêde  nous  ont  apporté  leur  précieuse  colla- 
boration. Nous  nous  faisons  un  devoir  de  leur  exprimer  nos 
plus  vifs  remerciements. 

Février  1908.  H.  Fehr. 
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l'Enqaéte  sur  la  méthode  de  travail  da  mathématicien. 

LoUre  de  M.  E.  Maillet  ;  préparation  du  ques- 
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IT*  Congrès  international  de  mathématiciens. 
Rome,  6-11  avril  1908. 

Le  Conjurés  de  Kome  s'annonce  sous  les  plus  heureux  auspices. 
De  nombreuses  communications  sont  inscrites  au  programme  des 
sections  et  les  séances  générales  ne  compteront  pas  moins  de  onze 
conférences,  qui  à  elles  seulement  formeront  un  des  grands  attraits 
de  la  réunion.  Si  Ton  ajoute  à  cela  l'attraction  que  présentée  Tltalie 
et  ses  principales  villes  à  ce  moment  de  Tannée,  on  peut  prévoir 
une  forte  affluencede  mathématiciens  à  Rome  pendant  la  première 
quinzaine  d'avril*. 

Les  séances  générales,  les  séances  de  sections  et  les  réceptions 
seront  réparties  conformément  au  programme  ci-après  : 

Dimanche  5  as^r il,  \)  h.  30  du  soir.  Réception  des  Congressistes  à 
TAula  de  l'Université  par  M.  le  Recteur. 

Lundi  tt y  10  h.  du  matin.  Inauguration  du  Congrès  dans  la  Salle 
des  Iloraces  et  des  Curiaces,  au  Capitole.  Discours  d'ouverture  de 
M.  Volterra. —  3  h.  du  soir.  Séance  générale,  élection  du  Bureau. 
Rapport  sur  le  Concours  pour  la  «Medaglia  (iuccia».  l""*  et  2"''* 
Conférences. 

Mardi  lj9  h.  du  matin.  Constitution  et  séances  des  Sections. — 
.'}  h.  30  du  soir.  Séance  générale.  3'"'"  et  4'"*  Conférences. 

Mercredi  H,  9  h.  du  matin.  Séances  de  Sections.  —  3  h.  30  du 
soir.  Séance  générale.  5*"''  et  0"""  Conférences. 

Jeudi  .9,  9  h.  du  matin.  Séances  de  Sections.  — 3  h.  du  soir. 
Visite  au  Palatin  sur  invitation  de  M.  le  Ministre  de  Tln.struction 
publique. 

Vendredi  10,  9  h.  du  matin.  Séance  de  Sections.  —  3  h.  30  du 
soir.  Séance  générale.  7'"**  et  8'"'*  Conférences. 

Samedi  ii^  9  h.  du  matin.  Séance  de  Sections.  —  3  h.  du  soir. 
Séance  générale.  9™**  et  10'"''  (Conférences.  —  Clôture  du  Congrès 


^  Nous  avoDH  publié,  dans  li>  précédent  numéro,  les  renscignciuentH  concernant  la  carte  de 
membre  et  les  facilités  accordées  par  l(>s  compagnies  de  transport.  Les  chemins  de  fer  ita- 
liens, la  Navigazione  générale  italiana  et  les  chemins  de  fer  français  accordent  aux  congres- 
sistes une  réduction  de  60  ^ln. 
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ot  désignation  du  Siège  et  de  la  date  du  ¥"'•  Congrès  Internatio- 
nal des  Mathématiciens. 

Dimanche  12.  Visite  de  la  Villa  d'Adrien,  et  déjeuner  à  Tivoli. 

Une  réception,  offerte  par  la  Municipalité  de  la  ville  de  Rome 
aura  lieu  un  soir,  pendant  le  Congrès,  dans  les  Musées  du 
Capitole. 

Conférences  générales.  —  En  voici  la  liste  :  M.  Darboi'x  traitera 
de  la  Géométrie  infinitésimale.  —  M.  W.  v.  Dyck  (en  remplace- 
ment de  M.  F.  Klein  empêché).  Ueber  die  mathematische  Ency- 
klopâdie.  —  M.  Forsyth.  On  the  présent  condition  of  partial  difFe- 
rential  équations  of  the  sçcond  order,  as  regards  formai  intégra- 
tion. —  M.  D.  HiLBKRT.  Die  Méthode  der  unendlich  vielen  unab- 
hangigen  Variabeln.  —  M.  Lorbntz.  (>e  partage  de  Ténergie  entre 
la  matière  pondérable  et  Téther.  —  M.  Mittag-Lbffler.  Sur  la 
représentation  arithmétique  des  fonctions  analytiques  générales 
d'une  variable  complexe.  —  M.  Nkwcomb.  La  théorie  du  mouve- 
ment de  la  Lune;  son  progrès  et  son  état  actuel.  —  M.  Picard. 
I/Analyse  dans  ses  rapports  avec  la  Physique  mathématique.  — 
M.  PoiNCARÉ.  L'avenir  des  mathématiques.  —  M.  Veronese.  La 
Geometria  non  archimedea.  —  Dans  la  séance  d'ouverture  M. 
VoLTERRA  fera  un  discours  intitulé  :  Le  Matematiche  in  Italia 
nella  seconda  meta  del  secolo  XfX. 

Sections.  —  Elles  seront  au  nombre  de  quatre  et  pourront 
d'ailleurs  être  à  leur  tour  subdivisées  ultérieurement,  si  le  nom- 
bre des  communications  l'exige. 

1.  — Arithmétique,  Algebrey  Analyse.  Introducteurs  :  MM.  Arzela, 
Capelli,  Pascal,  Pincherlk.  —  Communications  de  MM.  Bagnera, 
Bendixson,  Boggio,  Borel,  Boutroux,  Burkhardt,  Capelli,  De  Don- 
fier,  Drach,  Fredholm,  Frizell,  Fubini,  Gordan,  Hocevar,  Kœbe, 
Lebesgue,  Lowey  (A.),  Moore  (E.  H.),  Nicoletti,  Pascal,  Pick,  Pin- 
cherle,  Pringsheim,  Remouiidos,  Riesz,  Schlesinger,  ïeixeira, 
Weber  (11.  ,  Young  (W.-H.i,  Zermelo.  (Total  29. • 

IL  —  Géométrie.  Introducteurs  :  MM.  Bianxhi,  Secre.  —  Com- 
munications de  MM.  Andrade,  Bianchi,  Brûckner,  Dehn,  Drach, 
De  Franchis,  Finsterbusch,  Liebmann,  Montesano,  Pund,  Schœn- 
flies,  Schubert,  Severi,  Simon,  Varicak,  Zeuthen.  (Total  16.) 

m  —  A.  Mécanique,  Physique-mathématique  y  Géodésie.  —  B. 
Science  des  Actuaires,  Mathématiques  appliquées.  Indroducteurs: 
MM.  Civita,  LiîiG<;i,  Pizzetti,  Toja.  —  Communications  de  MM. 
Abraham  (M.),  Andoyer,  Andrade,  Bail,  Blondel,  Boccardi,  Boggio, 
Bohlmann,   Brillouin,   Bryan,    Claxton-Fidler,   Czuber,  Darwin, 


Digitized  by 


Google 


CHRONIQUES  175 

EldertoD,  Forchheimer,  Garbasso,  Genève,  Greenhill,  Hadamard, 
Hardy,  King,  Korn,  Lamb,  Levi-(^ivita,  ManviJle,  Marcuse,  Michel, 
Poynting,  Quiquet,  Somigliana,  Sommerfeld,  Stâckel,  StOrmer, 
Thiele,  Toja.  (Total  .'58.)  Parmi  les  Mathématiques  appliquées 
comprises  dans  la  3°**  Section  se  trouve  la  Science  des  Actuaires 
(Introducteur  M.  Toja),  qui,  pour  la  première  fois,  figure  oiticiel- 
lement  dans  un  Congrès  de  Mathématiciens. 

IV.  —  Questions  philosophiques^  historiques ^  didactiques.  Intro- 
ducteurs :  MM.  Enkiqubs,  Loria,  Vailati.  —  Communinations  de 
MM.  Amodeo,  Andrade,  Bernstein  (F.),  Borel,  Boutroux  (P.), 
Braunmûhl,  Broggi,  Duhem,  Enriques,  Favaro,  Fehr,  Feldhaus. 
Godfrey,  Giinther,  Gutzmer,  Hessenherg,  Itelsen,  Loria,  Nelson, 
d'Ocagne,  Ostwald,  Pittarellî,  Smith  <D.  F.),  StSckel,  Stephanos, 
Suppantschitsch,  Vailati,  Wiedemann,  Zeuthen. 

Siège  du  Congrès,  —  Toutes  les  Séances,  après  celle  d'inaugu- 
ration, auront  lieu  dans  les  salles  de  TAcadémie  desLincei  [Palais 
Corsini,  Via  délia  Lungara,  10).  C'est  là  aussi  que  se  trouvera  le 
Secrétariat  du  Congrès,  du  l''^  au  15  avril. 

U Enseignement  mathématique  publiera  un  compte  rendu  détaillé 
du  Congrès.  H.  F. 

3""^  Congrès  international  de  Philosophie. 

Les  philosophes  se  réuniront  cette  année  en  un  3"**  congrès  inter- 
national qui  aura  lieu  à  Heidelberg  du  31  août  au  5  septembre, 
sous  la  présidence  de  M.  le  prof.  Windelband. 

Pour  tous  les  renseignements  concernant  le  congrès,  s'adresser 
au  secrétaire  général  du  comité  d'organisation  M.  le  D"^  Elsknhans, 
Plôck  79,  Heidelberg. 


Commission  allemande  pour  Tavancement  de  l'enseignement 
des  sciences  mathématiques  et  naturelles. 

Le  mandat  de  la  Commission  d'enseignement  nommée  par  les 
médecins  et  naturalistes  allemands  a  pris  fin  avec  un  remarquable 
rapport  sur  la  préparation  des  candidats  à  Tenseigenment  scien- 
tifique. Il  s'agit  maintenant  de  développer  les  réformes  proposées 
et  surtout  d'obtenir  leur  réalisation.  A  cet  effet  une  nouvelle  com- 
mission a  été  constituée  sous  le  nom  de  Deutscher  Ausschuss  fiir 
den  mathematisvhen  u,  naturwissensvhaftlivhen  Unterricht;  elle 
comprend  des  représentants  des  principales  sociétés  qui  ont  inté- 
rêt à  voir  progresser    l'enseignement  des  sciences  dans  les  éta- 
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blissf^ments  secondaires  supérieurs.  Nous  indiquons  ci-après  les 
sociétés  qui  sont  représentées  dans  cette  commission  avec  les 
noms  des  délégués  : 

Gesellschaft  Deutscher  Naturforscher  und  Aerzte(CHUN,  Schot- 
TEN,  Gutzmer);  Deutsche  Mathematiker-Vereinigung  (Klein,  Sta- 
CKEL/;  Deutsche  Physikalische  Gesellschaft  (Hallwachs,  Poske); 
Verein  Deutscher  Ingenieure  (Pkters,  Taaks)  ;  Verein  Deutscher 
Chemiker  {DuisBER(i,  Rassowi;  Deutsche' Botanische  Gesellschaft 
Vertreter  noch  nicht  ernannt);  Deutsche  Zoologische  Gesell- 
schaft (Hkrtwig,  Kraepelin)  ;  Deutsche  Geologische  Gesellschaft 
iFricke,  Raufi  )  :  Verein  zur  Forderung  des  mathematischen  und 
naturvvissenschaftlichen  Unterrichts  (Pietzker,  Schmid)  ;  Gottin- 
ger  Vereinigung  zur  FOrderung  der  angewandten  Mathematik 
und  Physik  (v.  Bôttinger);  Anatomische  Gesellschaft  (v.  Barde- 
leben);  Physiologische  Gesellschaft  (v.  F'rey,  Ykrworn);  Deut- 
scher Medizinalbcamten-Verein  (Cramer). 

dette  Commission  est  présidée  par  M.  le  piof.  A.GLrzMER(Halle). 

Fédération  américaine  des  professeurs  de  mathématiques 
et  de  sciences  naturelles. 

Un  groupement  qui  peut  être  rapproché  de  la  Commission  ci- 
dessus  vient  de  se  former  aux  Ktats-Unis.  l.es  principales  sociétés 
de  professeurs  de  renseignement  scientifique  viennent  de  fonder 
une  Fédération  destinée  à  coordonner  leurs  efforts  eu  vue  des  pro- 
grès à  réaliser  dans  les  différentes  branches.  Cette  Fédération, 
qui  porte  le  nom  de  The  american  Fédération  ofTeachern  ofthe 
mathemntical  and  the  natural  sciences  y  comprend,  à  l'heure  actuelle, 
les  associations  suivantes  :  The  Association  ofteachersof  mathema- 
tics  ofthe  Middle  States  and  Maryland;  The  New  York  State  science 
teachers  association; The CentralAssociation  of science  and  mathe- 
matics  teachers;  The  association  of  teachers  of  mathematics  of 
\e\v  England;  The  physics  teachers  association  of  Washington 
City;  The  Missouri  Society  of  teachers  of  mathematics  and  science; 
The  New  Jersey  State  science  teachers  association;  The  Michigan 
schoolmasters  club;  The  \ew  Kngland  association  of  chemistry 
teachers;  The  New  York  physics  club;  The  Indiana  association 
of  science  and  mathematics  teachers;  The  association  of  Ohio 
teachers  of  mathematics  and  science. 

Prix  de  Géométrie  de  l'Académie  royale  de  Belgique. 

L'Académie  royale  de  Belgique  a  conféré  le  prix  de  Géométrie 
pour  1907  '100  fr.)  à  M.  E.  Bord]c;a,  professeur  à  l'Université  de 
Padoue;  elle  a  accordé  un  prix  de  (>00  fr.  à  M.  U.  Pkiiazzo,  de 
l'Académie  militaire  de  Turin. 
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H.  Laurent. 

La  science  française  vient  de  faire  une  grande  perte  en  la  per- 
sonne de  M.  Herniann  l^aurent,  répétiteur  à  l'Ecole  polytechnique 
et  professeur  à  l'Institut  agronomique,  décédé  le  19  février  1908. 
Fils  du  célèbre  chînïiste  Laurent,  l'un  des  principaux  créateurs 
de  la  chimie  organique,  Hermann  Laurent  était  né  le  2  septem- 
bre 1841,  à  Echternach  (Luxembourg).  Il  entra  à  TEcole  polytech- 
nique en  1860,  et  cinq  ans  plus  tard  il  fut  déjà  reçu  docteur  es 
sciences  à  la  Sorbonne,  avec  deux  thèses  intitulées  De  la  conti- 
nuité dansf  les  séries  et  Sur  les  lignes  isothermes.  L'analyse  l'attira 
tout  particulièrement,  et  surtout  les  théories  de  Cauchy  dont  il 
devint  un  fervent  disciple.  Ce  fut  le  point  de  départ  d'une  pro- 
duction scientifique  considérable  sur  toutes  les  parties  des  mathé- 
matiques. On  lui  doit  notamment  des  travaux  importants  sur 
Télimination,  les  séries,  la  théorie  des  résidus,  les  imaginaires. 
H.  Laurent  a  écrit  beaucoup  d'ouvrages  didactiques  très  remar- 
quables, parmi  lesquels  nous  nous  bornerons  à  rappeler  son 
Traité  d* Algèbre,  sa  Théorie  des  Séries,  sa  Mécanique  rationnelle 
et  surtout  son  remarquable  Traité  d'Analyse  (en  7  volumes),  qui 
semble  être  son  œuvre  capitale. 

Il  laisse  aussi  un  Traité  des  Assurances,  l/intérèt  qu'il  témoi- 
gnait à  ce  domaine  des  mathématiques  appliquées  le  fit  nommer, 
vice-président  de  l'Institut  des  Actuaires,  français. 

Marié  en  1874,  il  était  le  gendre  de  Moutard.  Le  célèbre  géo- 
mètre exerça  également  sur  lui  une  grande  influence. 

Henri  Laurent  était  attaché  à  l'Ecole  polytechnique  depuis  qua- 
rante ans  en  qualité  de  répétiteur  d'analyse,  et  il  fonctionna  long- 
temps comme  examinateur  d'admission.  Il  professa  également 
depuis  de  nombreuses  années  à  l'Institut  agronomique. 

Portraits  de  Steiner. 

A  la  dernière  réunion  de  l'Association  suisse  des  professeurs 
de  mathématiques,  M.  Butzberger  avait  accompagné  sa  confé- 
rence sur  J.  Steiner  d'une  exposition  de  manuscrits,  livres  et  por- 
traits du  savant  géomètre.  Répondant  à  un  vœu  général  de  l'as- 
semblée, M.  Butzberger  vient  de  faire  reproduire  deux  des  por- 
traits de  Steiner.  L'une  des  reproductions  a  été  faite  d'après  la 
lithographie  signée  Hermann  Ëichens,  Paris  1841;  elle  est  mise 
en  vente  au  prix  de  1  fr.  50;  s'adr.  à  M.  le  prof.  Butzberger,  Kan- 
tonsschule,  Zurich. 

D'autre  part,  il  a  été  fait  une  reproduction  d'un  excellent  por- 
trait à  l'huile  du  grand  géomètre  suisse  (prix  :  3  fr.) 

Nous  signalons  ces  deux  portraits  h  Fattention  dos  mathémati- 
ciens et  des  bibliothécaires.  IL  F. 

L'Enseignement  mathém.,  !(»•  année;  1908.  12 
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NominatioDS  et  distinctions. 

M.  Baillaud  est  nommé  membre  de  TAcadémie  des  sciences, 
en  remplacement  de  M.  Lœwy,  décédé. 

M.  Bur(;atti,  prîvat-docent  à  TUniversité  de  l^ome,  est  nommé 
professeur  extraordinaire  de  mécanique  rationnelle  à  TUniversité 
de  Messine. 

M.  F.  V.  Dalwigk,  privat-docent,  est  nommé  professeur  à  TUni- 
versité  de  Marbourg. 

M.  Rod.  FuBTER,  privat-docent  à  TUniversité  de  Marbourg,  est 
nommé  professeur  ordinaire  de  mathématiques  à  TUniversité  de 
Bâle. 

M.  S.  Newcomb,  professeur  émérite  de  l'Université  John  Hop- 
kins  (Baltimore),  est  nommé  membre  associé  de  TAcadémie  des 
sciences  de  Gœttingue. 

M.  H.  PoiNCARB  est  nommé  membre  de  l'Académie  française  au 
fauteuil  de  Sully-Prudhomme. 

M.  V.  VoLTERRA,  professeur  à  l'Université  de  Rome,  est  nommé 
membre  étranger  de  l'Académie  royale  de  Stockholm  (Kongl. 
Svenska  Vetenskaps-Akademien). 


NOTES  ET  DOCUMENTS 


Faculté  des  sciences  de  Paris. 

CouKS  DE  Mathématiques  du  2»  Semestre  1907-1908.  (Ouverture  :  mer- 
credi 4  mars  1908).  —  Analyse  supérieure  et  algèbre  supérieure ,  E.  Pica.rd: 
Quelques  types  de  problèmes  posés  par  la  physique  mathématique  dans  la 
théorie  des  équations  différentielles  (2  h.).  —  Calcul  différentiel  et  calcul 
intégral,  Goursat  :  Des  équations  différentielles  et  des  équations  aux  dérivées 
partielles  (2  h.).  —  Application  de  l'analyse  à  là  Géométrie.  L.  Raffy  : 
Théorie  des  courbes  gauches  et  des  propriétés  des  lignes  tracées  sur  les 
surfaces  (1  h.).  —  Mécanique  rationnelle.  P.  Painlevé  :  Les  lois  générales 
du  mouvement  des  systèmes  ;  La  mécanique  analytique  ;  l'hydrostatique  et 
l'hydrodynamique  (2  h.).  —  Andoyer  :  Astronomie  physique  (programme  du 
certificat  d'Etudes  supérieures  d'Astronomie).  (2  h.) —  M.  Boussinesq:  Physi- 
Yfue  mathématique  (2  h).  —  Mécanique  physique  et  expérimentale.  Koenigs  : 
Des  applications  de  l'élasticité  et  de  la  résistance  des  matériaux.  Etude 
descriptive  des  mécanismes  (2  h.). 

Conférences.  —  L.  Raffy  :  Conférences  sur  le  calcul  intégral  et  ses  appli- 
cations géométriques  (2).  —  Andoyer  :  Conférences  d'Astronomie  (1).  —  P. 
PuisEux  :  Conférences  sur  la  Mécanique  (2).  —  Servant:  Conférences  de 
mécanique  physique  (1). 
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Cours  de  vacances  de  FUniversité  de  Goettingue. 

L'Université  organise  une  série  de  conférences  de  mathématiques  et  de 
physique  destinées  aux  professeurs  de  l'enseignement  secondaire  supérieur. 
Ces  cours  auront  lieu  à  i'occassioa  des  vacances  de  Pâques,  du  21  avril  au 
2  mai  1908,  conformément  au  programme  ci-après: 

Matkemfttik  und  Astronomie.  —  Prof.  Behrendsen  :  Cher  die  Gestaltung 
des  mathenaatischen  Unterrichls  im  Sinne  der  neueren  Reformideen.  —  Prof. 
Klkin  :  Besprechungen  iiber  den  elementaren  l'nterricht  in  der  DifTerential- 
und  Integralrechuung.  —  Prof.  Ml^KOwsKl  :  Neuere  Ideen  ùber  die  Grund- 
gesetze  der  Merhanik.  —  Prof.  Schwarzschii.d  :  Astro-physikalische  Fragen. 

Physik.  prof.  Riecke  :  Cher  die  Erscheinungen  der  Radioaktivitât.  — 
Prof.  Simon  :  Elektrische,  magnetische,  dielektrische  Kreise.  Wechselstrôme, 
elektriscbf  Schwingungen  und  drahtlose  Télégraphie.  —  Prof.  Pkandtl  : 
Problème  der  Motorluftschiflahrt  und  der  Flugtechnik.  —  Prof.  Wiechert  : 
Die  neueren  Ergebnisse  ûber  die  Beschaffcnheit  des  Erdinuern,  mit  beson- 
derer  Berùcksichtigung  der  Erdbebenforschung.  —  Dr.  Gekdien  :  Luftelekt- 
rizitàt  und  luftelektrischeMessuugen.  —  Prof.  Behrendsex  :  Ûber  Resonanz- 
erscheinungen.  — Dr.  KrOger  :  Demonstrationen  aus  dem  Kursus  fiir  physi- 
knlische  Uandfertigkeit.  —  Dr.  Bestelmeyer  :  Demonstrationen  aus  dem 
Praktikuro  fur  Radioaktivitât. 
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R.  D  AoHéMAK.  —  Les  Eqaations  aux  dérivées  partielles  à  caractéristiqiies 
réelles.  —  l  vol.  Collection  Scientia  ;  2  fr.  Gauthier-Villars,  Paris. 
M.  d'Adhémar  a  réuni,  dans  ce  volume,  un  très  grand  nombre  do  résul- 
tats intéressants  et  tout  récents.  Au  point  de  vue  du  Calcul  des  Limites  de 
Cauchy,  MM.  Goursat  et  Riquier  ont  établi  des  théorèmes  fondamentaux 
pour  les  équations  du  second  ordre  : 

F  (jr,  y,  3.  p,  q,  r.  s,  t)    -  0  . 
Dans   te   domaine  réel,    la    méthode  de   Riemann  el    les    approximations 
successives  de  M.  Picard  ne  laissent  rien  à  désirer  pour  les  équations  de 
la  forme  : 

s  -zf(x,r,  z,p,q). 

Si  nous  avons  plus  de  2  variables  indépendantes,  M.  d'Adhémar  esquisse 
d  abord   la   théorie   des   Caractéristiques,    commencée  par  Beudon.   Puis   il 
nous  montre  l'intégration  par  M.  Volterra  de  Véquation  des  ondes: 
ô*w        i\^u        ù^u         „ 

Ici,  des  résultats  fondamentaux  ont  été  obtenus  par  l'auteur  lui-même,  et 
M.  Hadamard  a  fait  une  extension  très  intéressante  de  la  méthode. 

L'on  regrette  que  la  trop  petite  dimension  du  volume  ait  empêché  l'au- 
teur de  traiter,  avec  plus  de  détail,  le  dernier  chapitre,  relatif  aux  travaux 
de  MM.  Coulon,  Hadamard,  Delassus,  le  Roux 

Tel  qu'il  est,  ce  livre  permet,  en  tous  cas,  de  saisir  rapidement  l'esprit 
de  tonte  une  catégorie  de  méthodes  nouvelles  et  fécondes. 

R.  DE  MoNTESsrs  (Lille). 
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P.  Bachmann.  —  Grandlehren  derneneren  Zahlentheorie  (Sammlung  Srhu- 

berl  LUI).  —  1  vol.,  217  p.  ;  Mk.  6,50;  G6schen,  Leipzig 

Le  nouvel  ouvrage  de  M.  Bachnianu,  paru  il  y  a  quelques  mois  dans  la 
collection  Srhubert,  n'est  ni  un  cours  de  théorie  des  nombres,  comme  les 
«  Vorlesungen  ûber  Zahlentheorie  »  de  Dirichlet-Dedckind,  ni  un  exposé 
systématique  des  théories  modernes  des  «  Zalhkôrper,  »  comme  le  «  Zahl- 
bericht  »  de  Hilberl  ou  1'  «  Allgemeine  Arithractik  der  Zalhenkôrper  »  de 
M.  Bachmann.  Il  s'adresse  à  des  débutants  et  se  borne  aux  éléments  de  la 
théorie  des  nombres  :  propriétés  fondamentales  des  nombres  entiers  et  des 
formes  quadratiques  d'une  part,  éléments  de  la  théorie  des  corps  quadrati- 
tiques  d'autre  part.  Mais  si  le  fond  en  est  élémentaire,  la  manière  dont  sont 
traités  ces  principes  en  fait  un  livre  moderne  nu  même  titre  que  les  ou- 
vrages plus  complets  de  l'auteur  des  «  Grundlehren.  » 

Ce  petit  volume  est,  comme  nous  venons  de  le  dire,  divisé  en  deux  parties  ; 
dans  la  première  nous  ne  sortons  pas  du  domaine  des  nombres  rationnels, 
dans  la  seconde  le  domaine  de  rationalité  est  élargi  par  l'adjonction  d'une 
racine  carrée  d'un  nombre  ordinaire  ;  ce  n'est  plus  la  théorie  des  nombres 
classique  d'Euler  et  de  Legendre,  mais  un  chapitre  de  l'Arithmétique  ncmvelle 
des  corps  algébriques,  œuvre  de  Kummer,  de  Dedekind,  de  Kronecker.  Un 
même  esprit  anime  ces  deux  parties,  et  des  notions  nouvelles  qui  sont  à  la 
base  de  la  théorie  des  corps  apparaissent  déjà  dans  la  première  partie, 
dès  la  première  page. 

Le  livre  débute  par  l'algorithme  d'Euclide  et  les  éléments  de  la  théorie 
des  congruences.  Un  long  chapitre  est  consacré  aux  congruences  binômes 
et  à  la  loi  de  réciprocité  de  Legendre-Jacobi.  Nous  abordons  ensuite  l'étude 
des  formes,  en  commençant  par  les  formes  linéaires  et  les  équations  indé- 
terminées du  premier  degré  (à  deux  inconnues).  Des  notions  nouvelles,  dues 
aux  géomètres  contemporains,  permettent  de  donner  une  forme  élégante  à 
quelques-uns  des  résultats  établis  dans  cette  première  partie  des  «  Grund- 
lehren. »  J'en  signalerai  deux,  que  nous  retrouverons  dans  la  théorie  des 
corps  quadratiques  :  'a  notion  de  module  de  Dedekind  et  celle  de  réseau 
des  nombres  ou  «  Zahleugitter.  »  L'utilité  des  réseaux  apparaît  surtout  dans 
la  théorie  des  formes  quadratiques  et  Ton  sait  le  parti  qu'en  a  tiré  M.  F. 
Klein  dans  ses  «  Ausgewiihlte  Kapitel  der  Zahlentheorie.  »  Ces  reseaux  de 
Klein  peuvent  être  considérés  comme  des  images  géométriques  des  formes 
quadratiques,  car  à  toute  forme  correspond  un  réseau  déterminé  et  ce  qui 
est  bien  plus  important,  un  même  réseau  correspond  à  toutes  les  formes 
d'une  classe  ;  on  peut  donc  dire  qu'un  réseau  représente  une  classe.  Tout 
cela  est  très  bien  expliqué  par  M.  Biichmann  dans  un  chapitre  assez  long 
consacré  à  la  théorie  des  formes  quadratiques.  Les  réseaux  permettent  à 
M.  Bachmann  de  donner  une  forme  palpable  aux  résultats  qu'il  établit  d'une 
manière  directe,  à  l'-aide  de  méthodes  classiques  due  en  grande  partie  â 
Gauss.  Bien  des  questions  n'ont  pu  trouver  place  dans  ce  chapitre,  mais 
les  problèmes  fondamentaux  de  la  théorie  des  formes  quadratiques  sont 
traités  à  fond. 

Nous  avons  pourtant  à  signaler  une  lacune,  du  reste  volontaire  :  M.  Bach- 
mann s'est  borné  à  l'étude  des  formes  dont  le  discriminant  D  n'est  pas  di- 
visible par  un  carré,  à  l'exception  du  cas  où  D  :=r.  4<i,  le  nombre  d  étant  de 
la  forme  ^k  -|-  2  ou  4X-  -|-  ^-  I^e  cette  manière  le  passage  de  la  théorie  clas- 
sique à  la  théorie  moderne  basée  sur  les  propriétés  des  corps  quadratiques 
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est  rendu  plus  facile.  Kn  effet,  comme  M.  Hachmauii  1  explique  dan»  la 
deuxième  partie,  une  correspondance  peut  être  établie  entre  les  idéaux  des 
corps  et  les  formes  quadratiques.  Mais  cette  correspoudance  n'est  pas  par- 
faite, on  n'obtient  ainsi  que  les  formes  considérées  par  M.  Bachmann  dans 
la  première  partie.  Pour  les  avoir  toutes,  il  faudrait,  à  côté  des  idéaux  du 
corps,  considérer  les  modules  et  les  idéaux  des  différents  ordres  ou  «  Ring  >< 
des  corps  quadratiques.  On  comprend  que  M.  Bachmann  n'ait  p^is  cru  né- 
cessaire de  consacrer  un  chapitre  spécial  à  l'étude  des  «  Ringideale  »,  mais 
peut  être  n'aurait-il  pas  été  inutile  de  donner  quelques  indications  sur  la 
théorie  de  ces  lormes  et  de  ces  idéaux.  Kst-il  besoin  de  rappeler  le  rôle 
que  ces  idéaux  jouent  dans  l'étude  des  problèmes  relatifs  à  la  multiplica- 
tion complexe  dans  les  fonctions  elliptiques  ? 

A  la  fin  de  la  deuxième  partie  nous  retrouvons  les  réseaux  de  Klein.  La 
considération  de  ces  réseaux  conduit  ici  à  la  notion  importante  de  nombres 
idéaux.  Une  correspondance  curieuse  a  pu  être  établie  entre  ces  nombres, 
les  idéaux  de  Dedekind  et  les  formes  quadratiques,  grâce  à  laquelle  des  pro- 
priétés abstraites  des  idéaux  et  des  formes  reçoivent  une  interprétation 
géométrique  élégante  qui  sera  particulièrement   appréciée  par  les   intuitifs. 

On  voit  que  le  livre  de  M.  Bachmann  rendra  des  services  réels.  11  per- 
mettra aux  débutants  de  s'initier,  sans  trop  de  peine,  aux  idées  fécondes 
qui  dominent  aujourd'hui  la  théorie  des  nombres. 

D.  MiRiMANOFF  (Genève). 

G.  H.  Br^an  and  R.  H.  Pi.nkekto.n.  —  Geometry  of  Conics.  —  1  vol.  in- 16, 
270  p.  (Dent's  séries  of  mathematical  lext  books).    Dent  et  €«,  Londres. 

T/enseignement  des  coniques  suivant  la  méthode  euclidienne  est  encore 
eu  vogue  en  Angleterre  et  dans  quelques  parties  de  l'Amérique.  Considérées 
comme  un  complément  de  géométrie  plane,  les  coniques  offrent  à  l'étudiant 
le  plus  grand  intérêt  ;  elles  lui  permettent  en  effet  de  se  rendre  compte  de 
l'application  de  propositions  de  géométrie  qui  primitivement  lui  avaient  paru 
arides.  Lorsqu'on  en  a  le  temps,  une  étude  des  coniques  à  ce  point  de 
vue-là  a  beaucoup  de  valeur,  spécialement  si  l'on  traite  ensuite  le  point  de 
vue  analytique. 

MM.  Bryan  and  Piokertoo  commencent  leur  traité  en  donnant  pour  les 
coniques  la  définition  de  Pappus.  Vient  ensuite  l'étude  des  tangentes,  des 
normales  et  des  coniques  homofocales.  ainsi  que  des  diamètres. 

Un  chapitre  important,  que  l'on  néglige  généralement  dans  les  traités  de 
ce  genre,  s'occupe  de  la  projection  orthogonale  et  de  ses  applications  à 
l'ellipse.  Pour  montrer  la  puissance  des  méthodes  projectives  dans  d'autres 
problèmes,  on  aurait  pu  ajouter  l'étude  de  l'ellipse  d'après  Steiner  ;  aux 
p.  198-200.  le  principe  de  l'affinité  pourrait  être  traité  d*une  façon  explicite. 

Les  deux  dernières  parties  sont  consacrées  à  Tétude  des  propriétés  par- 
ticulières de  l'hyperbole  et  à  la  géométrie  de  certaines  courbes  que  l'on 
rencontre  dans  les  mathématiques  appliquées. 

Le  traité,  faisant  partie  des  «  Dent's  séries  m  est  écrit  d'une  façon  claire; 
il  est  également  bien  imprimé  à  l'exception  de  quelques  dessins.  Des  figures 
bien  exécutées  ajoutent  de  l'élégance  à  un  livre.  C'est  un  fait  qui  n'est  pas 
toujours  reconnu  à  sa  juste  valeur  par  plus  d'un  auteur. 

A.  Kmch  (Soleurc). 
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Paul  Ckantz.  —  Arithmetik  and  Algebra  Kum  Selbstuntcrricht.  Erster 
TeiJ.  —  i  vol.  cart.  N<»  120  de  la  collection  :  Aus  Natur  und  Geistesu'clt, 
128  p.  ;  1  Mk  25.  B.  G.  Teubncp,  Leipzig. 

^  le  petit  volume,  destiné  aux  autodidactes,  rendra  aussi  d'utiles  services 
u  tous  ceux  qui  enseignent  les  mathématiques  élémentaires  ;  ils  y  trouve- 
t'ni)t  un  exposé  élégant,  simple  et  clair. 

L'auteur  insiste  loiil  particulièrement  sur  les  extensions  successives  du 
ili*raaine  des  nombres.  Les  nombres  négatifs  interviennent  dès  le  début,  à 
^iropos  de  la  soustraction,  ce  qui  permet  d'appliquer  les  opérations  fonda- 
Liit'ntales  à  la  t'ois  aux  nombres  et  aux  polynômes  ;  il  en  résulte  une  fusion 
iiiruressante  des  éléments  d'Arithmétique  efd'Algèbre.  La  division  introduit 
U's  fractions  ;  dans  l'ensemble  des  nombres  rationnels,  la  résolution  des 
rquations  du  l*""  degré,  à  une  ou  plusieurs  inconnues,  est  toujours  pos- 
î^ible  ;  l'auteur  en  donne  de  nombreux  exemples. 

Le  chapitre  II  est  consacré  aux  puissances,  au  calcul  des  radicaux,  à 
Irqqation  du  2'ne  degré  et  aux  logarithmes. 

L'élévation  à  une  puissance  {b^  =^  a)  ne  jouit  pas  de  la  propriété  com- 
inulative  ;  il  y  aura  donc  2  opérations  inverses  :  1®  on  peut  se  donner  n  et 
ir>  et  chercher  h  ;  c'est  l'extraction  de  la  racine.  2°  on  peut  chercher  /i,  con- 
ii;iiBsant  a  et  b  :  c'est  le  logarithme  de  a  dans  un  système  dont  la  hase  est  h. 

Les  nombres  incommensurables  apparaissent  avec  la  racine  carrée  ;  l'au- 
(t'iip  les  définit  simplement  comme  fractions  décimales  indéfinies  et  non 
jirriodiques.  Lorsque  la  quantité  sous  le  radical  est  négative,  l'extraction 
r*e  devient  possible  que  si  l'on  étend  une  quatrième  fois  le  domaine  des 
nombres  en  créant  les  imaginaires.  Ces  nombres  se  rencontrent  dans  la 
ri'?;oIution  des  équations  du  2"'*'  degré,  dont  la  théorie  est  rattachée  à  la 
roprésentatiou  graphique  de  la  fonction  :  y  ^^  x^  -{-  ax  -\-  b. 

Le  petit  ouvrage  de  M.  Cranlz  intéressera  tous  les  pédagogues  ;  nous 
É^ntihaitons  à  cette  ceuvre  »le  vulgarisation  tout  le  succès  qu'elle  mérite. 

L.  K0LI.HOS  (Chaux-de-Konds). 


I.iig.  Netto.  —  filementare  Algebra.    Akademische   Vorlesungen  fiir  Sludi- 
rende.  1  vol.  VII 1-200  p.,  6  Mk.  :  B.  G.  Teubner,  Leipzig. 

Ce  livre  se  propose  de  servir  d'intermédiaire  entre  l'enseignement  secon- 
i:Uire  et  les  cours  d'Algèbre  supérieure  à  l'Université.  Mais  il  se  propose 
également  d'être  utile  à  celui  qui  n'étudie  pas  les  mathématiques  d'une  façon 
Impériale  en  lui  permettant  une  récapitulation  générale  des  problèmes  et 
itiêlhodes  de  résolution  les  plus  importantes  de  l'Algèbre  élémentaire.  Pour 
*'*?  qui  concerne  le  i)remier  but  à  atteindre,  le  livre  est  parfaitement  réussi. 
L'aateur  étend  et  approfondit  d'une  façon  rigoureusement  scientifique  le 
I  ïiamp  d'Algèbre  de  l'école  secondaire  et  initie  ainsi  les  étudiants  des  pre- 
fiiieps  semestres  à  la  méthode  de  l'enseignement  universitaire.  Mais  ceci 
constitue  précisément  un  écueil,  me  semble-t-il,  pour  celui  qui  n'est  pas 
s^jjL'cialiste  en  mathématiques  :  plus  d'un  développement,  présentant  un  grand 
irilt'^rèt  an  point  de  vue  scientifique,  lui  paraîtra  quelque  peu  aride.  Cepen- 
fljint.  les  «  Vorlesungen  »  seront  d'un  grand  intérêt  et  rendront  d'excellents 
«rrvices  aux  maîtres  qui  se  proposent  de  compléter  leur  instruction  mathé- 
mutique. 
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Le  livre  est  divisé  en  huit  chapitres  qui  comprennent  dans  Pordrt*  sui- 
vant :  1.  Les  équations  du  prenaier  degré.  —  2  et  3.  Les  équatiofis  du  se- 
cond degré.  —  4.  Analyse  combinatoire.  Binôme  :  Puissance  d'un  polynôme. 
—  5.  Déterminants.  Equations  linéaires  à  plusieurs  inconnues.  —  6.  Les 
équations  binômes  du  »■»«  degré.  —  7.  Les  équations  du  troisième  degré.  — 
8.  Les  équations  du  quatrième  degré.  Dans  ces  deux  derniers  chapitres 
l'auteur  utilise  des  formes  réduites  bien  appropriées.  C'est  ,uu  point  im- 
portant sur  lequel  nous  attirons  l'attention  des  maîtres  de  l'enseignement 
secondaire.  Au  point  de  vue  pédagogique  il  est  indispensable  que  la  réso- 
lution d'une  équation  soit  présentée  sous  la  forme  la  plus  simple  possible, 
ce  qui  permettra  de  simplifier  également  la  discussion  sur  la  nature  des 
racines.  On  atteindra  ce  but  en  donnant  à  l'équation  une  forme  réduite 
convenable.  Ces  formes  réduites  sont,  pour  les  équations  du  deuxième  et 
troisième  degré,  respectivement  : 

jir*  —  2  ax  -f-  />  HZ  o  ;  .r*  —  3  «or  —  2  />  =:  o  . 

Il  faut  louer  l'auteur  d'avoir  utilisé  ces  formes  réduites.  La  résolvante 
d'une  équation  du  quatrième  degré  se  préseute  le  plus  simplement,  à  l'aide 
de8  deux  invariants,  sous  la  forme 

tt*  —  ^M  H-  2  A  =  o  . 
L'auteur  emploie  : 

'»  tf»  =•  —  a  yz  -I-  à  =  o  , 

qui  offre  l'avantage  d'avoir  des  coefficieuts  homogènes  du  même  degré. 

\\.  Grai.FR  (Zurich). 
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réduction  sur  les  tarifs  ordinaires  variant  entre  40  et  60  %,  selon  la 
longueur  du  trajet. 

Cette  réduction  pourra  être  obtenue  sur  la  présentation  d'un  livret 
spécial,  à  partir  du  25  mars  1908,  et  sera  valable  aussi  bien  pour  le 
parcours  de  la  résidence  du  Congressiste  ou  de  la  frontière  à  Rome, 
que  pour  10  autres  voyages  que  le  Congressiste,  après  avoir  pris  part 
au  Congrès,  pourra  effectuer  en  Italie,  jusqu'au  5  mai  1908. 

Les  personnes  provenant  des  lies  Italiennes  bénéficieront  d'une 
réduction  de  50 7o  sur  les  Paquebots  de  la  «  Navîgazione  Générale  Ita- 
liana»,  aussi  bien  à  Taller  qu'au  retour. 

Les  membres  du  Congrès  jouiront  en  outre  de  l'entrée  gratuite  aux 
Musées  de  l'Etat  et  de  Ta  Ville  de  Rome,  du  l*''  au  12  avril  1908,  sur 
simple  présentation  de  leur  Carte. 
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LE  PHEMIER   LIVRE  DE  LA  (ÎEOMETHIE  NATL'PiELLE 

LNTRODrCTKLN 
AIX  MATHÉMATKHES  DE  LMN(iÉNIEl  II 


INTRODUCTION 

Dans  ses  «  Lettres  à  Françoise  »,  Marcel  Prévost,  avec 
infiniment  de  bon  sens,  observe  que  les  choses  essentielles 
dont  on  impose  la  connaissance  à  nos  bacheliers  peuvent 
être  dites  avec  beaucoup  moins  de  grosses  pages  que  les 
«  ManueU  »  le  laissent  croire. 

A  quel  point  ce  charmant  conteur  s'est  ici  montré  bien 
informé  des  choses  de  l'éducation,  fai  eu  l'occasion  de 
le  reconnaître  lorsque  je  me  suis  trouvé  moi-même  en  pré- 
sence d'un  problème  nouveau  de  l'enseignement  public. 

Chargé  de  l'enseignement  de  la  Chronométrie  à  l'Université 
de  Besançon  et  ayant  à  soutenir  notre  école  pratique  de 
Réglage  par  cette  éducation  mathématique  simple,  rapide  et 
solide  qui  convient  à  l'enseignement  technique,  fai  organisé 
pour  nos  étudiants  horlogers  un  cours  complémentaire  des 
Mathématiques  de  l'ingénieur  qui,  par  son  objet  même,  de- 
vait être  à  la  fois  un  enseignement  d'initiation  et  un  instru- 
ment propre  à  éclairer  les  délicates  théories  du  réglage. 

Marcel  Prévost  avait  raison  ;  di.r  leçons  de  géométrie  suf- 
fisent pour  des  esprits  déjà  mûris  par  un  travail  vécu  pour 
comprendre  à  fond  la  géométrie  exigée  par  ces  jeunes  artistes 
appelés  à  suivre  non  seulement  les  lois  des  mouvements 
pendulaires  mais  encore  le  sens  de  leurs  principales  pertur- 
bations. 

L'Enseignement  niathôm.,  9*  annoc  ;  1U07.  13 
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Lt's  cffif/  conférences  ici  reproduites  résument  la  première 
partie  de  cet  enseignement  géométrique  d'initiation,  celle  gui 
forme  la  géométrie  de  l'enfant,  celle  qui  est  véritablement  le 
prrmir.r  livre  de  la  géométrie  naturelle, 

fyaillpurs^  Je  n'innove  plus  aujourd'hui  ;  quelques-unes  des 
méthodes  d* exposition  que  j'ai  ici  employées  ont  été  préco- 
nisées au^si  par  d'autres  auteurs,  particulièrement  en  Italie, 

f^our  tt'cti  citer  qu'une,  la  nécessité  de  placer  de  suite  le 
débutant  dans  l'espace  réel  à  trois  dimensions,  en  présence 
de  la  notion  expérimentale  du  déplacement  d'un  solide,  cette 
nécessité  /pédagogique  est  de  première  importance  ;  elle  me 
fui  révélét'  jadis,  de  la  manière  la  plus  naïve,  par  un  enfant, 
dans  l^u ne  des  petites  classes  de  l'Ecole  alsacienne,  et  Paris, 

—  Jr  porte  le  triangle  A'B'C  vers  le  triangle  ABC, 
disais'jr  an  Jour,  avec  Legendre. 

L'en  fan  l  objecta  : 

—  Et,  si  le  triangle  A'  B'C  cassait  en  route  ? 

Cet  enfant  avait  raison,  ses  sens  lui  révélaient  une  chose 
essentielle  et  que  le  bon  Legendre  n'avait  pas  assez  remar- 
quée. 

U  me  plttii  de  reporter  iciy  sur  ce  souvenir  de  ma  première 
le^-on,  ce  tjHe  fai  appris  de  mon  petit  élève  et  l'origine  de  mes 
premiers  travaux  sur  la  géométrie  nouvelle,  domaine  oit  Je 
me  suis  d'ailleurs  rencontré  avec  bien  d'autres. 

Le  premier  livre  de  la  géométrie  réaliste  est  depuis  long- 
temps mur  pour  renseignement  élémentaire  ;  le  voici, 

Jules  Andrade. 
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CHAPITRE  PREMIER 

Les  bases  expérimentales  de  la  géométrie;  cas  (légalité  de 
deux  triangles  ;  Droites  perpendiculaires  ;  Droite  perpendi- 
culaire à  un  plan, 

I 

La  géométrie  est  l'ensemble  des  propriétés  que  nous  at- 
ti'ibuons  à  Tespace  pour  nous  rendre  compte  du  mouvement 
des  corps  ;  la  notion  même  du  mouvement  n'acquiert  pour 
notre  esprit  une  signification  précise  que  si  le  mouvement 
est  rapporté  à  un  corps  solide^  incassable  choisi  comme 
repère. 

Les  faits  primitifs  de  la  géométrie  sont  des  laits  de  dépla- 
cement d'une  espèce  toujours  comparable  à  elle  même  ;  ces 
laits  aflirniés  par  les  expériences  vécues  par  nos  ancêtres 
et  revécues  par  nous,  nous  apparaissent  comme  les  faits  les 
plus  simples  du  monde  physique. 

Nous  allons  d'abord  examiner  quels  ils  sont. 

Si  nous  palpons  ou  regardons  un  corps  rigide  comme  un 
ensemble  de  points,  nous  concevons  d'abord  qu'un  pareil 
ensemble  peut  être  complété  par  d'autres  points  invariable- 
ment liés  aux  premiers,  en  sorte  qu'un  ensemble  solide  n'a 
pas  de  forme  assignée  à  l'avance. 


II 

Si  nous  clouons  un  solide  sur  un  autre  solide  fixe  nous 
constatons  qu'un  seul  clou  ne  sufïit  pas  pour  empêcher  tout 
mouvement  du    premier  solide    par   rapport  au   second,   ni' 
même  pour  préciser  complètement  le  déplacement  possible 
du  premier  solide  ;  si  nous  venons  à  clouer  le  corps  mobile 
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par  iltMix  clous  (lillerents,  sa  position  n'est  pas  encore  coni 
[ilôleinent  déterminée,  mais  il  ne  peut  plus  prendre  qu'une 
sorte  de  déplacement  dans  lequel  yxne  infinité  d'autres 
l>ohitw  demeurent  communs  au  solide  mobile  et  au  solide  fixe, 
ïjn  SOI  le  qu'on  peut  dire  que  si  un  corps  est  cloué  par  deux 
points  A  et  B,  sans  figure),  touts  epasse  comme  si  on  clouait 
Il  IIP  paire  de  deux  autres  points  C  et  I)  choisis  quelconques 
sur  nnt;  certaine  ligne  LL  appartenant  au  solide  fixe  et  au 
Holid*^  mobile.  Cette  ligne  ne  bouge  pas  pendant  ce  niouve- 
nieiit  diMrni  nommé  rotation, 

f>lif  ligne  LL  ou  axe  de  rotation  est  ce  que  nous  appel- 
lorori:^  une  ligne  droite  ou  simplement  une  droite. 

Tout  point  M  du  solide  qui  n'ap|>artient  pas  à  la  droite  se 
df^placc  si  le  solide  lui  même  se  déplace. 

Nous  supposons  que  la  droite  est  une  ligne  d'une  espèce 
unique  et  que  toute  portion  AH,  (sans  figure),  d'une  droite 
petit  être  déplacée^  dans  un  déplacement  convenable  de  solide, 
de  rniniière  à  recouvrir  une  portion  convenable  de  toute  autre 
droite*  L\,  par  exemple  la  portion  OM;  et  nous  admettons  même 
f/a'tl  vxiste  deux  manières  de  superposer  ces  deux  portions: 
une  tnaiiière  dans  laquelle,  A  coïncidant  avec  O,  B  coïncide 
avec  .\I;  l'autre  manière,  dans  laquelle  A  coïncidant  avec  M, 
H  cDÏTicitie  avec  0. 

Kritin,  nous  admettons  qu'une  droile  ou  portion  de  droite 
OM  n'est  prolongeable  au  delà  d'un  (pielconque  M  de  ses 
points  que  d'une  seule  manière. 

En  d'autres  termes,  étant  donnée  une  droite  (]AB  il  ne  peut 
exister  ;MJCune  branche  nouvelle  de  la  même  droite  émanée  de 
Ai  c**  qui  revient  à  dire  qu'il  ne  peut  y  avoir  deux  suites 
i*onlinnes  distinctes  de  points  demeurant  voisins  de  A  et 
d<nj<'nrant  immobiles  pendant  une  même  rotation. 

CjHiii  nous  ailmettons  que  deux  points  distincts  sont  tou- 
jours joiirnables  par  une  droite;  et  de  plus,  sauf  à  revenir 
plus  fard  sur  ce  point,  qu'ils  ne  sont  joignables  que  par  une 
sL'iili*  droite. 

Nous  pourrons  dès  lors  désigner  une  droite  par  deux  de 
ses  points,  l'ne  portion  continue  et  détenninée  de  droite 
parrourue  dans  un  sens  s'appelle  segment. 
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III.  —^  La  trame  triangulaire  et  le  plan. 


Soient  tFig.  1  \\  points  A,  B,  O  dont  lo  troisième  n'est  pas 
sur  la  droite  qui  joint  les  deux  autres  ;  il  résulte  des  faits 
précédents  qu^aucun  des  trois  points  ne  sera  sur  la  droite 
qui  joini  les  deux  autres. 

Considérons  alors  wn  point  M  mobile  sur  la  droite  A  B  et 
la  droite  variable  obtenue  en  joignant  le  point  M  au  troi- 
sième point,  considérons  même  les  segments  limités  tels 
que  OM  ; 

considérons  de  même  un  point  P  mobile  sur  A  O,  puis  la 
droite  variable  obtenue  enjoignant  le  point  P  au  point  B; 

considérons  enfin  un  point  Q  mobile  sur  O  B,  puis  la  droite 
variable  obtenue  en  joignant  le  point  Q  au  point  A. 

Nous  avons  ainsi  formé  3  trames  de  droites. 

Nous  admettrons  que  ces .?  trames  n'en  forment  qu'une  seule. 

En  d'autres  ternies  nous 
admettrons  qu'un  segment 
OM  coupe  un  segment  BP 
en  un  point  L 

L'ensemble  de  ces  trois 
trames  fondues  en  une 
seule  sera  ce  que  nous  ap- 
pelons une  trame  triangu- 
laire, ou  encore  un  triangle 
plan  ou  simplement,  un 
triangle. 

Remarques.  1**  si  deux  points  M'  et  N  Kig.  t;  appartiennent 
à  une  trame  triangulaire  le  segment  M'N  qui  les  joint  appar- 
tient tout  entier  à  la  trame.  Cette  remarque  se  justifie  immé- 
diatement en  appliquant  4  fois  la  propriété  essentielle  de  la 
trame  triangulaire  à  4  trames  successives  dont  chacune  con- 
tient la  précédente. 

2**  La  trame  triangulaire  contient  donc  tout  segment  qui  y 
a  ses  deux  extrémités. 

En  prolongeant  indéfiniment  les  droites  de  la  trame  on  voit, 
par  cheminement,    qu'il  existe  une  surface   telle   que   toute 


Fig.  1. 
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droite  qui  y  a  déjà  deux  poinls  y  sera  contenue  tout  entière, 
cette  surface  est  le  plan. 

On  voit  aussi,  toujours  comme  conséquence  de  la  triple 
trame  triangulaire,  que  toute  droite  XY  (Fig.  2)  partage  le 
plan  en  deux  régions  'i)  et   2    telles  que  le  ^eg^/we/// joignant 


ii 


V 


deux  points  quelconque  d'une  mAme  région  ne  traverse  pas 
la  droite  XY,  tandis  que  le  segment  joignant  2  points  apparte- 
nant à  2  régions  différentes  traverse  XY. 
nous  admettrons  encore  le  fait  suivant  : 


IV 

La  position  d'une  trame  qui  fait  partie  d'un  solide  sufiît 
pour  définir  complètement  la  position  du  solide;  il  résulte  de 
là  que  nous  pouvons  nous  représenter  le  mouvement  d'un 
solide  tournant  autour  d'un  axe  par  la  rotation  d'un  plan  du 
solide  passant  par  le  même  axe. 

Autre  fait  : 

V 

Lorsqu'un  plan  solide  tourne  autour  d'un  axe  qui  le  con- 
tient, ce  plan  dans  son  mouvement  continu  pourra  être 
amené  en  coïncidence  avec  tel  plan  de  l'espace  que  l'on  vou- 
dra, passant  par  l'axe;  et  si  on  considère  au  lieu  des  plans 
complets  les  demi-plans  bordés  par  l'axe  de  rotation,  la  rota- 
tion s'exécutant  toujours  dans  le  même  sens,  il  arrivera  un  mo- 
ment et  un  seul  où  le  demi-plan  mobile  solide  coïncidera 
avec  le  demi-plan  fixe  désigné  à  l'avance  par  quelque  portion 
de  celui-ci. 

De  là  découle  en  particirlier  le  principe  du  rabattement  : 
Tout  demi-plan  peut  être  rabattu  sur  son  prolongement  par 
rapport  à  une  droite  AB  de  ce  plan. 
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De  là  résulte  aussi  la  notion  de  Tangle  plan  et  de  l'égalité 
des  angles  plans,  insistons  sur  ce  point  quelque  peu  délicat. 

Donnons  à  ce  sujet  une  définition  de  Tégalité  de  deux  fi- 
gures entre  lesquelles  est  définie  une  correspondance  de 
leurs  éléments  constituants. 

Deux  figures  sont  dites  égaies  si,  à  tout  élément  de  Tune 
correspond  un  élément  de  Tautre,  les  ensembles  de  ces  élé- 
ments étant  deux  parties  correspondantes  de  deux  solides  ca- 
pables d'être  amenés  en  coïncidence  Tun  sur  l'autre  par  un 
déplacement  convenable. 

Deux  figures  égales  à  une  même  figure  sont  alors  égales  en- 
tre elle.<^. 

Cette  définition  ne  donne  lieu  à  aucune  dilliculté  lorsque 
les  points  constituant  les  figures  sont  en  nombre. fini;  lors- 
que ces  éléments  au  contraire  sont  en  nombre  infini  il  faut 
avoir  bien  soin,  toutes  les  fois  qu'on  veut  se  servir  de  la  no- 
tion des  figures  égales  de  spécifier  le  mode  de  correspon- 
dance entre  les  éléments  de  l'une  des  figures  et  de  leurs  ho- 
mologues dans  Tautre. 

Considérons  par  exem|)le  deux  faisceaux  de  droites  for- 
mant deux  portions  de  plan,  supposons  que  ces  ensembles 
que  nous  nommons  deux  angles  soient  supperposables  O  A 
Fig.  3i  venant  en  O'  A',  O  B  venant  en  O'  B'  après  un  dépla- 
cement convenable  du  solide,  et  les  éléments  intermédiaires 
du  faisceau  coïncidant  aussi  ;  nous  pourrons  dire  que  ces  an- 
gles sont  égaux,  mais  celte  définition  serait  stérile  pour  la 
suite  si  nous  n'étions  pas  assurés  qu'un  angle  plan  est  com- 
|)lètement  défini  par  les  positions  de  ses  (*ôtés  extrêmes 

Kih  d'autres  termes  si  deux  angles  plans  A  O  B  isans  figure  , 
A  O  C  sont  à  un  moment  dans  une  situation  telle  que  l'un  est 
portion  de  l'autre,  il  n'existera  aucun  déplacement  capable 
d'amener  Tun  sur  l'autre. 

Cela  résulte  immédiatement  des  faits  que  nous  avons  admis 
(concernant  la  rotation  d'un  demi-planautour  d'une  droite  A  B. 

Cette  remarque  est  très  importante  et  elle  joue  un  rôle 
analogue  à  celui  joué  par  le  principe  qu'une  droite  est  déter- 
minée par  deux  de  ses  points,  l^n  angle  est  défini  par  ses 
deux  côtés  et  par  le  sens  de  sa  génération. 
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De  même  aussi  qu'un  segment  est  orienté,  si  le  sens  du 
parcours  du  point  qui  Tengendre  est  donné,  de  même  un 
angle  est  orienté  si  le  sens  de  l'apparition   des  droites  du 


l'aisceau  qui  le  forme  est  déterminé;  et  de  même  qu'on  défi- 
nit le  sens  d'un  segment  par  Tordre  dans  lequel  on  appelle 
ses  extrémités,  de  même  on  définira  le  sens  d'un  angle 
orienté  par  Tordre  dans  lequel  en  énonce  les  noms  de  ses 
côtés  supposés  tracés  au  préalable  avec  une  restriction, 
toutefois. 

Ceci  suppose  que  Tangle  considéré  soit  choisi  le  plus 
petit  des  deux  qui  ont  mêmes  côtés  extrêmes. 

Rappel  et  conséquences  des  deux  modes  de  superposition 
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(les  angles  égaux.  Si  on  peint  les  deux  faces  d'un  plan  on 
peut  reproduire  un  angle  par  glissement:  XOY  (fig.  3)  venu 
î)  droite  en  X'O'Y'  de  manière  que  les  faces  le  même  couleur 
soient  superposées. 

C'est  la  reproduction  par  glissement. 

On  peut  au  contraire  renverser  Tangle  dans  son  plan  el 
reproduire  Tangle  obtenu  par  glissement  la  face  bleue  recou- 
vrira alors  le  côté  rouge  primitif  du  plan,  XOY  venu,  en 
dessous  en  'Y'O'X. 

Nous  allons  voir  de  ce  fait  des  conséquences  très  impor- 
tantes. 

VI.  —  Propriétés  du  triangle  isocèle. 

Si  sur  les  deux  côtés  d'un  angle  BAC  (fig.  4)  on  prend  deux 
longueurs  égales  à  partir  du  sommet  A  :  soit  AB  --  AC  on 
forme  un  triangle  isocèle. 

Ce  triangle  est  superposable  sur  son  envers,  et  lorsqu'on 
superpose  l'angle  BAC  sur  son  envers  C/A'B'  le  milieu  I  de 


Fig.  '». 

la  droite  BC  reste  le  milieu  de  la  droite  C'B'  d'où  Ton  voil 
que  l'envers  de  l'angle  \\C.  recouvre  l'angle  AIB,  raballons 
alors  la  figure  autour  de  B  (]  fFig.  5;,  lA  vient  en  lA';  les 
4  angles  AIB,  BIA',  A'IC,  VAX  sont  égaux  soit  par  glisse- 
ment soit  par  retournement  efi'ectuons  alors  un  mouvemenf 
de  glissement  autour  du  point  I  de  manière  que  CIA  prenant 
la  place  de  AIB,  IB  prolongement  de  IC  devra  venir  en  lA'' 
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prolongement  de  lA,  les  angles  BIA'  el  BIA"  seraient  alors 
égaux,  donc  d'après  une  remarque  essentielle  faite  tout  à 
rheure  lA'  coïncide  avec  lA""  d'où  le  théorème  suivant  que 
nous  énonçons  après  l'avoir  démontré  : 

Thkohème.  Dans  un  plan^ 
étant  donnée  une  droite  AB 
(sans  figure)  et  un  point  0  de 
cette  droite  il  existe  une  se- 
conde droite  du  plan  CD  pas- 
sant par  O  et  formant  avec  la 
première  4  angles  contigus 
égaux;  et  chacune  des  droites 
ainsi  obtenues  vient  coïncider 
avec  son  prolongement  lors- 
qu'on rabat  leur  plan  autour 
de  Vautre  droite. 
Définition.  On  dit  alors  que  les  droites  AH  et  CD  sonX per- 
pendiculaires entre  elles,  cette  relation  est  réciproque. 

Autre  forme  donnée  aux  résultats  précédents.  On  peut  en- 
(!ore  dire  : 

Dans  un  triangle  isocèle  la  droite  qui  joint  le  sommet 
principal  fpoint  de  (Toisement  des  côtés  égaux)  au  milieu  de 
la  base  principale  (côté  opposé  à  ce  sommet)  est  perpendicu- 
laire sur  cette  base  et  réciproquement: 

Si  dans  un  triangle  la  droite  qui  joint  un  sommet  au  milieu 
1  du  côté  opposé  est  perpendiculaire  à  ce  côté,  les  deux  autres 
côtés  du  triangle  sont  égaux. 

La  démonstration  esl  immédiate  par  un  rabattement  autour 
de  Ai  ;Fig.  4  ,  ce  rabaltejnent  amenant  G  en  B  on  a  AB:=AC. 
L'angle  de  deux  droites  perpendiculaires  entre  elles  s'appelle 
angle  droit, 

VU.  —  Les  trois  cas  d'égalité  des  triangles. 

Thkorème.  Dcur  triangles  sont  égaux. 

l''  Lorsqu'ils  ont  un  côté  égal  compris  entre  deux  côtés 
égaux  chacun  à  chacun  ; 

2**  Lorsqu'ils  ont  un  côté  égal  adjacent  a  deux  angles  égaux 
chacun  à  chacun  ; 
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3^  Lorsqu'ils  pnt  les  trois  côtés  égaux  chacun  a  chacun. 
pour    1**,   essai    de   superposition   directe    par  Tangle   égal 

A'  =  A(Fig.  6); 

Le  cas  2**  se  démontre  immédiatement  en  commençant 
l'essai  de  superposition  directe  par  le  côté  égal  B'C  =  BC 
(Fig.  7j. 

Dans  les  deux  cas  la  super- 
position essayée  s'achève 
d'elle  même. 

Pour  démontrer  le  troi- 
sième cas  d'égalité  portons 
(Fig.  8;  le  triangle  A'  B'  C 
\}trs  ABC,  C  sur  C  et  B'  sur 
B  ce  qui  est  possible  puisque 
B'C  =  BC;  puis  rabattons  le 
triangle  ainsi  transporté  du 
côté  de  BC  où  se  trouve  le 
triangle  ACB,  A'  vient  alors 
en  A".  Admettons  pour  un 
instant  que  les  sommets  A  et 
A"  ne  coïncident  pas. 

Par  hypothèse  AC  ^  A"C; 
AB  =  A''B. 

Les  triangles  ACA"  et  ABA"  seraient  donc  isocèles  sur  une 
base  commune  AA";  soit  alors  I  le  milieu  de  cette  base.  Joi- 


Fig  .6. 


Fig.  7. 
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gnons  AI  et  IB,  ces  deux  droites  seraient  toutes  deux  per- 
pendiculaires à  AA"  en  I.  elles  coïncideraient  donc  entre 
elles  el  par  suite  avec  la  droite  AB  le  point  I  serait  donc  sur 
AB,  mais  ceci  est  impossible  puisque  A  et  A"  sont  du  même 
ccVté  de  AB  el  que  lout  point  intérieur  au  segment  AA"  reste 


du  même  côté  de  BG  que  ses  extrémités;  il  y  a  donc  une 
contradiction  qui  ne  peut  être  évitée  que  si  A  el  A"  se  con- 
fondent. 

Remarque  utile  à  retenir:  dans  deux  triangles  égaux  aux 
<  ôtés  égaux  sont  opposés  des  angles  égaux  et  réciproque- 
ment. 

\  III.  —  Droite  perpendiculaire  à  un  plan. 

Théorème.  Si  une  droite  OA  (Fig.  9)  est  perpendiculaire  à 
deux  droites  distinctes  AB,  AC  d'un  plan  P  elle  est  perpendi- 
culaire  à  une  troisième  droite  quelconque  du    même  plan. 

En  joignant  deux 
points  autres  que 
A  pris  sur  deux  des 
droites  qui  com- 
prennent la  troi- 
sième dans  leur 
angle  on  obtient 
une  droite  qui 
cou  pe  les  I  rois  droi- 
tes issues  de  A  aux 
trois  points  res- 
pectifs B,  D,  G  soit 
O  un  autre  point 
que  A  pris  sur  la 
droite  AO,  soit  sur 


Fig.  9. 


cette  droite  un  autre  point  ()'  tel  que  O'A  =^  OA. 
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Les  deux  triangles  OBO'  et  OCO'  seront  alors  tels  que 
les  droites  joignant  le  milieu  A  de  leurs  bases  à  leurs  som- 
mets respectifs  seront  perpendiculaires  à  cette  base  ces  deux 
triangles  seront  donc  isocèles  et  OB  =  O'B  ;  OC  :=  O'C. 

On  conclut  de  là  que  les  deux  triangles  OBC,  O'BC  réunis 
en  talus  par  leur  côté  commun  BC  sont  égaux,  comme  ayant 
leurs  trois  côtés  égaux  chacun  à  chacun;  nous  concluons  de 
là  Tégalité  des  angles  OBC  et  O'BC,  puis  ensuite  Tégalité 
<les  triangles  OBD,  O'BD  comme  ayant  un  angle  égal  com- 
pris entre  deux  cotés  égaux  chacun  à  chacun;  d'où  nous 
concluons  OD  ^^  DO';  si  enfin,  nous  considérons  le  triangle 
isocèle  01)0'  nous  voyons  que  la  droite  qui  joint  le  sommet 
principal  D  au  milieu  A  de  la  base  est  perpendiculaire  à  cette 
base. 

Définition,  Quand  une  droite  OA  est  perpendiculaire  à 
toutes  les  droites  d'un  plan  P  passant  pjn*  A  on  dit  que  la 
droite  est  perpendiculaire  au  plan;  cette  droite  est  nécessai- 
rement hors  du  plan  P.  Le  point  A  se  nomme  la  projection 
de  ()  sur  le  plan  P. 

CHAPITRK   II 

Les  deux  mouvements  fondamentaux  d'un  solide 
et  la  nouvelle  théorie  du  dièdre. 

En  prenant  comme  éléments  des  figures  les  droites  et  les 
trames  de  droites  ou  plans  et  en  prenant  comme  données 
fondamentales:  la  droite  ou  axe  de  rotation,  et  l'angle  plan 
superposable  sur  lui-même  par  retournement  nous  avons 
iléjà  acquis  un  premier  résultat  important;  nous  avons  ob- 
tenu les  trois  cas  d'égalité  des  triangles  et  la  notion  des 
droites  perpendiculaires  et  celle  d'une  droite  perpendicu- 
laire à  un  plan,  rappelons  cette  dernière  notion. 

Etant  donnée  une  droite  OX  (sans  fîgurej,  faisons  passer 
par  cette  droite  un  premier  plan  dans  lequel  nous  traçons  OA 
perpendiculaire  à  OX,  faisons  passer  par  OX  un  second  plan 
dans  lequel  nous  menons  OB  perpendiculaire  à  OX,  nous 
avons  vu  qu'une  troisième  droite  (|uelconque  tirée  de  O  dans 
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le  plan  P  formé  par  les  deux  droites  OA  et  OB  est  perpendi- 
(Milaire  à  OX.  On  a  dit  alors  que  la  droite  OX  est  perpendicu- 
laire au  plan  P. 

Il  existe  donc,  par  un  point  O  de  OX,  un  plan  P  perpendi- 
culaire à  OX,  et  comme  tout  plan  peut  être  porté  sur  un  autre 
plan  on  voit  qu'aussi  bien,  étant  donné  un  plan  Q,  on  peut 
par  un  point  O  lui  mener  une  droite  OX  perpendiculaire. 

Mais  il  est  nécessaire  d'aller  plus  loin,  et  de  nous  assurer 
que  par  un  point  O  d'un  plan  Q  on  ne  peut  mener  qu'une  seule 
perpendiculaire  à  ce  plan. 

Remarquons  d'abord  que  par  un  point  I  situé  hors  d'un 
plan  il  ne  peut  passer  deux  droites  distinctes  IH  et  IK  per- 
pendiculaires à  un  plan  Q. 

En  edet  s'il  en  passait  deux  (Fig.  10;,  le  triangle  IHK  ayant 
les  deux  sommets  H  et  K  communs  avec  le  plan  Q  aurait  la 
base  HK  commune  avec  lui  dans  le  plan  de  ce  triangle  on 

aurait  donc   dans   un    même 
plan  deux  droites  distinctes, 
perpendiculaires  à  une  même 
droite  et  passant  par  un  même 
point  I,  mais  alors,  comme  on 
Ta  vu  (propriété  des  perpen- 
diculaires) le  rabattement  du 
plan  sur  lui-même  autour  de 
HK  devrait   amener  le  point 
I  en  un   même  point  J   situé 
sur  les  prolongements  de  HI 
et  de  IK,  on  aurait  donc  deux 
droites  distinctes   passant  par    I    et  J   ce  qui,  nous   Tavons 
vu,  n'est  pas  possible  (propriétés  fondamentales  de  la  droite). 
Cette  remarque  va  nous  permettre  de  démontrer  le  théo- 
rème suivant  : 

Théorè:me  \.  —  Il  est  impossible  que  par  un  point  0  d'un 
plan  Q  puissent  passer  deux  droites  perpendiculaires  à  ce 
plan. 

En  effet,  soient  deux  de  ces  perpendiculaires  sur  lesquel- 
les (Fig.  II)  nous  prendrons  deux  longueurs  égales  OM=:=Oi\, 
une  droite  quelconque  tirée  de  O  dans  le  plan  Q,  soit  O  S,  est 


Digitized  by 


Google 


GÉOMÉTRIE    NATURELLE  199 

perpendiculaire  à  une  troisième  droite  quelconque  dans  le 
plan  OMN;  d'où  on  conclut,  en  faifiant  varier  OS,  que  cette 
troisième  droite  quelconque  du  plan  MON  est  aussi  perpen- 
diculaire au  plan  Q. 

Considérons  en  particulier  le  point  I  milieu  du  segment 
MN;  01  en  particulier,  sera  -perpendiculaire  au  plan  Q. 

Joignons  SM  et  SN  les  deux  triangles  SOM  et  SON  sont 
égaux  comme  ayant  un  angle  égal  fcomme  droit)  compris 
entre  2  côtés  égaux  chacune  chacun;  d*où  on  conclut  que 
SM=SN,  et,  par  suile,  que  IS  est  perpendi(!ulaire  à  MN  au 
point  I  f propriété  du  triangle  isocèle). 

Mais  alors,  en  joignant  un  point  S  du  plan  au  point  I  (Fig. 
12)  et  prenant  sur  cette  droite  un  segment  de  longueur  cons- 
tante I L,  l'ensemble  des  points  L  ainsi  obtenu  devrait  puisque 


Fig.  11. 

e  LI  est  perpendiculaire  à  NM  représenter  Tensemble  des 
positions  que  peut  occuper  dans  l'espace  un  point  particu- 
lier d'un  solide  qui  tourne  autour  de  Taxe  MN;  or  nous 
avons  admis  que  Fensemble  des  points  L  est  ime  ligne,  et 
que  le  déplacement  de  rotation  d'im  solide  est  parfaitement 
déterminé,  tandis  qu'ici  nous  voyons  que  ce  déplacement 
est  complètement  indéterminé  puisqu'il  peut  s'effectuer  à  par- 
tir de  la  position  L  dans  tous  les  plans  passant  par  10. 

Remarque  additionnelle,  La  démonstration  est  achevée, 
mais  pour  rendre  ceci  encore  plus  net  nous  pourrons  achever 
de  préciser  la  complète  indétermination  du  mouvement  de  L; 
les  deux  mouvements  possibles  pour  le  solide  peuvent  avoir 
lieu  dans  deux  sens  différents  mais  pour  chacun  de  ces  sens 
soit  \J  une  position  \o'\^\\\e  postérieure  à  la  position  actuelle 
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du  point  considéré  dans  le  solide  en  rotation;  il  existe  sur  la 
trajectoire  de  L  des  poiuts  de  plus  en  plus  voisins  de  L,  et 
lorsque  la  distance  LL'  tend  vers  zéro  la  |)osition  de  LL' 
tend,  on  le  voit  aisément,  vers  une  position  limite  perpendi- 
culaire à  10,  laquelle  ne  peut  appartenir  à  tous  les  plans 
passant  par  la  droite  ILO  comme  cela  devrait  avoir  lieu  en 
conséquence  de  la  supposition  faite  plus  haut  qu'il  existe 
2  droites  perpendiculaires  à  un  plan.  Cette  supposition  est 
donc  une  fois  de  plus  inadmissible. 

Conséquence.  Nous  savons  déjà  que  la  situation  d'un  corps 
solide  peut  être  complètement  définie  par  la  position  de  Tune 
de  ses  trames,  par  exemple  par  celle  qui  se  confond  actuel- 
lement avec  l'angle  AOB  de  l'espace  ;  d'autre  part  nous  ve- 
nons de  voir  qu'il  n'existe  qu'une  droite  OZ  perpendiculaire 
à  l'angle  AOH;  si  donc  on  considère  une  barre  rigide  et  si 
on  l'oblige  à  rester  perpendiculaire  à  une  trame  d'un  solide, 
on  peut  être  assuré  que  la  barre  sera  du  même  coup  inva- 
riablement liée  au  solide  tout  entier. 

Théorème  II.  Les  diverses  droites  perpendiculaires  à  une 
même  droite  OZ  menées  par  un  même  point  O  sont  dans  un 
seul  et  même  plan.  Soit  (Fig.  13)  OA  une  première  perpendi- 
culaire à  OZ  et  soient  OH  et  OK  deux  autres  perpendicu- 
laires à  OZ,  également  tirées  de  O. 

Admettons  provisoirement 
que  les  plans  AOH  et  AOK 
puissent  être  différents;  alors 
traçons  dans  l'un  et  l'autre 
plan  et  à  partir  de  OA  commtî 
origine,  deux  angles  égaux 
AOH  et  AOB\ 

La  droite  OZ  est  perpendi- 
culaire à    chacune   des   deux 
trames  égales  AOB  et  AOB'. 
Les    deux   trames    AOB  et 
Pj.^  ,.j  AOB'   étant   égales,   peuvent 

être  regardées  comme  deux 
positions  extrêmes  d'une  même  trame  d'un  solide  qui  serait  en- 
trainée  dans  le  mouvementde  ce  solide  tournant  autour  de  AO. 
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Regardons  OZ  comme  la  première  position  il'unt*  droite 
du  solide  et  considérons  la  positions  OU  occupée  par  cette 
dernière  lorsque  la  trame  AOB  st^ra  venue  se  coïicher  gur 
AOB'  ;  il  est  clair  c|ue  OZ'  sera  distinct  de  OZ,  siins  c|iinj  le 
solide  aurait  eu  une  trame  ZOA  non  déplacée  el  n'aurait  pas 
subi  de  déplacement  ce  qui  est  faux  puisque  la  Irame  A  OH 
s'est  déplacée. 

Or  pendant  le  déplacement,  la  perpendiciiiaire  a  h\  Irume 
lui  reste  perpendiculaire;  les  droitt*s  OZ  el  OZ'  distinctes 
seraient  donc  toutes  deux  perpendiculaires  a  l:i  in^^nie  trame 
AOB';  mais  nous  avons  déjà  démontré  que  cela  est  impos- 
sible. 

Donc  enlin  les  plans  HO  A  et  KOA  ne  sjhi  ratent  être  dis- 
tincts. 

Conséquence  :  Tout  plan  pou^î^^lt  *  ire  suf>erpDsé  sur  x\i\ 
autre  plan  ou  conservant  sa  perpt  iidir  iibire  rigide,  îmi  voit  de 
suite  que  par  un  point  d'un  plan  on  peut  toujourï^  tirer  une 
droite  perpendiculaire  à  ce  plan. 

Définitions,  La  courbe  décrite  psir  un  [joint  d'un  solide 
tournant  autour  d'un  axe,  et  qui.  inuis  venons  de  le  démon- 
trer est  contenue  dans  un  plan  per|iciidir[rlaire  â  Taxe,  s'ap- 
pelle une  circonférence  de  cerclv  ;  OZ  ou  Taxe  de  ce  treri  te 
coupe  le  plan  du  cercle  en  un  pinnl  (K  sipi^elé  centre  dit 
cercle. 


A^ 


Dans  son  plan  la  circonfé- 
ren<e  de  cercle  est  définie 
comme  l'ensemble  des  points 
du  plan  qui  sont  à  une  même 
distance  d'un  point  fixe.  Le 
segment  OM  est  un  rayon  du 
cercle. 

Corollaire,  Si  2  plans  dis- 
tincts ont  déjà  un  point  com- 
mun ils  ont  en  commun  toute 
tine  droite  commune  passant 
par  ce  point,  soit  O  le  point  comunni    Ki^.    [^  ; 

Menons   par  O,     l**   la  droite   ()/    pei  peiidicularn^  ;im  pl;in 
AOB; 


Ki(r^  M 


L'Enftoîgnement  mHthém.,  lo«  Hnn«>e  ;  IVOH. 


il 
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Fig.  15. 


2'  La  drtïile  OT  perpendiculaire  au  plan  (]0D; 

3*  Une  droite  OU  perpendiculaire  au  plan  des  deux  droites 
OZ  i4  OT:  n-lte  droite  OU'  étant  perpendiculaire  à  OZ  appar- 
tient au  plan  AOB,  et  étant  perpendiculaire  à  OT  elle  appar- 
tH^iit  au  plan  OCD  elle  est  donc  commune  aux  deux  plans 
AOU,  (X)l>. 

Thicujïkmk  III.  Pour  0 

proji'ter  att  point  O 
sur  une  droite  XY 
ffutf  plan  P  il  su/fit 
l""  df  projefvr  te  point 
O  sur  Iv  plan  Py  en  A; 
iî*  f/^  projet  rr  le  point 
A  en  i  sur  XY, 

Il  s'agit  fl{^  démon- 
trer qu'en  joignant  1 
à  O  U\  droite  obtenue 
sera  per|jciîdiculaire  à  XY  ;  à  cet  eflet  porlons  sur  XY  de 
part  et  d*aiître  de  I  les  longueurs  égales  IB  et  IC,  joignons 
les  points  H  et  C  d'abord  à  A  puis  à  O.  On  aura  d'abord 
AC  ^=^  AH,  puis  par  la  considération  des  triangles  rectangles 
égaux  OAIl  et  OAG,  nous  trouvons  08  =  OC;  et  enfin, 
djins  le  Iriafigle  isocèle  OBC,  la  droite  qui  joint  le  sommet 
tï  HU  milîf^ii  I  de  la  base  sera   perpendiculaire  à  cette  base. 

Tkkmkemi^  AÉciPHOQUE  III  bis.  Si  par  la  projection  I  dun 
point  O  extérieur  à  un  plan  P  sur  une  droite  XY  du  plan 
on  mène^  dans  ce  plan,  une  droite  lU  perpendiculaire  à  X)*, 
ia  prajêrlion  A  du  point  0  sur  lU  sera  aussi  la  projection  de 
O  sur  le  plan  P  (ligure  15  . 

Va\  <'llct  la  projection  d'un  point  sur  une  droite  ou  sur  un 
plati  étunl  unique,  le  tracé  précédent  pourra  être  repris  en 
nrdre  invers;*:;  de  Tordre  précédent.  Une  démonstration  di- 
rerle  scrail   d'ailleurs  facile. 

Corollaire.  Tous  les  plans  menés  par  un  même  point  O 
|ter()etidit  iitairement  aux  différentes  droites  XY  d'un  plan 
pMsscnl   pnr  une  droite  fwe  OA. 

rriKoiu-iMi;  IV  :  Si  une  droite  01  fKig.  16)  coupant  un  plan  P 
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en  I  ntsi  pas  perpendiculaire  à  ce  plan  ^  les  projections  de  ses 
différents  points  sur  P,  c'est-à-dire  les  pieds  des  perpendicu- 
laires abaissées  de  ses  différents  points  sur  P,  forment  une 
droite  du  plan  F. 

Démonstration,  En  effet  soit  H  la  projection  de  O,  menons 
fU  et  JX  dans  P  perpendiculaire  à  HI;  cette  droite  IX  est 
perpendiculaire  à  01  ;  d'après  les  théorèmes  précédents,  un 
|)oint  quelconque  O'  de  01  se  projètera  dans  le  plan  P  sur 
la  perpendiculaire  à  JX  menée  par  J,  c*est-à-dire  sur  HI  en 
quelque  point  H'  de  1  H. 

Autre  énoncé:  si  on  observe  que  IX  est  perpendiculaire  au 
plan  OHJ  on  voit  par  le  même  raisonnement  qu'un  point  M 
quelconque  intérieur  au  triangle  OH  I  se  projètera  encore  sur 
le  plan  P  en  quelque  point  M'  de  HI. 

Autre  conséquence: 
soit  K  un  point  de  HI 
situé  sur  le  prolon- 
gement de  HI  au  delà 
de  I  ;  joignons  KO,  et 
dans  le  plan  du  trian- 
gle OKH  traçons  IT 
perpendiculaire  à  HI  : 
cette  droite  devra, 
d'après  une  remarque 
déjà  faite  [III,  chap.  I],  couper/^  contour  du  triangle  OHK, 
mais  elle  ne  peut  couper  OH  qui  est  comme  elle  per- 
pendiculaire à  HK;  donc  t;lle  coupera  OK  en  un  certain 
point  S. 

La  droite  OK  n'étant  pas  perpendicidaire  à  HK  ,  la  per- 
pendiculaire menée  de  S  au  plan  P  diaprés  le  théorème  pré- 
cédent est  contenue  dans  le  plan  OHK  elle  se  confond  donc 
avec  SI. 

Ainsi  Tensemble  des  projetantes  des  différents  points  de 
01  forme  un  plan  qui  contient  aussi  une  perpendiculaire  au 
plan  P  élevée  par  I  ,  nous  savons  d'ailleurs  que  c'est  la  seule 
qui  passe  par  I  . 


Pig.  16. 
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Définitions.  On  appelle  angle  dièdre  la  portion  A\\\\  solide 
comprise  entre  deux  demi-plans  réunis  par  leur  frontière 
rectiligne  commune  ;  cette  droite  se  nomme  VarêteAvx  dièdre; 

Les  deux  demi-plans  se  nomment  les  faces  du  dièdre;  si 
par  un  point  A  (Fig.  17)  de  Tarête  on  trace  des  droites  kx, 
ky  perpendiculaires  à  Tarète  et  dans  chacune  des  faces,  on 
obtient  un  angle  \A\  qui  est  dit  :  un  angle  rectiligne  du 
dièdre. 


m^.^--^' 


FiR.  17. 


Fig.  18. 


Théorème  fondamental  V.  Tous  les  angles  rectilignes  d*uit 
dièdre  sont  égaux,  quel  que  soit  le  point  de  Varéte  d*oii  le 
rectiligne  est  tracé. 

Etablissons  d'abord  que  si  deux  dièdres  ontjméme  arête,  et 
(|ue  si  leurs  deux  rectilignes  d'un  même  sommet  A  Fig.  18i 
sont  égaux  ;  il  en  sera  de  même  de  leurs  deux  rectilignes  d'un 

autre  sommet  B  en  effet  si  x\y  =  zAT  on  peut  amener  par 
une  rotation  autour  de  AB  la  trame  xfKy  sur  la  trame  ZA7' 
mais  quand  ce  déplacement  a  été  obtenu  les  plans  BA.r  , 
BAy  étant  venu  coïncider  respectivement  avec  les  plans 
BAz  ,  BAI  ;  les  droites  B.r'  ,  By'  ,  viendront  respectivement 
sur  BZ'  et  BT'  puisqu'elles  sont  perpendiculaires  sur  AB  . 

On  conclut  de  là  que  :  si  Tangle  xky  est  la  moitié,  le  quart, 
le  huitième  etc  ;  de  deux  droits,  l'angle  j/By'  sera  égal  en 
même  temps  que  le  précédent  égal  à  la  moitié,  au  quart,  au 
huitième  etc;  de  2  angles  droits. 
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Les  angles  x'^y'  et  xky  seront  donc  égaux  toutes  les  ibis 
que  le  second  est  une  fraction  de  2  angles  droits  dont  le  dé 
nominateur  est  une  puissance  de  2. 

Or,  /c  et  w  désignant  deux  nombres  entiers  convena- 
bles, tout  angle  x\y  est  toujours  compris  entre  deux  angles 
égaux   respectivement    aux   fractions  suivantes  de  2  angles 

droits   savoir  —  et  — jj—  «  or  d'après  ce  qui  précède  Tangle 

x'By'  sera  alors  compris  entre  les  mêmes  deux  angles,  qui 
diffèrent  d'aussi  peu  qu'on  le  voudra;  il  est  donc  impossible 
que  ces  angles  xky  et  x'  Qy'  soient  différents. 

Remarque.  L'égalité  des  angles  x\y  et  x'  By'  dans  le 
cas  où  le  premier  serait  un  angle  droit  résulte  d'ailleurs 
évidemment  du  théorème  sur  la  projection  d'une  droite  établi 
tout  à  l'heure. 

Ce  théorème  fondamental  nous  conduit  à  la  notion  du 
mouvement  de  translation  d'un  solide  le  long  d'une  droite 
donnée  qu'il  nous  reste  à  définir  : 

la  translation  au  guidage  plan. 

Théorème  VI.  Si  dans  le  mouvement  d'un  solide,  une  droite 
glisse  sur  elle-même  et  si  un  point  du  solide  gui  n'appartient 
pas  à  la  droite  reste  dans  un  plan  passant  par  cette  droite, 
tous  les  autres  points  respectifs  du  solide  restent  dans  des 
plans  passant  par  la  même  droite  à  laquelle  on  peut  donner 
le  nom  d'axe  central  de  glissement. 

Ce  théorème  résulte  immédiatement  de  Tégalilédes  angles 
rectilignes  d'un  même  dièdre. 

Remarques.  Ainsi  la  droite  se  présente  maintenant  à  nous 
soit  comme  un  axe  de  rotation,  soit  connue  un  axe  de  trans- 
lation avec  guidage  du  mouvement  du  solide  par  le  main- 
tien d'un  autre  point  dans  un  plan  fixe  passant  par  l'axe  du 
glissement,  auquel  cas  tous  les  points  du  solide  se  meuvent 
dans  les  [ilans  passant  par  le  même  axe  de  glissement. 

On  remarquera  encore  comme  conséquence  de  la  théorie 
du  dièdre  et  de  la  notion  de  l'angle  de  rotation  cette  propo- 
sition. 

Théorème  Vil.  Quand  un  solide  se  déplace  de  manière 
qu'une   trame   du  solide  accomplisse   itn    demi  tour  autour 
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(Vune  droite  de  la  trame,  toutes  Les  traînes  du  solide  qui  pas- 
sent par  cet  axe^  accomplissent  également  un  demi  tour  au- 
tour du  même  axe. 

Remarque,  Il  est  facile  de  s'assurer  que  ce  dernier  faiU 
pourrait  aussi  bien  que  Texistence  de  rintersection  recti- 
ligne  de  2  plans  ayant  un  point  commun,  servir  de  fait  pri- 
mitif, et  remplacer  le  fait  que  nous  avons  pris  comme  point 
tie  départ  savoir  :  la  continuité  du  mouvement  de  rotation. 

Seconde  démonstration  : 

Le  théorème  établi  plus  haut  sur  la  projection  d'une  droite 
sur  un  plan  peut  évidemment  s'énoncer  ainsi  :  Si  un  angle 
dièdre  possède  un  angle  rectiligne 
droit  tous  ses  rectilignes  seront 
aussi  égaux  à  un  droit;  dès  lors  la 
démonstration  que  nous  avons 
esquissée  pour  passer  du  cas  d'un 
dièdre  dont  tous  les  rectilignes 
valent  2  droits  au  cas  d'un  dièdre 
quelconque  pourra  se  reproduire 
et  nous  permettra  de  passer  d'un 
dièdre  dont  tous  les  rectilignes 
valent  un  angle  droit  à  un  dièdre 
quelconque. 

Si  Ton  veut  enfin  une  démons- 
tration exempte  de  toute  considé- 
ration arilhmétique  nous  expose- 
rons la  suivante  :  p>k  ï» 

Troisième  démonstration  :  (Fig.  19). 

Pour  démontrer  que  les  deux  angles  rectilignes  X  A  Y  et 
Z  HV  sont  égaux,  nous  considérons  le  milieu  O  de  la  droite 
qui  joint  les  sommets  A  et  B  de  ces  deux  angles  rectilignes, 
puis  nous  traçons  l'angle  rectiligne  du  dièdre  dont  le  sommet 
est  en  O  soit  l'angle  EOH  et  nous  allons  constater  quUin 
rabattement  du  plan  EOH  exécuté  autour  de  la  droite  OS, 
bissectrice^  de  l'angle  EOH,  va  faire  coïncider  C  angle  XAY 

sur  iangle  UBZ  envers  de  Tangle  ZHV , 
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En  effet,  par  ce  rabattement  O  E  vient  en  O  E'  recouvrir  O  H 
tandis  que  OH  vient  en  OH'  recouvrir  OE;  le  segment  OA 
perpendiculaire  à  la  trame  EO  H  comme  à  la  trame  E'OH' 
devra  donc,  ou  bien  se  retrouver  sur  lui-même,  soit  recou- 
vrir le  segment  O  B  ;  le  premier  est  inadmissible,  car  la  fixité 
finale  de  la  trame  AOS  fixerait  le  solide  et  par  conséquent 
serait  inconciliable  avec  le  rabattement  précédent;  donc  OA 
recouvre  OB;  AX  vient  alors  en  A'X'  recouvrir  BU,  tandis 
que  A  Y  vient  alors  en  A' Y'  recouvrir  BZ  donc  enfin  Tangle 
X  AY  égal  à  Tenvers  de  Tangle  ZB  U  est  aussi  égal  à  ce  der- 
nier. 

J.  Andrade  (Besancon). 
(A  suivre). 


GÉNÉRALISATION  DU  THÉORÈME  SUR  LA  DROITE 

DE  SIMSON 

Théorème  I.  —  Soient  une  conique  K  de  centre  O  et  un 
triangle  inscrit  ABC;  a,  b,  c,  les  milieux  des  côtés  BC, 
AC,  AB.  Joignons  Oa,  06,  Oc.  Par  un  point  quelconque  D 
de  la  conique  menons  des  parallèles  à  0«,  Oè,  Oc  coupant 
les  côtés  du  triangle  en  «i,  61,  ci  respectivement:  Ces  trois 
points  ai,  bi  c\  seront  en  ligne  droite  ifig.  1).  Si  la  conique 
est  un  cercle,  ce  théorème  devient  le  théorème  de  Simson  : 
Les  pieds  des  perpendiculaires  abaissées  d'un  point  d'un 
cercle  sur  les  côtés  d'un  triangle  inscrit  sont  en  ligne  droite. 

Théorème  II,  —  Par  un  point  quelconque  S  d'une  conique 
menons  des  parallèles  aux  côtés  AB,  BC.  CA  du  triangle 
ins<!rit  ABC  ;  elles  donnent  sur  la  conique  des  points  c,  a,  b. 
Soit  D  un  point  quelconque  de  la   courbe,   menons  De,  Y^a, 


^  La  bissectrice  d'un  9LXi%\e  ost  la  demi-droite  qui  partage  cet  angle  en  deux  portions  égales. 
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\)h  roLipant  respectivement  les  côtes  AB,  BG,  CA  du  triangle 
anx  poiiils  ct.  crt,  61  :  Ces  trois  points  seront  en   ligne  droite 

Si  la  roriique  est  un 

rerclv  tH  si  les  points 

S  tît  l>  sont  pris  aux 

*^  X  f  r  é  m  i  t  é  s    d'un 

même    diamètre,    on 

n^lrouvc*  le  théorème 

de  SîniBdii. 

Ces    lieux    théorè- 
mes ne  sont  qu'un  cas 

(ïtirlinilier    du    théo- 

ri'me  i^éffëra/ suivant  : 
Suifiit  une  conique 

Iv  t*ï  un    Iriangle  ins- 

cril    A,  B,  G.  Soit  M 

iriie     droite     quel- 

tonqut^  prise  dans  le 

[îlan  tie    ta  conique  ; 

tlèleniiinons  sur  cette  droite  deux  divisions  homographiques 

telles  qiK*  les  points  d'intersection  de  la  droite  avec  la  coni- 

t|ue  en  soient  les   points  doubles    [fig.  3).   Nous    prendrons 

]\ouv  liv^  points  de  la  première  division  les  intersections  c, 

rf,  h.  Ai'  la  droite  M  avec  les  côtés  AB,  BG,  GA  du  triangle  ; 

«1,   61,  Ci  sont  les 
S  points    correspon- 

dants de  Tautre 
division.  Soit  D  un 
point  quelconque 
de  la  conique  :  Le 
s  droites  Dai,  D61, 
Dci  couperont  les 
côtés  BG,  GA,  AB 
du  triangle  en  trois 
points  a,  j3,  y,  si- 
tués  sur  la  même 
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La  démonstration  en  est  facile.  Considérons  le  côté  AB 
du  triangle  comme  fixe  et  le  point  C  comme  point  variable 
pouvant  se  déplacer  sur  la  conique.  Le  rayon  variable  A(^ 
coupe  la  droite  M  en  A,  point  auquel  correspond  bi.  Les 
rayons  AC  et  Dèi  sont  les  rayons  de  deux  faisceaux  homo- 
graphiques.  le  lieu  du  point  d'intersection  de  ces  deux  rayons 


Fig.  3. 


homologues  sera  une  conique  Ki,  passant  par  les  centres  A 
et  D  des  deux  faisceaux,  par  les  points  ///  et  n^  intersection 
delà  droite  M  et  de  la  conique  K,  et  par  le  point  y. 

De  même,  le  rayon  variable  BC  coupe  la  droite  M  en  a, 
point  auquel  correspond  ai.  Les  rayons  BC  et  Dai  sont  des 
rayons  homologues  de  deux  faisceaux  homographiques  ;  le 
lieu  de  leur  point  d'intersection  sera  une  nouvelle  conique 
Kl  passant  par  les  centres  B  et  D  des  faisceaux,  par  les  points 
m  et  n  et  également  par  le  point  y.  Supposons  que  le  point 
C  décrive  la  conique  K  et  considérons  les  rayons  yj3  et  ya. 
Ces  rayons,  ayant  un  centre  commun  y  appartenant  aux  deux 
coniques  Ki  et  Ks,sont  homographiques.  Tn  rayon  y/3  du  pre- 
mier faisceau  coupe  la  coni(|ue  Ki  en  un  seul  point  [5,  la 
droite  A/3  coupe  également  la  conique  K  en  un  seul  point  C. 
Au  point  C  correspondra  un  seul  point  a  et  par  suite  un  seul 
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rayon  ya.  Ainsi,  à  tout  rayon  y/5  correspond  un  seul  rayon 
yoL  et  réciproquement. 

Si  nous  pouvons  démontrer  que  les  faisceaux  ya  et  y^  sont 
tels  que  Ton  peut  trouver  trois  rayons  qui  sont  eux-mêmes 
leurs  homologues,  il  en  résultera  que  la  propriété  est  géné- 
rale, c'est-à-dire  que  chaque  rayon  est  son  propre  homologue, 
ou  encore  que  a/3y  sont  en  ligne  droite.  Or  il  est  facile  de 
trouver  les  trois  rayons  en  question.  En  effet,  si  G  se  trouve 
en  m  ou  /i,  a  et  /3  se  trouvent  en  m  ou  /i,  et  si  G  est  en  D  a  et 
/3  coïncident  avec  ce  même  point  D.  Le  théorème  est  donc 
démontré. 

Les  deux  divisions  homographiques  rt,  6,  c,  ...  «i,  6i,  ci,  ... 
ayant  pour  points  doubles  les  points  d'intersection  de  la 
droite  M  avec  la  conique  K,  peuvent  s'oblenir  en  projetant 
les  points  de  la  conique  sur  la  droite  M,  en  prenant  comme 
point  de  vue  deux  points  quelconques  S  et  Si  de  cette  co- 
nique. Par  conséquent,  le  théorème  précédent  peut  s'énon- 
cer <*omme  suit  :  Soit  une  droite  M  coupant  les  côtés  BG, 
CA,  AB  d'un  triangle  inscrit  à  une  conique  en  a,  b,  c  faisons 
4*orrespondre  à  ces  points  trois  autres  points  /7i,  6i,  ci  de  la 
droite  M,  tels  que  S  et  Si  étant  deux  points  quelconques  de 
la  conique,  les  couples  de  droites  S«  et  Sifl'i,  Se  et  Sifti,  Se  et 
SiCi  se  coupent  respectivement  en  des  points  de  la  même  co- 
nique, il  en  résulte  que  les  droites  D«i,  D6i,  Dci  couperont 
les  côtés  BG,  GA,  AB  en  des  points  a,  /3,  y  situés  sur  une 
même  droite  ;  D  étant  un  point  quelconque  de  la  conique. 

Dans  le  cas  où  la  droite  M  est  la  droite  de  fuite  et  où  le 
point  D  coïncide  avec  le  point  Si,  on  obtient  le  théorème  H. 

Si  nous  prenons  pour  divisions  homographiques  les  divi- 
sions en  involution,  c'est-à-dire  si  aux  points  «,  é,  c,  on  fait 
correspondre  les  points  conjugués  «i,  61,  C\  par  rapport  à  la 
conique,  et  si  nous  prenons  pour  la  droite  M  la  droite  de 
fuite,  on  obtient  le  théorème  I. 

Nous  pouvons  obtenir  maintenant  des  théorèmes  corres- 
pondant par  dualité  aux  précédents.  Soient  une  conique  et 
un  triangle  circonscrit  ABC.  Soit  O  un  point  que  nous  pre- 
nons comme  centre  de  deux  faisceaux  homographiques  ayant 
pour  rayons  doubles  les  tangentes  menées  de  O  à  cette  co- 
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nique.  Soient  les  trois  rayons  OA,  OB,OC;  déterminons  leurs 
correspondants  et  soient  a,  b,  c  les  points  où  ces  rayons  cor- 
respondants coupent  une  tangente  quelconque  à  la  conique  ; 
les  droites  Ar/,  B6,  Ce  seront  concourantes.  On  peut  déduire 
de  ce  théorème  plusieurs  théorèmes  particuliers  qui  corres- 
pondent aux  précédents  par  dualité. 

Nous  citerons  seulement  le  cas  particulier  où  le  point  O 
est  le  centre  de  la  conique  et  où  les  faisceaux  homographi- 
ques  sont  en  involution.  Nous  obtenons  alors  le  théorème 
suivant  : 

Soit  un  triangle  ABC  circonscrit  à  une  conique  de  centre  O. 
Soient  les  trois  rayons  OA,  OB,  OC,  construisons  leurs  con- 
jugués coupant  une  tangente  quelcon<]ue  à  la  conique  aux 
points  ^,  6,  c  les  droites  A«,  Bé,  Ce  seront  concourantes. 

Si  la  conique  est  un  cercle,  nous  obtenons  un  théorème 
(|ui  correspond  par  dualité  au  théorème  de  Simson  : 

Soit  un  triangle  ABC  circonscrit  à  un  cercle  de  cenire  O. 
Elevons  en  O  des  perpendiculaires  aux  droites  OA,  OB,  0(] 
respectivement  ;  soient  a.  b,  r,  les  intersections  de  ces  per- 
pendiculaires avec  une  tangente  quelconque  au  cercle,  les 
droites  A^,  B6,  Ce  sont  concourantes.  Ce  point  de  concours 
se  nomme  pour  cette  raison  le  point  corrélatif  de  la  droite  de 
Simson. 

Ant.  Plkskot  (Pilsen). 
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SUR  LA  DÉFINITION  DE  L\\IRE  DES  SURFACES 


1.  —  On  définissait  autrefois  Taire  d'une  surface  Sromme 
étant  la  limite  des  aires  d'une  suite  de  surfaces  polyédrales 
inscrites  dans  la  surface  S  et  tendant  vers  elle.  M.  Schwarz* 
a  montré  que  cette  définition  est  inacceptable.  Depuis  cette 
remarque  de  M.  Schwarz,  bien  des  définitions  ont  été  pro- 
posées. 

Celle  de  M.  Minkovvski  'mise  à  part,  toutes  ces  définitions 
font  dériver  la  notion  d'aire  d'une  surface  S  de  la  considéra- 
tion de  surfaces  polyédrales  voisines  de  S.  Quelques  auteurs 
ont  employé  des  surfaces  polyédrales  discontinues,  voir  par 
exemple  les  définitions  proposées  par  Hermite'et  M.  Peano*, 
ce  qui  a  l'inconvénient  de  ne  pas  faire  ressortir  l'analogie 
des  sens  mathématique  et  vulgaire  du  mot  aire.  La  plupart 
des  auteurs  ont  considéré  des  suites  de  surfaces  polyédrales 
inscrites  dans  la  surfa<*e  à  mesurer  mais,  pour  que  les  aires 
de  ces  surfaces  aient  une  limite,  ils  les  assujettissaient  à  des 
conditions  supplémentaires  :  que  les  angles  des  faces  ne  ten- 
dent pas  vers  zéro,  que  les  angles  des  plans  des  faces  avec 
les  plans  tangents  tendent  vers  zéro,  etc  *.  Ces  définitions 
sont  très  artificielles,  les  restrictions  qu'on  s'impose  ne  se 
justifient  que  parce  qu'elles  conduisent  bien  à  un  nombre 
limite;  de  plus  il  n'est  nullement  évident  que  d'autres  restric- 
tions ne  conduiraient  pas  à  un  autre  nombre  limite  tout  aussi 


^  Voir  uQc  lettre  de  M.  Schwarz  à  Genocchi  reproduite  dans  le  cours  d'Analyse  lithographie 
d'Hermite,  1882.  Une  observation  identique  a  été  faite  par  M.  Peano  (Atli  dei  Lincei,  1890). 
«  Jahrb.  dtr  Ueutsch.  Math.  Verein.,  1901. 

*  Voir  le  cours  cité  d'Hermite.  La  définition  d'Heruiite  est  reproduite  dans  de  nombreux 
ouvrages. 

*  Voir  la  note  citée  de  M.  Peano.  En  réalité  la  définition  de  M.  Peano  no  fait  pas  intervenir 
des  surfaces  polyédrales  voisines  de  la  surface  à  mesurer,  mais  des  surfaces  formées  d'aires  planes. 

*  Au  sujet  de  ces  définitions,  voir  la  note  de  M.  Peano.  Tout  récemment  M.  Cartan  vient  de 
proposer  une  définition  du  môme  genre  (Comptes  Rendus,  1907). 
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intéressant.  Mais  en  réalité,  tant  qu'on  se  limite  aux  surfaces 
définies  par  des  fonctions  à  dérivées  partielles  continues,  ce 
que  Ton  fait  toujours,  on  sait  à  Tavance  la  valeur  de  l'aire, 
car  on  n'accepterait  pas  comme  valable  une  définition  qui  ne 
fournirait  pas  pour  aire  l'intégrale  double  classique.  Aussi, 
si  Ton  a  pas  de  définition  naturelle  à  proposer,  serait-il  plus 
franc  de  prendre  l'intégrale  pour  définition  de  l'aire  et  de 
chercher  ensuite  une  propriété  géométrique  de  cette  inté- 
grale en  reprenant  en  sens  inverse  l'un  des  raisonnements 
qui  permet  d'arriver  à  cette  intégrale  en  partant  dune  des 
définitions  géométriques  précédemment  indiquées. 

Dans  ses  leçons  sur  les  théories  générales  de  l'analyse,  M. 
Baire  emploie  une  méthode  analogue  à  celle  dont  je  viens 
de  parler.  Après  avoir  attaché  à  une  surface  le  nombre  aire 
par  l'intégrale  double  classique,  il  montre  que  cette  airejouil 
de  la  propriété  suivante  :  c'est  la  plus  petite  limite  que  puis- 
sent atteindre  les  aires  d'une  suite  de  surfaces  polyédrales 
tendant  vers  la  surface  à  mesurer. 

Cette  propriété,  qui  ne  particularise  pas  les  surfaces  polyé- 
drales voisines  de  la  surface  donnée,  me  parait  assez  impor- 
tante pour  pouvoir  être  posée  comme  définition  de  l'aire. 
C'est  la  méthode  que  j'avais  employée  dans  ma  thèse  *;  elle 
me  parait  présenter  différents  avantages  sur  la  méthode  de 
vérification  de  M.  Baire  et  les  autres  méthodes  indiquées,  en 
particulier  celui-ci.  Il  n'est  peut-être  pas  suffisant  de  donner 
dans  les  cours  d'analyse  une  définition  de  l'aire;  il  faut  en- 
core faire  le  raccord  entre  cette  définition  et  les  évaluations 
d'aires  faites  en  géométrie  élémentaire  ;  sans  doute  on  pourra 
toujours  faire  ce  raccord  par  des  calculs  de  vérification, 
mais  il  vaut  mieux,  il  me  semble,  que  la  même  définition 
soit  adoptée  en  géométrie  élémentaire  et  en  analyse.  En 
reprenant  ici  la  méthode  que  j'ai  indiquée  je  veux  surtout 
faire  voir  qu'elle  peut  être  employée  dès  la  géométrie  élé- 
mentaire; je  ne  m'astreindrai  pas  cependant  à  employer 
le  langage  qui  conviendrait  pour  être  compris  des  débu- 
tants. 


Intégrale,  Long;ueur.  Aire;  Ânnali  di  Matematiea,  1tf02. 


Digitized  by 


Google 


2i4  LEBESQUE 

M.  Zoard  de  Geooze  *  a  proposé  une  définition  qui  diffère 
de  la  mienne  seulement  en  ce  qu'il  assujettit  les  surfaces 
polyédrales  qu'il  considère  à  être  inscrites  dans  la  surface 
donnée  ;  cette  définition  peut  aussi  êlre  employée  dès  la  géo- 
métrie élémentaire,  un  peu  moins  simplement  que  la  mienne 
il  me  semble. 

J'essaierai  d'abord  de  justifier  la  définition  que  je  pro- 
prose, j'en  déduirai  ensuite  des  conséquences  en  géométrie 
élémentaire  et  en  analyse. 

2.  —  Dans  la  pratique,  pour  mesurer  Taire  d'une  surface 
matérialisée  non  décomposable  en  surfaces  connues,  on  me- 
sure Taire  d'une  surface  polyédrale  voisine.  Pour  imiter 
cela,  ayant  à  mesurer  une  surface  S,  il  nous  faudra  considé- 
rer des  surfaces  polyédrales  Si,  Sf.  ...  ,  correspondant  |)oint 
à  point  d'une  façon  bunivoque  et  continue  à  S,  et  tendant 
vers  S.  Les  surfaces  S»  devront  être  choisies  de  manière  que 
leurs  aires  A,  tendent  vers  une  limite  A. 

On  pourra  toujours  supposer  que  les  faces  de  S/  sont  divi- 

1 
sées  en  triangles  acutangles  T,  de  côté  plus  petit  que  -  .  B 

étant  alors  un  nombre  quelconque  plus  grand  que  A,  rem- 
plaçons chaque  triangle  T,  par  la  surface  latérale  d'un  tétraè- 
dre à  dièdres  aigus,  dont  le  triangle  T*  considéré  soit  la 
base  et  tel  que  la  surface  latérale  soit  à  la  base  dans  le  rap- 

port  -T.  Il  est  évident  que  la  hauteur  du  tétraèdre  est  infé- 
rieure à  T- X  -  ,  donc  la  surface  2,,  formée  par  ces  surfaces 

latérales,  tend  vers  S  en  même  temps  que  S/;  elle  corres- 
pond d'ailleurs  évidemment  point  à  point  (je  crois  inutile 
ici  et  dans  la  suite  d'expliciter  les  correspondances^  à  S,  donc 


*  Comptes  Hendus,  19<i7;  voir  aussi  U  ootc  citée  de  M.  Cartnn.  —  Dans  ma  thèse  je  n'ai  pat 
choisi  la  définition  de  M.  Zoard  de  Geôcze,  d'une  part,  parce  que.  lorsqu'on  mesure  pratique- 
mont  une  courbe  ou  une  surface,  on  mesure  des  lignes  polygonales  ou  des  surfaces  polyédrales 
voisines  et  non  inscrites  et  d'autre  part,  parce  que  ma  définition  rendait  plus  facile  certaines 
démonstrations,  par  exemple  celle  de  la  proposition  :  l'aire  de  la  surface  somma  de  deux 
autres  est  la  somme  des  aires  de  ces  deux  autres.  M.  Z.  de  Geôcze  a  d'ailleurs  démontré  que. 
dans  des  cas  très  étendus,  il  y  avait  identité  entre  sa  définition,  celle  de  M.  Peano  et  la 
définition  par  l'intégrale  double. 
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à  S,  donc  B  est,  tout  comme  A,  uue  limite  d'aires  de  surfaces 
polyédrales  tendant  vers  S  *. 

L'ensemble  de  ces  nombres  limites  d'aire  est  donc  l'orme 
de  tous  les  nombres  égaux  ou  supérieurs  à  un  certain  nom- 
bre a  qui  définit  l'ensemble  et  qui  est  le  seul  qui  soit  atta- 
ché simplement  et  naturellement  à  cet  ensemble.  C'est  donc 
a  qu'on  doit  prendre  pour  aire. 

Ainsi,  on  appellera  aire  d'une  surface  S  la  plus  petite  des 
limites  des  aires  des  surfaces  polyédrales  tendant  vers  S.  Cette 
définition  est  acceptable  parce  qu'elle  est  d'accord  avec  les 
définitions  antérieurement  données  des  aires  des  surfaces 
polyédrales  et  des  domaines  plans.  D'ailleurs,  en  ce  qui  con- 
cerne ces  domaines,  du  moins  ceux  qui  sont  limités  par  des 
courbes  de  longueur  finie  (et  je  suppose  qu'on  n'en  consi- 
dère pas  d'autres),  on  peut  admettre  que  l'aire  est  précisé- 
ment donnée  par  la  définition  précédente.  Quoiqu'il  en  soit, 
je  supposerai  dans  la  suite  que  Tétude  de  ces  domaines 
plans  a  été  faite. 

La  définition  proposée  ici  est  entièrement  analogue  à  l'une 
de  celles  que  l'on  peut  proposer  pour  la  longueur  d'une 
courbe.  D'autre  part,  une  définition  analogue  peut  être  pro- 
posée pour  les  volumes  des  domaines  quarrables;  sans  doute 
dans  cette  dernière  définition  la  considération  d'une  plus  pe- 
tite limite  est  inutile,  mais  il  n'est  peut-être  pas  sans  intérêt 
de  proposer,  pour  les  trois  principales  grandeurs  de  la  géo- 
métrie élémentaires  des  définitions  entièrement  semblables. 

De  la  définition  il  résulte  que  :  l'aire  d'une  surface  .est  la 
plus  petite  des  limites  des  aires  des  surfaces  tendant  vers 
elle;  les  aires  de  deux  surfaces  égales  ou  symétriques  sont 
égales  ;  les  aires  de  deux  surfaces  semblables  sont  entre  elles 
comme  les  carrés  des  dimensions  homologues. 


^  Lan  collégiens  de  ma  gt^nération  s'amusaient  au  niisonnemenl  suivant  :  soit  ARC  un 
triangle.divisons  la  base  AB  en  un  nombre  quelconque  do  parties  et. sur  chacune  d'elles  comme 
base,  construisons  un  triangle  semblable  à  AB(..  Les  cAtés  de  ces  triangles  forment  une  ligne 
polygonale  égale  à  ABC  et  tendant  vers  AB  quand  le  nombre  des  divisions  augmente  indéfi- 
niment, donc  AB  =  AC  -\-  CB.  Nous  démontrions  de  même  que  n  •=.  %. 

La  pins  grosse  critique  qu'on  puisse  faire  en  ces  matières  aux  ouvrages  de  géométrie  que 
nous  avions  est  de  constater  qu'ils  ne  nous  permettaient  pas  d'apercevoir  une  ditrérence  quel- 
conque entre  ce  raisonnement  et  ceux  qu'on  nous  faisait  pour  avoir  la  longueur  d'une  circon- 
férence, la  surface  d'un  cylindre  ou  le  volume  d'une  sphère,  puisqu'on  ne  nous  définissait  ni 
4ine  longueur,  ni  une  aire,  ni  un  volume. 
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3.  —  Voici  romnient,  en  géométrie  élémentaire,  on  peut 
faire  usage  de  cette  défînition  pour  la  mesure  des  surfaces 
classiques  qui  sont  convexes. 

Je  suppose  établi  ce  théorème  :  toute  surface  polyédrale 
convexe  fermée  a  une  aire  plus  petite  que  toute  surface  po- 
lyédrale enveloppante;  proposition  dont  la  démonstration  est 
entièrement  analogue  à  celle  de  la  proposition  correspon- 
dante de  la  géométrie  plane.  De  là  il  résulte  que  toute  sur- 
face fermée  convexe  a  une  aire  au  plus  égale  à  celle  de  toute 
surface  enveloppante. 

Ceci  posé  soient  S  une  surface  fermée  convexe,  Si,  S»,  ... 
des  surfaces  polyédrales  *  convexes  tendant  vers  S;  je  dis 
que  leurs  aires  tendent  vers  celle  de  S.  En  eff'el,  O  étant  un 
point  intérieur  à  S,  je  prends  les  homothétiques  2i,  2t,  ... 
de  Si,  Sf  ...  par  rapport  à  O,  les  rapports  d'homothétie  Ki, 
K»,  ...  tendant  vers  1  et  étant  choisis  de  telle  manière  que 
2i,  22,  ...  soient  intérieures  à  S. 

L'aire  de  S  est  supérieure  à  celle  de  2^  quel  que  soit  /?,  donc 
au  moins  égale  à  la  plus  grande  des  limites  des  aires  de  2^; 
d'autre  part,  d'après  la  définition,  Taire  de  S  est  au  plus  égale 
à  la  plus  petite  des  limites  des  aires  des  2;;.  Donc  les  aires 
des  l,p  tendent  vers  Taire  de  S  et  il  en  est  par  suite  de  même 
des  aires  des  S^. 

Soient  maintenant  S',  S'^  les  parties  de  S  et  Sj,  situées  d'un 
certain  côté  d'un  plan  P,  D  et  D^  les  domaines  plans  décou- 
pés par  S  et  S^,  sur  P,  T  et  T^  les  surfaces  convexes  formées 
par  S'  et  D,  S'^  et  D^.  Soient,  d'autre  part,  Sp  des  surfaces 
polyédrales  tendant  vers  S'  et  dont  les  aires  tendent  vers 
celle  de  S',  P^  un  plan  parallèle  à  P,  tendant  vers  P  quand /> 
croît,  et  tel  que  Sp  découpe  sur  lui  un  domaine  plan  rfp,  s'p  la 
partie  de  ^^  situé  du  côté  considéré  de  P^,  /|,la  surface  polyé- 
drale fermée  formée  de  s'p  et  ip.  La  limite  des  aires  des  s'p  est 
au  plus  celle  des  aires  de  Sp^  donc  c'est  Taire  de  S';  la  liniilt» 
des  aires  des  S'^  est  au  moins  Taire  de  S'.  Mais  d'autre  part  les 
aires  des  tp  tendent  au  plus  vers  Taire  de  ï  qui  est  la  limita 
des  aires  des  T;,  et  comme  les  aires  des  D^,  et  des  dp  tendenl 


'  Le  mot  «  polyédraldS  •  pourrnit  être  supprimé. 
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vers  Taire  de  D,  la  limite  des  aires  des  S'^,  est  au  plus 
égale  à  celle  des  aires  des^'^,. 

En  définitive  les  aires  des  Sp^  s'p^  S'j,  ont  la  même  limite 
Faire  de  S',  c'est-à-dire  que  le  théorème  précédent  s'étend 
aux  surfaces  telles  que  S'.  Naturellement  il  s'étendra  aux  sur- 
faces S''  formées  de  la  partie  de  S'  situé  d'un  certain  côté  d'un 
plan  Q,  etc. 

Du  théorème  ainsi  complété  il  résulte  immédiatement  que 
la  surface  latérale  d'un  cône  convexe,  d'un  cylindre  convexe, 
d'un  tronc  de  cône  convexe  est  la  limite  des  surfaces  polyé- 
drales  convexes  inscrites,  d'où  les  formules  classiques.  D'où 
aussi  la  formule  qui  donne  l'aire  engendrée  par  une  ligne 
polygonale  régulière  tournant  autour  d'un  de  ces  dia- 
mètres. 

Mais  l'aire  d'une  zone  est  la  limite  des  aires  décrites  par 
les  lignes  polygonales  inscrites  dans  l'arc  de  grand  cercle 
méridien,  d'où  Taire  d'une  zone,  d'une  sphère. 

Je  reviendrai  plus  loin  sur  ces  démonstrations  pour  mettre 
bien  en  évidence  ce  qui  les  complique  et  comment  on  peut 
les  simplifier. 

4.  En  analyse,  on  pourra  raisonner  ainsi  :  soit  z  =  f{x^r/) 
une  surface  S,  /"est  définie  pour  un  domaine  quarrable  D  du 
plan  des  (j?,  y)  et  y  admet  des  dérivées  partielles  du  premier 
ordre  finies  et  continues. 

Divisons  le  plan  des  .ry,  par  des  parallèles  aux  axes,  en 
carrés  de  côté  X.  Soient  «  un  de  ces  carrés  entièrement  inté- 
rieur à  D,  Co  le  centre  de  a,  M^,  le  point  correspondant  de  S, 
P^  le  plan  tangent  en  M^,  a^^  le  quadrilatère  contenu  dans  P^ 
et  qui  se  projette  sur  a.  Soient  d'autre  part  des  surfaces  po- 
lyédrales  Si  tendant  vers  S  et  dont  les  aires  tendent  vers 
celles  de  S;  il  est  évident  qu'on  peut  toujours  supposer  que 
ces  surfaces  ne  traversent  pas  plus  d'une  fois  toute  parallèle 
à  oz.  Soit  ai  la  partie  de  S/  qui  se  projette  sur  a  et  soit  j3i  la 
surface  latérale  du  cylindre  projetant  les  contours  de  a^  et  a 
qui  est  comprise  entre  ces  contours.  On  a  évidemment  : 

aire  a^  <  aire  ai  -|-  aire  ^i  . 

D'autre  part  faisons  tendre  simultanément  X  vers  0,  i  versoo 

L'Eiuaignemeiit  mathém.,  10«  année  ;  1908.  15 
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et  désignons  par  2  une  somme  étendue  à  tous  les  carrés  a. 
2  aire  a,  tend  vers  Taire  de  S,  on  ne  doit  donc  pas  diminuer 
sa  limite  en  remplaçant  le  morceau  at  par  olq  +  /3m  donc  on  a  : 

lira  Z  aire  ou  —  lira  iiif.  S  «aire  a^  +  liin  inf.  Z  aire  j3<  . 

¥/  Si  donc  on  fait  en  sorte  que  2  aire  /3,  tend  vers  zéro,  on 

aura  : 

aire  S  =  lim  Z  aire  on  =:  lim  Z  aire  k^  . 

Or  l'aire  /3,-  est  le  produit  du  périmètre  4X  de  a  par  un 
nombre  inférieure  s,  +  ïJx^'  ^*  désignant  le  maximum  de  la 
différence  parallèle  à  02  de  S  et  S,-,  n-^  étant  la  limite  supé- 

rieure  de  Toscillation  de  -^  et  -^  dans  un  carré  X.  Donc  on  a, 

on        oy 

n  étant  le  nombre  des  carrés  «, 

2  aire  (5*  ^  '«/iXi^-  -f-  '»w3^'^o^  : 

ny}  est  inférieur  à  Taire  de  D  donc  borné,  i  et  X  peuvent  être 
associés  de  telle  manière  que  4«Xe,'  tend  vers  zéro  et  alors 
2  aire  ^t  tend  vers  0^ 

Nous  sommes  ainsi  ramenés  à  la  définition  d^Hermite, 
c'est-à-dire  au  calcul  de  2  aire  a^.  Or,  x^^,  y^  étant  les  coor- 
données de  Cp ,  on  a  : 

d'où  Ton  conclut  de  suite 

aire  S  =  f  f^  [/i  +  /-^  +  f^dxdy  . 

Soit  maintenant  une  surface  2  décomposable  en  deux  sur- 
faces S  et  S',  analogues  à  la  précédente,  relatives  aux  do- 
maines D  et  D'  qui  se  recouvrent  partiellement  et  ont  un  arc 
Im  de  frontière  en  commun.  Je  suppose  cet  arc  de  longueur 
finie  ;  soient  liTUi  des  lignes  polygonales  dont  les  longueurs 
sont  bornées  qui  tendent  vers  Im  et  découpent  dans  D  et  D' 


>  Un  calcul  entièrement  semblable  permettrait  de  comparer  2  aire  Uq  *  r<^ire  d'un  polyèdre 
inscrit  à  S  et  dont  les  sommets  se  projettent  aux  sommets  des  carrés  a.  On  ferait  ainsi  le 
raccord  avec  la  définition  de  M.  Zoard  de  Geôcze. 
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des  domaines  D,  et  D',-  ne  contenant  pas  Im.  Soit  S,,  S'/  des 
surfaces  polyédrales  de  la  nature  de  celles  précédemment 

considérées  distantes  de  S  et  S'  dans  D,  et  D'/  de  moins  de  — 

et  dont  les  aires  diffèrent  des  parties  correspondantes  de  S 

et  S'  de  moins  de  — .  La  surface  formée  de  Si  de  s'i  et  d'une 

partie  du  cylindre  de  section  droite  l'inii  a  une  aire  qui  tend 
évidemment  vers  celle  de  2  car  Taire  de  la  portion  de  cylin- 
dre tend  vers  zéro.  Donc  Taire  de  2  est  la  somme  des  aires 
de  S  et  de  S'  et  Ton  peut  maintenant  démontrer  dans  toute 
sa  généralité  la  formule  qui  donne  Taire  en  coordonnées 
curvilignes. 

De  cette  formule  il  résulte  que,  si  une  surface  est  donnée 
en  fonctions  des  cordonnées  curvilignes  w,  v  par  des  fonc- 
tions à  dérivées  premières  continues,  Taire  de  la  partie  de 
cette  surface,  correspondant  à  un  domaine  quarrable  D  du 
plan  des  (w,  v)  somme  de  deux  domaines  quarrables  Di  et  Da, 
est  la  somme  des  aires  des  parties  de  surface  correspondant 
à  ces  deux  morceaux. 

5.  —  Ce  qui  a  compliqué  les  raisonnements  des  deux  der- 
niers paragraphes  c*est  que  je  me  suis  astreint  à  ne  pas  ad- 
mettre, sans  les  démontrer,  de  cas  particuliers  de  cette  pro- 
position :  Taire  de  la  surface  somme  de  plusieurs  autres  est 
la  somme  des  aires  de  ces  surfaces  composantes.  Je  n'ai  pas 
voulu  admettre  ces  cas  particuliers  parce  que,  comme  Ton 
sait,  Ténoncé  précédent  n'est  pas  exact  dans  toute  sa  géné- 
ralité. Il  me  semble  d'ailleurs  que  Ténoncé  qui  termine  le 
paragraphe  4  n'est  pas  satisfaisant  en  ce  sens  qu'il  fait  inter- 
venir la  représentation  paramétique  de  la  surface  considérée 
et  non  pas  seulement  une  propriété  géométrique  de  la  sur- 
face et  des  courbes  employées;  c*est  pourquoi,  qu'on  ait  ou 
non  Tintention  de  s'en  servir  pour  simplifier  les  raisonne- 
ments ultérieurs,  on  devrait,  à  mon  avis,  aussi  bien  en  géo- 
métrie élémentaire  qu'en  analyse,  affirmer  qu'on  démontre  la 
proposition  ci-dessus  énoncée  dans  le  cas  oii  les  arcs  le  long 
desquels  se  soudent  les  surfaces  composantes  sont  de  lon- 
gueur finie. 

La  démonstration  que  j'ai  donnée  dans  ma  thèse  pour  cet 
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(îimncé  repose  d'ailleurs  sur  un  principe  très  simple,  immé- 
diatement compréhensible  même  aux  élèves  qui  étudient  la 
gt'omélrie  élémentaire  seulement;  mais,  si  Ton  veut  exposer 
te  raisonnement  complètement,  on  est  nécessairement  con- 
duit à  ce  qu'il  m'a  semblé  à  des  longueurs  devant  lesquelles 
j'ai  reculé  dans  ma  thèse. 

Kn  tous  cas  il  n'y  a  aucune  difficulté  à  examiner  le  cas  où 
Tare  le  long  duquel  on  soude  les  deux  surfaces  composantes 
est  plan  ;  la  démonstration  devient  particulièrement  simple 
lorst|ue  les  deux  surfaces  partielles  sont  tout  entières  d'un 
nï*^jiie  côlé  du  plan  considéré  (voir  le  raisonnement  de  la  fin 
i\u  paragraphe  4)  ou  lorsque  les  deux  surfaces  sont  tout  en- 
tières de  cùlés  différents  de  ce  plan. 

H.  Lebesgue  (Poitiers). 


UN  NOUVEAU  THÉORÈME  D'ARITHMÉTIQUE 


l.  —  Ct^lte  qualification  de  «  nouveau  »,  que  nous  donnons 
au  théorème  en  question,  paraît  véritablement  justifiée,  à  la 
siiltt^  de  recherches  assez  attentives  et  multipliées  faites  par 
]*lusieurs  personnes.  En  raison  même  de  l'extrême  simpli- 
iilé  du  8ujel,  on  s'expliquerait  difficilement  un  silence  com- 
plot, aussi  bien  dans  les  traités  classiques  que  dans  les 
rei'Uêils  d*exercices  les  plus  répandus. 

l/iiii  des  côtés  originaux  de  cette  proposition,  c'est  qu'elle 
Il  t^Lé  découverte  et  démontrée,  sans  avoir  été  énoncée  ;  tan- 
dis que  celui  qui  Ta  énoncée  est  le  premier  à  déclarer  qu'il 
n'iMi  esl  pas  l'inventeur. 

\  propos  des  tables  de  numération  inverses,  dans  son 
frilroduciion  à  l'étude  des  /onctions  arithmétiques  (p.  29-31) 
XK  (Jabi'iel  Arnoux  a  en  effet  établi  implicitement  le  théorème 
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en  question,  par  une  constatation  faite  sur  les  figures,  la- 
quelle est  une  véritable  démonstration.  En  examinant  cette 
partie  intéressante  du  livre  dont  il  s'agit,  M.  Gaston  Tarry, 
dont  j'avais  attiré  Fattention  sur  ce  point,  a  formulé  l'énoncé, 
et  en  a  déduit  certaines  applications  qu'il  m'a  fait  connaître, 
soit  par  correspondance,  soit  dans  d'assez  nombreuses  con- 
versations. Nous  croyons,  lui  et  moi,  que  le  théorème  mérite 
de  devenir  classique,  qu'il  fait  ressortir  les  avantages  de  la 
méthode  graphique  en  matière  d'invention  et  qu'il  est  de 
toute  équité  de  lui  attribuer  le  nom  du  créateur  de  cette  mé- 
thode. 

2.  —  Ces  explications  préliminaires  produites,  arrivons 
maintenant  à  l'énoncé. 

Théorème  d'Arnoux.  —  SoU  M  =  m^  m,  ...  m„  un  nombre 
composé^  dont  les  facteurs  m, ,  m,,  ...  mn  sont  premiers 
entre   eux  deux  à  deux  ;  appelons  ^u,  ,  u, ,  ...  les  quotients 

—  =  m,  mg  ...  mn,  5/  a< ,  a^,   ...  an  sont  des  nombres 

tels  que  l'on  ait 

a]p4  =  iiiult.  mt  -(-  r  ,         a%\H  '=■  mult.  in^  -\-  r  ,  .  , .  an  fin  =■  mult.  mn  -\-  r  , 

il  s'ensuit  qu'on  aura  aussi 

rt,  f*!  +  «,  f*j  H-  ••  ..  -h  «wf*«  =  raull.  M  -h  r. 

La  démonstration  est   d'une  extrême  facilité.  II  suflit   en 

effet  d'établir  que  a^  ui  +  a^fx^  -{-  +  a^^  fx^  —  r  est    un 

multiple  de  M.  Or  cette  expression  peut  s'écrire 

(«1  f*i  — -/•)  -h  <y,  fA,  H-   ....  -h  ««  |*« 

Le  premier  terme  «j  ^xj  —  r ,  en  vertu  de   Ténoncé,    est 

divisible  par  m^  ;  chacun  des  termes  |u,,  fx^  ,  [x^,  par  sa 

définition  même,  est  aussi  divisible  par  m^ .  Donc  Texpression 
considérée 

<'i  fAi  -h  fl'»  t**  -f  . . .  -h  «/,  f*„  —  '• 

est  divisible  par  m^  .    On   établirait    de    même    qu'elle    est 
divisible  par  w,  ,  /?/,  ,  ...    m^;  elle  l'est  donc  par  le  produit 
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m^m^  ...  m^  =  M,  puisque  ces  facteurs  m^ ,  w^,  •••  /^î^  sont 
premiers  entre  eux  deux  à  deux,  ce  qui  démontre  le  théorème 
d'Arnoux. 

3.  —  Quelques  observations  supplémentaires  peuvent 
trouver  place.  Reprenons  les  relations  figurant  dans  l'énoncé, 
mais  en  mettant  en  évidence  les  multiplicateurs  è, ,  6,,  ..  b^ 
des  facteurs  iu^ ,  //?j,  ...  m^^  : 

En  les  ajoutant,  on  a 
et,  en  vertu  du  théorème  d'Arnoux, 

2«^.fX^=  /y M  4-  r. 

Donc  2'^'w,  =  ''M  —  ("  —  1  i  '*• 

Cette  remarque  constitue  en  quelque  sorte  un  corollaire. 
Le  multiplicateur  b  s'exprime  par      ^'  —  jj  ,   c'est-à-dire 
par 

m,   ^Wg  ^  M 


Dire  que  cette  expression  se  réduit  à  un  nombre  entier, 
c'est  sous  une  forme  nouvelle  énoncer  encore  le  théorème 
d'Arnoux.  Ce  nombre  entier  b  a  encore  pour  expression, 
d'après  ce  qui  précède, 

4.  —  Si  M  est  un  produit  de  deux  facteurs  seulement, 
w, ,  w,,  premiers  entre  eux,  le  théorème  prend  un  caractère 
remarquablement  simple.  On  a  alors,  /x,  =  m^  ^  fx^s  =  ni^ ,  et 

Ot  nif  nz  Al  nii  -\-  r ,  a^  nit  ^=:  Af  /»«  +  r ,  ai  m,  -j-  as  nii  =z  hnii  m»  -\-  r. 

En  outre 

ht  Mil  -f-  ^i''»!  =  ''Wi  'Wf  —  r  ; 
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et  le  nombre  entier  b  s'exprime  par 

ai         a^  r  />»      ,    A,  r 


Enfin  ce  nombre,  comme  on  le  voit  immédiatement,  est 
égal  à 

Ox  -f  '>«                        tfi  +  ''l 
on  i\  

Les  vérifications  numériques  de  ces  diverses  propriétés  se- 
ront faciles  sur  un  exemple  numérique  quelconque. 

5.  —  Il  est  à  noter,  pour  revenir  au  théorème  lui-même, 
qu*on  peut  supposer  r  =  1,  pour  ainsi  dire  sans  rien  parti- 
culariser. En  effet,  si  Ton  a  les  relations  «^|ùt,  =  6,/w,  +  1,... 
on  en  déduit  2rt,fx,  =  6M  +  1.  Et  il  suffit  de  multiplier  tous 
les  Ui  et  tous  les  bt  par  ^,  pour  que  1  se  trouve  remplacé  par 
r,  en  même  temps  que  b  Test  par  br. 

Le  théorème  est  ainsi  établi  pour  r  quelconque,  dès  qu'il 
Ta  été  pour  /•  =  1.  Naturellement,  on  pourra  ensuite,  de 
a^r  et  ô^r,  enlever  w,  autant  de  fois  qu'on  voudra,  pour  avoir 
les  nouveaux  multiplicateurs  a\  et  b\  ;  et  ainsi  des  autres. 

6.  —  Parmi  les  applications  possibles  du  théorème  d'Ar- 
noux,  on  peut  signaler  le  problème  que  voici  :  une  fraction 
irréductible  étant  donnée,  dont  le  dénominateur  est  composé 
des  facteurs  /n^,  m, ...  nin  premiers  entre  eux  deux  à  deux, 
l'écrire  sous  la  forme  d'une  somme  de  fractions  dont  les  dé- 
nominateurs sont  /n^,/w,,  ...,  somme  augmentée  ou  dimi- 
nuée d'un  nombre  entier. 

Les  considérations  du  n**  3  ci-dessus  permettront  d'avoir 
immédiatement  la  solution.  En  conservant  les  mêmes  nota- 
tions que  plus    haut,  appelant  -^  la  fraction  donnée,   nous 


avons 


M  //Il         mt  nin 


/W|     '        /W| 

vent  avoir  des  valeurs  plus  grandes  que  l'unité,  on  pourra  faire 


Comme  certaines  des  fractions  —    .    '*'  ,  ...,  ou  toutes, peu- 

/Wl  /W|    '  '  '  '^ 
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la  somme  des  entiers  qu'elles  contiennent,  laquelle  ajoutée  à 
—  b  donnera  un  entier  positif  ou  négatif. 

On  peut  aussi  mettre  la  fraction      "Tj       sous  la  forme  de  la 

diflerence  entre  un  nombre  entier  et  une  somme  de  fractions 
ayant  pour  dénominateurs  ik^^\k^^  ...  ,  en  nous  servant  de  la 
relation 


Nous  engageons  le  lecteur  à  vérifier  tout  ceci  sur  des  exem- 
ples numériques  simples.  Pour  abréger,  nous  ne  donnons 
pas  ici. ces  exemples  faciles.  Qu'il  nous  suffise  de  remarquer 
que  ces  questions  seront  toujours  ramenées  à  la  résolution 
d'équations  indéterminées  de  la  forme  a^\k^  =  b^m^  +  /•,  ou 
ce  qui  revient  au  même,  de  congruences  a^\x^  =  r  (mod.  /wj, 
où  «,,  b^  sont  les  inconnues. 

7.  —  Les  personnes  qui  ne  connaîtraient  pas  l'ouvrage 
précité  de  M.  Arnoux  seront  peut-être  curieuses  de  savoir  ce 
que  sont  ces  tables  de  numération  dont  nous  avons  parlé  au 
n®  1.  Nous  allons  l'indiquer  sur  un  exemple  très  simple, 
celui  d'un  produit  M  =  28  de  deux  facteurs  7  et  4  (en  général 
/Wj,  /n,)  premiers  entre  eux.  En  écrivant  les  28  nombres, .0, 
1,  2,  ...  27,  chacun  d'eux,  divisé  par  7,  donnerait  un  certain 
reste  r^,  et  divisé  par  4,  un  certain  reste  r,.En  formant  un  ta- 
bleau de  trois  colonnes  (Nombres, /\,/-,)  on  aurait  une  table  de 
numération  directe.  La  table  de  numération  inverse  a  pour 
objet  de  trouver  le  nombre,  inférieur  à  28,  qui  correspond 
aux  deux  restes  r^,  /*,,  respectivement  inférieurs  à  7  et  à  4. 
Voici  cette  table  de  numération  inverse  : 


0 

1 

2 

3 

4 

5 

6 

0 

0 

8 

16 

24 

4 

12 

20 

1 

21 

1 

9 

17 

25 

5 

13 

2 

14 

22 

2 

10 

18 

26 

6 

3 

7 

15 

23 

3 

11 

19 

27 
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Pour  savoir  par  exemple  quel  nombre,  divisé  par  7,  donne 
pour  reste  5  et,  divisé  par  4,  donne  pour  reste  2,  il  suffit  de 
prendre  la  colonne  et  la  ligne  marquées  respectivement  5  et 
2;  à  leur  intersection,  on  trouve  26,  qui  est  le  nombre  cher- 
ché. 

La  construction  de  cette  table  se  fait  en  écrivant  0  dans  la 
première  case,  à  gauche  en  haut,  et  en  écrivant  tous  les 
nombres  0,  1,  2,  ...  dans  la  ligne  bissectrice  de  la  verticale 
et  de  l'horizontale.  Chaque  fois  qu'on  sortirait  du  tableau  de 
28  cases,  on  y  ramène  le  nombre  à  écrire  en  le  plaçant  dans 
la  case  homologue  à  celle  qu'il  occuperait,  si  la  figure  était 
indéGniment  reproduite  sur  toute  l'étendue  du  plan. 

Ces  figures  présentent  de  nombreuses  propriétés  sur  les- 
quelles nous  n'avons  pas  à  insister  ici.  Pour  un  nombre  M 
de  la  forme  m^m^m^,  la  table  serait  parallélépipédique,  au  lieu 
d'être  rectangulaire.  Pour  plus  de  trois  facteurs,  elle  affecte- 
rait la  forme  d'espaces  à  plus  de  trois  dimensions,  d'une  réa- 
lisation pénible,  mais  dont  la  considération  est  utile  pour 
la  recherche  et  l'étude  de  certaines  propriétés  arithmé- 
tiques. 

C.-A.  Laisant. 
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Le  4*  Congrès  international  des  mathématiciens,  Rome,  1908. 

Compte  rendu  sommaire. 

Près  de  cinq  cents  mathématiciens  avaient  répondu  à  Tappel 
du  Comité  d'organisation.  Ce  fut  un  beau  succès,  entièrement 
justifié  du  reste  par  Tensemble  très  remarquable  des  conférences 
générales  annoncées  au  programme.  Il  est  vrai  que  l'Italie  elle- 
même  a  exercé  une  grande  attraction  et  que  bien  des  congressis- 
tes préféraient  parfois  le  Forum,  le  Palatin  ou  les  galeries  artis- 
tiques au  siège  un  peu  excentrique  du  Congrès.  La  fréquentation 
effective  aux  séances  de  sections  et  aux  séances  générales  a  cepen- 
dant été  supérieure  à  celle  des  précédents  congrès  (Zurich,  209; 
Paris,  262;  Heidelberg,  336).  Le  nombre  des  travaux  présentés  a 
augmenté  dans  le  même  rapport.  Dans  la  suite  on  sera  nécessai- 
rement amené  à  le  limiter  afin  de  laisser  plus  de  temps  aux  con- 
férences et  discussions  sur  les  questions  d'un  intérêt  général 
pour  la  Science.  On  se  rapprochera  davantage  du  but  que  Ton 
s'est  tracé  au  premier  Congrès.  De  nouveaux  pas  ont  précisément 
été  faits  dans  ce  sens  par  l'adoption  des  résolutions  adoptées  par 
le  Congrès  dans  sa  dernière  séance  générale  et  sur  lesquelles 
nous  attirons  l'attention  des  lecteurs. 

Suivant  la  décision  prise  à  Heidelberg,  le  Congrès  a  été  organisé 
par  la  «  R.  Accademia  dei  Lincei  »  avec  le  concours  du  «  Circolo 
matematico  dî  Palermo  ».  Le  Comité  local  était  composé  comme 
suit  :  MM.  P.  Blasbrna,  président;  G.  Castelnuovo  secrétaire-gé- 
néral; V.  Reina,  trésorier  ;V.  Cerruti,  A.  Di  Lbgge,  G.  Pitta- 
RBLU,  A.  Sella,  A.  Torrelli,  V.  Volterra.  Grâce  au  bienveillant 
concours  de  l'Ktat,  de  la  Ville  de  Rome,  et  aussi  de  la  municipa- 
lité de  Tivoli,  il  a  pu  organiser  de  belles  réceptions  :  tout  d'abord, 
le  dimanche  soir  5  avril,  la  réception  familière  des  congressistes 
à  l'Aula  de  l'Université  par  le  Recteur  M.  Torrelli,  puis  le  mer- 
credi soir  très  belle  réception  au  Musée  du  Capitole  par  M.  le 
Syndic  Nathan,  au  nom  de  la  municipalité  de  la  ville  de  Rome;  le 
mercredi  après  midi  visite  du  Palatin  sur  l'invitation  de  M.  le  Mi- 
nistre de  l'Instruction  publique  Rava,  et  le  soir  grand  concert  or- 
chestral à  l'Amphithéâtre  Corea  (mausolée  d'Auguste)  et  enfin, 
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comme  clôture  du  congrès,  excursion  à  Tivoli  avec  visite  à  la  villa 
d'Adrien  et  à  la  villa  d'Esté.  Ce  furent  des  fêtes  brillantes  et  des 
réceptions  empreintes  d*une  grande  cordialité  qui  laisseront  un 
souvenir  durable  chez  toi^s  les  participants  ! 

SÉANCES  GÉNÉRALES 

Séance  d'ouçerture.  —  Le  4'  Congrès  international  des  mathé- 
maticiens a  été  ouvert  solennellement,  le  lundi  6  avril  1908,  à 
10  h.  du  matin,  au  Capitole,  dans  la  belle  salle  des  Horaces  et  des 
Curiaces,  en  présence  S.  M.  le  Roi  d'Italie.  De  beaux  discours, 
vivement  applaudis,  furent  prononcés  par  M.  Nathan,  Syndic  de 
la  ville  de  Rome,  M.  Blaserna,  Président  du  Comité  d'organisa- 
tion et  M.  Rava,  Ministre  de  l'Instruction  publique.  Puis  dans  sa 
conférence  sur  les  mathématiques  en  Italie  pendant  la  seconde 
moitié  du  ÎU*  siècle,  M.  Voltbrra  rappela  la  part  importante  que 
les  mathématiciens  italiens  prirent  au  mouvement  scientifîque 
grâce  aux  travaux  de  Cremona,  Betti,  Brioschi,  Pergola,  Batta- 
giini  et  d'autres. 

Première  séance  r.ÉNéRALB 
Lundi  6  avril,  présidence  :  M.  Blaserna. 

Les  séances  générales  et  les  séances. de  section  eurent  lieu  dans 
les  salles  de  l'Accademia  dei  Lincei,  au  Palais  Corsini.  Dans  la 
première  séance  générale,  qui  eut  lieu  le  lundi  après  midi  à  3  h., 
le  Congrès  confirma  par  acclamation  le  comité  d'organisation 
comme  comité  du  Congrès. 

M.  Segre  (Turin)  donne  ensuite  lecture  du  rapport  de  la  Com- 
mission chargée  d'examiner  les  mémoires  présentés  au  concours 
de  la  médaille  Guccia  et  composée  de  MM.  Poincarb,  Noethbr  et 
du  rapporteur.  On  sait  qu'un  prix  de  3000  fr.  et  une  médaille  en 
or  avaient  été  mis  à  la  disposition  du  Circolo  matematico  di  Pa- 
lermo,  sur  la  gracieuse  offre  de  M.  Guccia,  au  mémoire  qui  fera 
faire  un  progrès  essentiel  à  la  théorie  des  courbes  gauches  algé- 
briques, ou  encore  à  la  théorie  des  surfaces  ou  autres  variétés 
algébriques.  Trois  mémoires  furent  présentés.  La  Commission 
décerna,  à  l'unanimité,  le  prix  à  M.  Fr.  Severi,  professeur  à  l'Uni- 
versité de  Padoue,  pour  ses  travaux  sur  les  surfaces  algébriques. 
Tous  les  savants  sauront  gré  à  M.  Guccia  de  sa  généreuse  initia- 
tive qui  a  provoqué  d'intéressants  travaux  dans  un  important  do- 
maine des  mathématiques. 

Puis  vinrent  les  conférences  de  MM.  Mittag-Lefïler  et  Forsyth. 

Conférence  de  M.  Mittag-Lbfflbr  sur  la  représentation  arith^ 
métique  des  fonctions  analytiques  générales  d'une  variable  com- 
plexe. —  M.  Mittag-Lefïler  commence  par  rappeler  que  le  point 
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de  départ  de  la  théorie  des  fonctions  analytiques  chez  Weierstrass 
est  la  série  de  puissances 

(1)  Ç[,v]  =  c,  +  c,x  +  r,a:^+.,, 

Cettesérieest  la  source  d'où  jaillit  successivement  et  en  entier,  par 
transformation  et  continuation,  la  théorie  de  la  fonction  analytique 
dans  sa  totalité.  Il  rappela  ce  théorème  de  Weierstrass  à  savoir  que 
si  un  lien  analytique  quelque  général  ou  quelque  spécial  qu'il 
soit,  existe  entre  plusieurs  différentes  séries  de  puissances  ou 
leurs  dérivées,  ce  même  lien  subsiste  encore  pour  les  fonctions 
dans  leur  totalité. 

La  conférence  avait  pour  objet  d'exposer  les  solutions  princi- 
pales obtenues  pendant  les  dix  dernières  années  du  problème 
suivant  :  former  des  expressions  arithmétiques  d'une  variable  x 
et  d'une  suite  infinie  de  constantes  ^  6c'^,  ...  qui  sont  linéaires 
par  rapport  à  ces  constantes  et  qui  ont  simultanément  la  pro- 
priété de  représenter,  si  Ton  introduit  dans  a,  b,  t\  rf,  ...  les  c^^ 
c',,c„  ...  la  fonction  F  [x]  correspondante  dans  un  domaine  dans 
lequel  lesc^r^  r, .. .  une  fois  fixés,  est  définie  d'une  manière  univoque. 
Les  premiers  efforts  vers  la  solution  de  ce  problème  consistaient 
à  rechercher  des  expressions  qui  représentent  F  [x]  non  seule- 
ment à  l'intérieur  du  cercle  de  convergence  C  de  P  (.r),  mais  en- 
core sur  la  périphérie  de  C,  dans  de  tels  points  où  F  (.r),  est  régu- 
lier. M.  Borel  est  le  premier  qui  est  arrivé  à  une  solution  plus 
générale  en  ayant  obtenu  une  expression  valable  à  l'intérieur 
d'un  domaine  B  qui  entoure  en  général  le  domaine  C.  L'idée  de 
M.  Borel  consistant  à  former  une  expression  permettant  de  som- 
mer une  série  (1)  hors  du  cercle  de  convergence  (il  n'y  a  là  qu*un 
jeu  de  mots)  donne  l'impression  qu'il  soit  arrivé  à  reculer  les 
limites  de  la  théorie  des  fonctions  analytiques  autrement  que  ne 
l'avait  fait  Weierstrass.  En  fait  si  l'expression  Borel  converge 
hors  du  cercle  et  si  l'on  peut  lui  appliquer  les  mêmes  opérations 
qu'à  la  série  primitive  (1),  c'est  uniquement  en  vertu  du  théorème 
de  Weierstrass  allégué  tout  à  l'heure. 

La  solution  complète  du  problème  de  la  conférence  a  été  ob- 
tenue finalement  et  de  plusieurs  manières  différentes  depuis  que 
la  nouvelle  conception  de  Vétoile  a  été  d'abord  introduite  par 
M.  Mittag-LefTler  en  l'année  1898.  A  une  de  ces  solutions  qui  est 
obtenue  par  une  généralisation  de  l'intégrale  de  Laplace  se  rat- 
tache l'étude  importante  des  fonctions  Eql  [x)  de  M.  Mittag-Leffler 
ainsi  que  de  la  croissance  des  fonctions  entières  dans  des  angles 
où  le  long  de  demi-droites  différentes.  Le  conférencier  a  ter- 
miné en  rappelant  la  propriété  remarquable  de  sa  fonction 


Js 


Digitized  by 


Google 


CHRONIQUE  229 

qui  tend  indéfiniment  et  uniformément  vers  zéro,  quand  la  va- 
riable œ  augmente  au-dessus  de  toute  limite  à  Tintérieur  d'un 
domaine  entourant  un  angle  si  petit  qu'il  soit  et  .qui  embrasse  la 
partie  infinie  de  Taxe  réel  positif,  mais  qui  possède  encore  la  pro- 
priété inattendue  de  tendre  indéfiniment  et  uniformément  vers 
zéro  quand  la  variable  croît  vers  l'infini  le  long  de  Taxe  réel 
positif. 

Conférence  de  M.  Forsyth,  on  the  présent  condition  of  partiai. 
diffèrential  équations  of  the  second  order,  as  regards  formai  inte- 
gration.  —  Le  savant  géomèjre  de  Cambridge  a  examiné  la  ques- 
tion dans  son  ensemble  avec  des  considérations  sur  plusieurs 
points  connexes.  11  a  indiqué  des  restrictions  aux  deux  définitions 
de  l'intégrale  générale  d'équation  du  second  ordre  dues  res- 
pectivement à  Ampère  et  à  M.  Darboux  et  il  a  montré  qu'il  y  a 
des  difficultés  pour  la  discussion  de  l'intégrale  complète.  Ensuite 
il  a  discuté  les  trois  méthodes  les  plus  importantes  pour  l'inté- 
gration proprement  dite  des  équations  du  second  ordre  en  les 
groupant  sous  les  noms  de  Laplace,  Ampère  et  de  M.  Darboux  :  il  a 
établi  des  restrictions  à  leur  application  qui,  si  elles  ne  sont  pas 
satisfaites  dans  chaque  cas  particulier,  laisseront  comme  seule  in- 
tégrale générale  possible  l'intégrale  du  théorème  d'existence  de 
Cauchy.  Puis  il  a  mentionné  divers  problèmes,  les  uns  déjà  en 
partie  résolus,  d'autres  seulement  ébauchés  jusqu'ici  ;  parmi 
ceux-ci  : 

(i).  L'application  du  calcul  des  <c  équations  intégrales  »  aux 
équations  avec  dérivées  partielles  linéaires. 

(II).  La  construction  de  classes  d'équations  aux  dérivées  par- 
tielles du  second  ordre  qui  ont  des  intégrales  intermédiaires  qui 
ne  sont  pas  du  type  de  Monge. 

(III).  La  construction  de  classes  plus  étendues  d'équations  qui 
sans  avoir  d'intégrale  intermédiaire  ont  cependant  des  intégrales 
générales  du  type  traité  dans  la  conférence. 

M.  Forsyth  signale  à  la  réflexion  des  mathématiciens  plusieurs 
problèmes  dépendant  de  ces  résultats. 

Deuxième  séance  générale 

Mardi  7  avril,  présidence  :  M.  Newcomb. 

Conférence  de  M.  Darboux.  —  La  deuxième  séance  générale  a 
débuté  par  une  conférence  très  remarquable  de  M.  Darboux  «wr 
les  origines,  les  méthodes  et  les  problèmes  de  la  Géométrie  infi^ 
nitésimale.  C'est  précisément  un  domaine  dans  lequel  les  savants 
italiens  ont  apporté  d'importantes  contributions  et  cela  fournit  à 
M.  Darboux  l'occasion  de  rendre  hommage  au  beau  génie  de  l'Italie 
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oii  Ja  Goiimétrîe  a  donné  des  maîtres  illustres  tels  que  Bellavitis, 
Briosrhi,  demona  et  Casorati. 

C'est  un  problème  posé  parla  pratique,  celui  des  cartes  géographi- 
ques qui  i\  donné  naissance  à  la  Géométrie  infinitésimale.  Etudié 
successivement  par  Lambert,  Euler  et  Lagrange,  il  a  été  traité  pour 
k  premiôje  fois  dans  toute  sa  généralité  par  Gauss.  Puis  vinrent 
les  trnvaiix  remarquables  des  géomètres  français,  Monge,  Dupin, 
Lamé  et  de  leurs  successeurs  dans  les  divers  pays.  M.  Darboux 
nioTïtre  ensuite  quelles  sont  les  méthodes  de  la  Géométrie  infini- 
Lfrsimalo  ri  quel  est  le  rôle  de  la  méthode  analytico-géométrique. 
11  îtjsislr  lout  particulièrement  sur  la  nécessité  d'introduire  fran- 
chement v\  complètement  les  imaginaires  en  Géométrie  et  donne 
(iuelque?s  exemples  à  l'appui.  Abordant  ensuite  les  problèmes  de 
la  Géoinélrie  infînitésimale  le  savant  conférencier  passe  successi- 
venieriL  aux  sujets  suivants:  les  courbes  à  courbure  constante  ; 
les  siirfîires  à  courbure  constante  et  leurs  transformations;  la 
notion  d'intégrale  générale  telle  qu'elle  a  été  donnée  parCauchy; 
rapplicjiiinn  aux  surfaces  minima,  le  problème  de  Plateau;  pro- 
grès et  problèmes  de  la  théorie  des  cartes  géographiques;  les 
snrfyif^s  n  courbure  constante  et  la  Géométrie  non-euclidienne  ; 
réduction  des  problèmes  les  uns  aux  autres;  les  équations  linéai- 
res aux  d<*rivée8  partielles  et  leur  rôle  en  Géométrie  infinitési- 
mah^;  Ja  déformation  des  surfaces. 

Dans  son  élégant  exposé  M.  Darboux  a  montré  qu'il  reste  en- 
core bien  des  questions  à  résoudre  par  les  géomètres  et  les  ana- 
lystes et  il  a  attiré  tout  particulièrement  leur  attention  sur  la 
nécessité  d'obtenir  des  méthodes  générales  et  uniformes  permet- 
tant d'irilrfïduire  d'importantes  simplifications. 

Ctmff^rence  de  M.  von  Dyck  (Munich) ,  Ueber  die  mathemati- 
sr/ifi  lùtt  f/riopàdie,  —  La  question  devait  être  traitée  par  M.  F. 
Klein.  Kmpt^ché  de  prendre  part  au  Congrès,  le  savant  professeur 
de  (iœt lingue  s'est  fait  remplacer  par  M.  v.  Dyck  qui  siège  avec 
lui  flans  la  commission  de  l'Encyclopédie.  Le  conférencier  donne 
un  apt'rtii  très  clair  de  Tétat  actuel  et  du  plan  d'ensemble  de  cette 
impoiîanlf  publication.  On  sait  qu'à  Heidelberg  (1904)  M.  Klein 
di*pnsn  \**^  deux  volumes  qui  forment  le  Tome  1  (Arithmétique  et 
Algéhrei.  Cette  fois  le  rapporteur  remet  à  la  présidence  le  pre- 
mi<»r  Ytilnnie  du  Tome  IV ,  Mécanique  :  les  fondements  de  la  mé- 
canique, mécanique  du  point  et  des  systèmes  rigides.  Il  a  paru 
en  outt'f*  vingt-neuf  fascicules  des  autres  volumes  de  l'édition  al- 
lemariïK*  ri  quatre  fascicules  de  l'édition  française  qui  se  publie 
sous  la  ilirection  de  M.  Molk. 
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Troisième  séance  (.énérale 

Mercredi  8  avril,  présidence  :  M.  Gordan. 

Conférence  de  M.  S.  Newcomb,  La  théorie  du  moui>ement  de 
la  lune,  son  histoire  et  son  état  actuel,  —  Le  savant  astronome 
américain  présenta  un  intéressant  résumé  des  méthodes  fonda- 
mentales pour  déterminer  les  inégalités  dans  le  mouvement  de  la 
lune  produites  par  l'action  du  soleil  et  des  planètes.  Parmi  les 
travaux  importants  de  notre  temps  se  trouvent  ceux  de  Hansen  et 
de  Delaunay.  Cependant,  la  meilleure  méthode  a  été  esquissée 
par  Euler  dans  un  ouvrage  publié  en  1772.  Mais,  chose  curieuse, 
cent  ans  se  sont  écoulés  sans  qu'aucun  géomètre  n'ait  reconnu 
la  supériorité  de  cette  méthode.  Alors,  en  1878  et  1888,  George 
W.  Hill  publia  deux  mémoires  qui  forment  la  base  sur  laquelle 
Ernest  W.  Brown  a  construit  une  théorie  complète  des  inégalités 
lunaires.  Toutefois  les  observations  depuis  1650  révèlent  Texis- 
tence  des  inégalités  de  longue  période  dans  le  mouvement  moyen 
de  la  lune,  qui  n'existent  pas  dans  aucune  théorie,  et  dont  l'expli- 
cation forme  aujourd'hui  la  plus  grande  énigme  de  la  mécanique 
céleste. 

Conférence  de  M,  H.  A,  Lorentz  (Leyde).  Le  partage  de  l'énergie 
entre  la  matière  pondérable  et  Véther,  —  C'est  un  sujet  dont  les 
physiciens  se  sont  beaucoup  occupés  depuis  KirchofT,  en  se  fon- 
dant sur  les  principes  généraux  de  la  thermodynamique,  et  plus 
tard,  en  introduisant  des  idées  empruntées  à  la  théorie  cinétique 
de  la  matière,  à  la  théorie  électromagnétique  de  la  lumière  et  à  la 
théorie  des  électrons.  Le  savant  professeur  de  Leyde  en  donne 
un  aperçu  qui  a  vivement  intéressé  les  auditeurs.  Après  avoir 
rappelé  les  résultats  relatifs  au  rayonnement  de  la  chaleur  qu'on 
doit  à  Kirchoff,  Boltzmann  et  W.  \Vien,  il  montre  que  la  méthode 
développée  par  Gibbs  dans  ses  «  Principes  de  mécanique  statis- 
tique »  peut  être  appliquée  à  un  système  composé  de  matière 
pondérable  et  d'éther  ;  à  cet  effet,  il  fait  voir. que  les  phénomènes 
dans  un  tel  système  peuvent  être  décrits  à  l'aide  de  formules  qui 
sont  exactement  analogues  aux  équations  du  mouvement  de  Ha- 
milton.  La  considération  des  valeurs  moyennes  dans  un  ensemble 
canonique  de  Gibbs  conduit  ensuite  à  une  formule  pour  la  fonc- 
tion du  rayonnement  qui  a  été  trouvée  par  M.  Jeans  et  d'où  l'on 
tire  cette  conséquence,  qui  semble  assez  singulière  au  premier 
abord,  qu'un  véritable  état  d'équilibre  entre  la  matière  et  l'éther 
serait  impossible,  l'énergie  s'accumulant  de  plus  en  plus  dans 
l'éther  où,  à  la  longue,  elle  se  trouve  sous  forme  d'ondes  électro- 
magnétiques extrêmement  courtes.  La  conférence  se  termine  par 
une  comparaison  de  cette  théorie  avec  celle  qui  a  été  établie  par 
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M.  Planck,  et  d'après  laquelle,  grâce  à  une  idée  nouvelle  intro- 
duite par  ce  physicien,  Ténergie  se  partagerait  entre  la  matière 
et  l'éther  dans  une  proportion  déterminée. 

Quatrième  séance  générale 
Vendredi  10  avril,  présidence  :  M.  Mittag-Leffler. 

Conférence  de  M,  Poincarb.  V avenir  des  mathématiques.  — 
Par  suite  d'une  indisposition  M.  Poincaré  n'a  pu  se  rendre  à  la 
séance,  au  grand  regret  de  tous  les  assistants  parmi  lesquels  on 
remarquait  le  Ministre  de  l'Instruction  publique  M.  Rava.  M.  Dar- 
boux  donna  lecture  du  Mémoire  de  son  illustre  collègue.  C'est 
une  étude  substantielle  du  développement  des  idées  en  mathéma- 
tiques ;  elle  sera  lue  avec  le  plus  vif  intérêt  par  tous  les  mathé- 
maticiens. M.  Poincaré  reprend  et  développe  Tidée  du  célèbre 
philosophe  viennois  Mach,  qui  a  dit  que  le  rôle  de  la  science  est 
de  produire  l'économie  de  la  pensée,  de  même  que  la  machine 
produit  l'économie  de  l'effort;  il  montre,  entre  autres,  combien 
un  mot  bien  choisi  peut  parfois  économiser  la  pensée.  Avec  un  lan- 
gage bien  adapté  des  démonstrations  faites  pour  un  objet  connu 
s'appliquent  immédiatement  à  beaucoup  d'objets  nouveaux,  sans 
que  l'on  n'ait  rien  à  y  changer.  Parmi  les  mots  qui  ont  exercé  une 
influence  très  heureuse  il  y  a  ceux  de  groupe  et  d'invariant,  La 
nature  des  problèmes  nouveaux  contribue  aussi  au  développe- 
ment de  la  science.  Le  but  de  notre  science  est  double,  car  elle 
confine  à  la  fois  à  la  Philosophie  et  à  la  Physique.  C'est  du  côté 
de  la  nature  qu'il  faut  diriger  le  gros  de  notre  armée.  C'est  là 
que  nous  rencontrons  toujours  de  nouveaux  problèmes  que  nous 
posent  le  physicien  et  l'ingénieur.  «  Autrefois  on  ne  considérait 
une  équation  comme  résolue  que  quand  on  en  avait  exprimé  la 
solution  à  l'aide  d'un  nombre  fini  de  fonctions  connues,  mais  cela 
n'est  possible  qu'une  fois  sur  cent  à  peine.  Ce  que  nous  pouvons 
toujours  faire  ou  plutôt  ce  que  nous  devons  toujours  chercher  à 
faire,  c'est  de  résoudre  le  problème  qualitativement  pour  ainsi 
dire,  c'est-à-dire  de  chercher  à  connaître  la  forme  générale  de  la 
courbe  qui  représente  la  fonction  inconnue.  » 

L'auteur  passe  ensuite  en  revue  les  diverses  sciences  particu- 
lières dont  l'ensemble  forme  les  mathématiques.  Les  grands  pro- 
grès se  sont  produits  toutes  les  fois  que  deux  de  ces  sciences  se 
sont  rapprochées.  Des  Congrès  comme  celui-ci  favoriseront  ces 
rapprochements  ;  «  ils  nous  mettront  en  rapport  les  uns  avec  les 
autres,  nous  ouvriront  des  vues  sur  le  champ  du  voisin,  nous  obli- 
geront à  le  comparer  au  nôtre,  à  sortir  un  peu  de  notre  village  et 
seront  le  meilleur  remède  au  danger  que  je  viens  de  signaler  » 
(une  trop  grande  spécialisation). 

M.  Poincaré  examine  successivement  les  progrès  réalisés  dans 
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les  diverses  branches  et  montre  dans  quel  sens  elles  se  dévelop- 
peront dans  l'avenir.  Nous  devons  nous  borner  à  énumérer  les 
principaux  points  abordés  par  Téminent  savant  :  l'Arithmétique, 
l'Algèbre,  les  équations  différentielles,  les  fonctions  abéliennes, 
la  théorie  des  fonctions,  la  théorie  des  groupes,  la  Géométrie,  le 
cantorisme,  la  recherche  des  postulats. 

Conférence  de  M.  E.  Picard.  La  Mathématique  dans  ses  rap-- 
ports  avec  la  Physique,  —  Dans  sa  très  belle  conférence  sur  la 
Mathématique  dans  ses  rapports  avec  la  Physique,  M.  Picard  a 
d'abord  insisté  sur  le  fait  qu'il  y  a  toujours  eu  un  contact  très 
intime  entre  ces  deux  branches,  depuis  les  temps  les  plus  reculés 
où,  chez  les  Egyptiens  et  les  Chaldéens,  les  Mathématiques  pré- 
sentaient un  caractère  purement  utilitaire  et  expérimental. 

Au  XVIP  siècle  le  développement  de  la  Cinématique  et  de  la 
Dynamique  donne  une  forte  impulsion  aux  Mathématiques  et  l'on 
peut  dire  que  l'Analyse  est  vraiment  sortie  de  la  Mécanique. 
«  L'origine  de  la  notion  de  dérivée  est  dans  le  sentiment  confus, 
que  nous  avons  de  la  mobilité  des  choses  et  de  la  rapidité  plus 
ou  moins  grande  avec  laquelle  s'accomplissent  les  phénomènes.  » 
Pendant  cette  nouvelle  période  l'histoire  des  mathématiques,  dans 
ses  points  les  plus  essentiels,  se  confond  avec  celle  de  la  Méca- 
nique. 

M.  Picard  montre  ensuite,  par  des  exemples  particuliers,  les 
relations  réciproques  de  la  Mathématique  et  de  la  Physique.  A 
une  période  d'induction  vient  succéder  une  période  déductive  où 
l'on  s'efforce  de  donner  aux  principes  une  forme  définitive.  La 
Physique  pose  sans  cesse  de  nouveaux  problèmes  et  c'est  sous 
son  influence  que  se  sont  organisées  les  principales  disciplines 
des  sciences  mathématiques,  qui,  en  retour,  par  la  netteté  de  leur 
langage,  donnent  une  forme  précise  aux  notions  qui,  sans  elle, 
seraient  vagues  ;  de  plus,  par  leur  puissance  de  transformation 
elles  permettent  souvent  de  mettre  en  évidence  des  faits  nouveaux. 
C'est  donc  le  monde  extérieur  qui  nous  a  guidé  dans  nos  recher- 
ches analytiques  et  le  savant  conférencier  ne  craint  pas  d'affirmer 
qu'il  en  sera  toujours  de  même  dans  l'avenir  et  que  la  vraie  place 
du  mathématicien  est  à  côté  de  ceux  qui  s'occupent  des  sciences 
de  la  nature. 

Cinquième  kt  dernière  séance  générale 

Samedi  11  avril,  présidence  :  M.  Blaserna. 

Le  programme  adressé  aux  congressistes  avait  encore  annoncé 
deux  conférences  générales,  celle  de  M.  Hilrert,  sur  la  méthode 
des  variables  indépendantes  en  nombre  infini,  et  celle  de  M.  Vé- 
ronèse.  A  la  suite  d'un  surmenage  le  distingué  géomètre  de  Gœt- 
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tingue  a  dû  renoncer  à  se  rendre  à  Rome,  et  les  congressistes 
Tont  vivement  regretté.  Ils  ont  également  été  privés  du  plaisir  d'en- 
tendre le  savant  sénateur  M.  Véronèse  qu'une  indisposition  a 
empêché  de  se  rendre  aux  séances.  Sa  conférence  sera  toutefois 
publiée  dans  les  comptes  rendus  du  Congrès.  Nous  sommes  heu- 
reux d'en  pouvoir  donner  ici  un  résumé. 

Conférence  de  M,  Véronèse.  La  Geotnetria  non-archimedea.  — 
L'auteur  rappelle  d'abord  les  discussions  anciennes  sur  l'infini  et 
l'infiniment  petit  et  établit  une  distinction  entre  les  segments 
infinis  ou  infiniment  petits  actuels  et  les  autres  grandeurs  analo- 
gues. Il  fait  remarquer  que  ce  fût  le  continu  intuitif  qui  a  donné 
la  clef  permettant  de  répondre  à  la  demande  de  l'existence  des 
segments  susdits^  réponse,  qui  semblait  déjà  donnée  négative- 
ment par  le  postulat  du  continu,  connu  sous  les  formes  de  Weier- 
strass,  Cantor  et  Dedekind.  Après  avoir  établi  la  validité  logique 
du  continu  rectiligne  non-archimédien  et  par  conséquent  de  la 
géométrie  non-archimédienne,  suivant  la  manière  dont  l'auteur  Ta 
exposée  dans  ses  Fondamenti  di  Geometria^  il  s'est  aussi  occupé 
des  relations  de  cette  géométrie  avec  les  recherches  de  M.  Hilbert 
et  d'autres.  Mais  le  but  principal  de  la  conférence  est  de  faire 
ressortir  la  nature  de  l'axiome  d'Archimède,  le  contenu  et  la  mé- 
thode de  cette  géométrie  en  relation  avec  les  autres  axiomes,  le 
contenu  et  les  méthodes  de  la  Mathématique  pure  et  de  la  Géo- 
métrie en  général.  Il  soutient  la  nécessité  de  la  séparation  entre 
les  recherches  mathématiques  et  celles  qui  ont  un  caractère  phi- 
losophique proprement  dit.  Mais,  si  d'un  côté  la  Philosophie  doit 
accepter  les  nouvelles  idées  mathématiques  déjà  formées  défini- 
tivement sur  les  principes  de  la  Science,  de  l'autre  côté  la  Mathé- 
matique ne  peut  pas  négliger  le  contenu  des  objets  de  ses  recher- 
ches, qui  dans  les  questions  de  principe  est  un  élément  essentiel; 
de  même  aussi  que  la  méthode  que  peut  choisir  le  mathématicien 
doit  être  conforme  à  la  nature  du  contenu  des  objets  étudiés  ; 
elle  doit  être  philosophique.  Le  géomètre  doit  distinguer  l'espace 
physique  et  intuitif  de  l'espace  géométrique,  mais  il  ne  peut  pas 
se  désintéresser  de  la  possibilité  physique  et  de  celles  de  ses 
hypothèses  qui  ne  dérivent  pas  de  l'observation  directe  exté- 
rieure, et  par  conséquent  il  doit  s'opposer  aux  systèmes  philoso- 
phiques sur  la  théorie  de  la  connaissance  qui  contredisent  ses 
principes. 

11  était  particulièrement  intéressant  de  voir  aborder  ce  sujet 
par  l'éminent  professeur  de  Padoue,  d'autant  plus  qu'il  n'existe 
pas  encore  d'opinion  commune  entre  les  géomètres  sur  ces  ques- 
tions qui  pourtant  appartiennent  à  la  Géométrie. 

Séance  administratwe,  —  Dans  sa  séance  de  clôture  le  Congrès 
a  tout  d'abord  été  appelé  à  se  prononcer  sur  les  propositions  des 
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sections  III  et  IV  concernant  la  création  de  deux  commissions  in- 
ternationales. Toutes  deux  ont  été  vivement  appuyées.  Elles  ont 
été  présentées  et  adoptées  dans  Tordre  suivant  : 

Commission  internationale  de  l'enseignement  mathématique. 
—  ^  Le  Congrès  ayant  reconnu  l'importance  d'un  examen  comparé 
des  méthodes  et  des  plans  d'études  de  l'enseignement  mathémati- 
que dans  les  écoles  secondaires  des  différentes  nations^  confie  à 
MM.  Klein,  Greenhill  et  Fehr  le  mandat  de  constituer  une  Com- 
mission internationale  qui  étudiera  ces  questions  et  présentera  un 
rapport  d'ensemble  au  prochain  Congrès,  »  (Voir  plus  loin  le 
compte  rendu  de  la  section  IV.) 

Commission  internationale  pour  l'unification  des  notations 
vectorielles.  —  a  La  section  III  (Mécanique!,  après  un  échange  de 
çues  dans  lequel  a  été  reconnu  V importance  d'une  unification  des 
notations  sectorielles,  propose  au  Congrès  la  nomination  d'une 
Commission  internationale  pour  l'étude  de  cette  question,  »  —  Le 
Comité  d'organisation  est  invité  à  constituer  cette  Commission 
en  faisant  un  choix  dans  la  liste  des  noms  proposés  dans  la  séance 
de  section  du  11  avril.  (Voir  le  compte  rendu  de  la  section  III  A.) 

M.  Conti  (Bologne)  attire  ensuite  l'attention  de  rassemblée  sur 
le  rôle  utile  que  pourrait  jouer  une  Association  internationale  des 
mathématiciens.  Il  propose  que  la  question  soit  mise  à  Tordre  du 
jour  de  la  prochaine  séance.  Cette  proposition  est  approuvée. 

Mathématiques  appliquées. — Le  Congrès  approuve  également  la 
proposition  suivante  présentée  par  M.  d'OcAGNE  au  nom  de  la  sec- 
tion III  B  :  «  //  résulte  de  l'échange  de  \^ues  qui  a  eu  lieu  dans  la 
section  111  B  qu'il  serait  hautement  désirable  de  proi^oquer  une  en- 
tente de  plus  en  plus  étroite  entre  ceux  qui  s'occupent  de  perfec- 
tionner les  méthodes  mathématiques  et  ceux  qui  ont  besoin  de  les 
appliquer  à  un  objet  pratique,  A  cet  effet  la  section  émet  le  yœu 
que  les  mathématiques  appliquées  à  la  science  de  l'ingénieur  fas- 
sent, au  prochain  Congrès,  l'objet  d'une  section  spéciale. 

En  outre  la  section  III  B  propose  la  constitution  d'une  commis- 
sion internationale  chargée  de  préparer  les  travaux  de  cette  nou- 
s^elle  section.  La  composition  de  cette  commission  internationale 
sera  fixée  par  le  bureau  du  /K®  Congrès. 

Œuvres  d'Eulbr.  —  Dans  sa  séance  consacrée  à  THistoire,  la 
section  IV  a  été  appelée  à  se  prononcer  de  nouveau  sur  la  ques- 
tion de  la  publication  des  œuvres  d'Euler.  Depuis  le  vœu  émis  à 
Heidelberg,  cette  question  a  en  effet  fait  un  nouveau  pas  grâce  à 
Tinitiative  de  la  Société  helvétique  des  sciences  naturelles  et  de 
TAssociation  internationale  des  Académies.  La  section  IV  émet  le 
vœu  suivant:  <ii Reconnaissant  l'importance  pour  les  mathématiques 
pures  et  appliquées  de  la  publication  des  œui*res  d'Eu  1er,  le  Con- 
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grès  saine  ai^ec  reconnaissance  Vinitiatwe  de  la  Société  helvétique 
des  sciences  naturelles  et  émet  le  sfœu  qu'elle  obtienne  la  collabo- 
ration des  mathématiciens  des  diverses  nations  ;  il  prie  V Associa- 
tion internationale  des  Académies  et  spécialement  les  Académies 
de  Berlin  et  de  St-Pétersbourg  qui  ont  compté  Euler  au  nombre 
de  leurs  membres  de  prêter  leur  appui  à  cette  publication.  » 

M.  le  président  Blaserna  déclare  qu'il  transmettra  la  proposi- 
tion à  la  prochaine  réunion  de  l'Association  internationale  des 
Académies  qui  doit  se  tenir  à  Rome  Tannée  prochaine. 

M.  Darboux  fait  observer  que  la  question  a  été  examinée  par  la 
dite  Association  dans  sa  réunion  tenue  à  Vienne.  On  peut  donc 
être  assuré  dès  maintenant  que  ce  nouveau  vœu  d'un  Congrès  de 
mathématiciens  ne  trouve  un  accueil  très  favorable. 

La  proposition  de  la  section  IV  est  adoptée  à  l'unanimité. 

Lieu  et  époque  du  prochain  Congrès.  —  On  sait  qu'à  Heidel- 
berg  M.  Greenhill  s'était  fait  l'interprète  des  mathématiciens 
anglais  pour  émettre  le  vœu  que  le  S*'  Congrès  se  tienne  en  An- 
gleterre. M.  Forsyth  reprend  cette  invitation  au  nom  de  la  Cam- 
bridge Philosophical  Society,  avec  l'appui  de  la  London  mathe- 
matical  Society  et  de  nombreux  mathématiciens  anglais,  écossais 
et  irlandais.  La  proposition  de  tenir  le  5*  Congrès  international 
des  mathématiciens  à  Cambridge  en  août  dill2,  est  adoptée  par  ac- 
clamation. 

M.  Mittaq-Leffler  annonce  qu'au  prochain  congrès  les  mathé- 
maticiens suédois  auront  l'honneur  d'inviter  le  Congrès  interna- 
tional à  se  réunir  à  Stockholm  en  1916  et  qu'ils  se  sont  déjà  assu- 
rés du  haut  patronage  de  S.  M.  le  Roi  Gustave. 

M.  Hadamard  émet  le  vœu  que  l'on  favorise  le  plus  possible  le 
rapprochement  entre  les  mathématiciens  et  les  physiciens  en 
cherchant  à  faire  coïncider  le  lieu  et  la  date  d'un  prochain  con- 
grès avec  un  congrès  de  physiciens.  M.  Forsyth  espère  que  ce 
vœu  se  trouvera  déjà  partiellement  réalisé  à  Cambridge  où  vien- 
dront certainement  de  nombreux  physiciens. 

Pour  terminer  le  président  M.  Blaserna  fait  remarquer  combien 
ce  Congrès  a  été  important  par  ses  travaux  et  exprime  sa  recon- 
naissance à  tous  ceux  qui  ont  contribué  à  la  réussite  des  séances 
générales  et  des  séances  de  section.  Après  un  discours  vivement 
applaudi  dans  lequel  M.  Darboux  présente  les  remerciements  des 
congressistes  étrangers,  le  Président  déclare  clos  les  travaux  du 
Congrès. 
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SKANCKS  DKS  SKCTIONS 


Section  I  :  Arithmétique,  Algèbre,  Analyse. 

Introducteurs  :  MM.  Arzelà,  Capelli,  Pascal,  Pincherle.  Ont  en 
outre  été  appelés  à  la  présidence  :  MM.  Jordan^  Gordan,  P^orsyth, 
Mittag-Leffler,  Stephanos,  Moore. 

Secrétaires  :  MM.  Anialdi  et  Galvani. 

37  communications,  réparties  sur  5  séances. 

1.  Gordan  ^Erlangen),  Die  Auflosunfç  der  allj^emeinen  Gleicli- 
nung  des  O'*^"  Grades.  —  L'auteur  démontre  que  l'équation  du  pro- 
fesseur Gerbaldi  est  une  forme  normale  de  l'équation  générale  du 
6"**  degré. 

2.  ï.  Zbrmelo  /Gôttingeni,  Ueber  die  Grundlagen  der  Arithmetik 
und  Analysis.  —  D'après  une  nouvelle  définition  d'un  ensemble 
infini  il  déduit  les  proprié-tés  fondamentales  des  nombres  finis  et 
en  particulier  le  principe  de  Tinduction  complète. 

3.  E.  BoREL  (Paris),  Sur  les  principes  de  la  théorie  des  ensem- 
bles. —  Nos  notions  exactes  sur  la  puissance  des  ensembles  ne 
vont  pas  plus  loin  que  l'observation  suivante:  il  y  a  des  ensembles 
nombrables  et  des  ensembles  non  nombrables,  cette  dernière 
définition  étant  purement  négative. 

4.  F.  RiEsz  (GyOr,  Hongrie',  Stetigkeitsbegrifî  und  abstrakte 
Mengenlehre.  —  L'auteur  introduit  les  concepts  de  type  de  con- 
densation et  de  type  d'enchaînement  qui  forment  le  fondement 
d'une  théorie  générale  des  variétés  continues. 

5.  A.  B.  Frizell  .Gottingen),  Die  Machtigkeit  des  Kontinuums. 
—  11  considère  en  particulier  les  nombres  tels  que  dans  leur  déve- 
loppement en  fraction  continue  chaciue  nombre  naturel  n'appa- 
raît qu'une  seule  fois. 

0.  P.  Koebe  (Gottingen),  Ueber  ein  allgemeines  Uniformisie- 
rungsprinzip.  —  L'auteur  cite  ses  plus  récents  travaux  dans  les 
«  Gottinger  Nachrichten  »  sur  runiformisation  des  courbes  algé- 
briques ou  analytiques.  11  aborde  ensuite  le  mémoire  de  Poincaré 
«  Sur  l'uniformisation  des  fonctions  analytiques.  » 

7.  BoL'TROux  (Paris),  Sur  l'inversion  des  fonctions  entières.  — 
L'auteur  traite  de  la  relation  de  ce  problème  avec  le  problème  gé- 
néral de  l'uniformisation  des  divers  mécanismes  de  permutations. 

8.  Petrovitch  (Belgrade),  Une  classe  remarquable  de  séries  en- 
tières. —   11  recherche  les  conditions  nécessaires  et   suffisantes 
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pour  qu'une  série  de  Maclaurin  jouisse  de  la  propriété  d'avoir  tous 
ses  zéros  réels,  afin  que  le  même  fait  subsiste  pour  chaque  poly- 
nôme formé  d'un  nombre  quelconque  de  termes  au  commence- 
ment de  la  série. 

9.  PiNCHBRLE  (Bologne)  Alcune  spigolature  nel  campo  délie  fun- 
zioni  déterminante  —  L'auteur  met  en  relation  Tordre  infini  de 
la  génératrice  avec  les  singularités  de  la  déterminante  et  il  rap- 
pelle leur  application  à  la  série  de  Dirichlet. 

10.  YouNG  W.-H.  (Gôttingen),  On  some  applications  of  semi- 
continuous  Functions.  —  I/auteur  résume  les  applications  qu'il  a 
faites  des  fonctions  semi-continues  :  1**  aux  conditions  de  conti- 
nuité ;  2^  à  la  théorie  de  l'intégration  ;  3"  à  la  théorie  de  la  me- 
sure ;  4**  à  la  discussion  sur  la  distinction  entre  droite  et  gauche  ; 
5**  à  la  théorie  de  convergence  uniform»»  et  de  la  divergence  des 
séries. 

11.  Hadanaro  (Paris),  Sur  l'application  d'une  méthode  de  Cal- 
cul des  variations.  —  La  méthode  indiquée  par  l'auteur  dans  son 
mémoire  des  6\  R.  (Paris  1906,  décembre  pour  la  résolution  d'un 
problème  du  Calcul  des  variations  présente  certaines  difficultés 
dans  le  cas  des  problèmes  isopérimétriques  et  dans  le  cas  où  l'in- 
tégrale est  prise  sous  forme  paramétrique.  D'autre  part  il  semble 
que  ces  difficultés  sont  inhérentes  a  la  nature  des  choses,  en  par- 
ticulier à  l'existence  de  singularités  dans  le  champ  fonctionnel. 

12.  ScHLESiNGBR  (Kolozswar),  Sur  quelques  problèmes  paramé- 
triques de  la  théorie  des  équations  difiFérentielles  linéaires.  — 
L'auteur  parle  de  quelques  problèmes  que  l'on  rencontre  dans 
l'étude  des  équations  différentielles  linéaires  lorsqu'on  examine 
les  relations  entre  les  substitutions  fondamentales  et  les  para- 
mètres dont  dépendent  les  coefficients.  Il  fait  hommage  au  Con- 
grès d'un  exemplaire  de  ses  «  Vorlesungen  ueber  lineare  Diffe- 
rentialgleichungen  »  (Leipzig,  1908). 

13.  Remoundos  (Athènes),  Sur  les  zéros  des  intégrales  d'une 
classe  d'équations  différentielles.  —  L'auteur  utilise  une  méthode 
d'élimination  dont  il  s'était  servi  dans  sa  thèse  et  établit  un  théo- 
rème analogue  concernant  les  intégrales  d'une  classe  beaucoup 
plus  étendue  d'équations  différentielles. 

14.  PicK  (Prag),  Ueber  die  Differentialgleichung  der  hyper- 
geometrischen  Funktion.  —  L'auteur  développe  suivant  un  nou- 
vel aspect  la  théorie  générale  des  équations  différentielles  hyper- 
géométriques  en  considérant  d'une  façon  plus  détaillée  le  cas  des 
équations  d'ordre  inférieur  et  ayant  trois  points  singuliers. 

15.  Saltykow  (Kharkow),  Sur  l'existence  des  intégrales  de  S. 
Lie  et  le  perfectionnement  de  la  méthode  de  Jacobi  dans  la  théo- 
rie des  équations  aux  dérivées  partielles.  — L'auteur  indique  entre 
autres  quelques  perfectionnements  à  la  méthode  Jacobi-Mayer  en 
montrant  comme  les  modifications  qui  sont  ainsi  introduites  ne 
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dérangent  pas  la  symétrie  des  calculs  de  Jacobi.  Chaque  sys- 
tème différentiel  des  caractéristiques  prend  la  forme  d'un  sys- 
tème canonique  d'équations  différentielles  totales. 

16.  Lalesco  (Bucarest),  Sur  les  solutions  analytiques  de  Téqua- 

lion  —5  =  --  •  —  L'auteur  fournit  une  étude  qui  permet  d'éta- 
blir la  formule  de  Fourier  pour  toutes  les  solutions  analytiques  de 
l'équation  considérée. 

17.  VoLTERRA  (Rome),  Sopra  il  metodo  délie  inimagini  nelle 
equazioni  del  tipo  iperbolico.  —  L'auteur  se  reporte  à  une  note 
publiée  dans  les  «  Proceedings  of  the  London  Mathematical 
Society  »  (1904),  et  dans  les  «  Lezioni  di  Stocolma  »  et  montre  que 
le  principe  des  images  peut  s'appliquer  à  l'équation  fondamentale 
à  trois  variables  du  type  hyperbolique. 

18.  Zbrvos  (Athènes),  Sur  la  correspondance  entre  les  théories 
d'intégration  des  équations  aux  dérivées  partielles  du  premier 
ordre  et  l'intégration  des  systèmes  de  Monge.  —  L'auteur  fait 
observer  comment  dans  certains  cas  particuliers  on  peut  faire 
correspondre  aux  théories  d'intégration  des  équations  aux  déri- 
vées partielles  des  théories  relatives  à  l'intégration  d'un  système 
de  Monge. 

19.  E.-G.  MooRE  (Chicago),  On  a  form  of  gênerai  Analysis  with 
application  to  diflerential  and  intégral  Equations.  —  Deux  prin- 
cipes de  généralisation,  dont  l'un  consiste  à  adjoindre  un  para- 
mètre. Application  aux  équations  intégrales  linéaires  et  aux  équa- 
tions diff"érentielles  linéaires. 

20.  Fredholm  (Stockholm),  Les  intégrales  de  Fourier  et  la  théo- 
rie des  équations  intégrales  linéaires. — L'auteur  attire  l'attention 
sur  le  fait  qu'il  existe  une  classe  d'équations  intégrales  de  deuxième 
espèce  dont  la  solution  est  une  fonction  multiforme  de  laquelle 
dérivent  toutes  les  équations  intégrales  de  première  espèce  que 
Ton  peut  résoudre  avec  la  méthode  des  intégrales  de  Fourier. 

21.  Adhbmar  R.  d'  (Lille),  Sur  les  équations  intégrales  de  MM. 
Fredholm  et  Volterra.  —  L'auteur  montre  la  nécessité  d'intro- 
duire les  «  parties-finies  »  des  intégrales  infinies  dans  les  pro- 
blèmes de  Volterra.  Il  traite  un  problème  un  peu  plus  général 
que  celui  de  Volterra  et  Lalesco  avec  la  méthode  des  approxima- 
tions successives  et  il  étudie  la  nature  analytique  des  solutions. 

22.  Orlando  (Rome),JSulla  risoluzione  délie  equazioni  integrali. 
—  L'auteur  expose  une  méthode  de  résolution  de  certaines  équa- 
tions intégrales,  puis  il  étudie  le  cas  général  à  l'aide  de  la  mé- 
thode des  approximations  successives. 

23.  De  Dondbr  (Bruxelles)  adresse  un  mémoire  sur  les  inva- 
riants intégraux. 

24.  Pascal  (Xaples),  Sulla  nuova  teoria  délie  forme  diff^erenziali 
di  ordine  e  grado  qualcunque.  —  M.  Pascal   présente  un  résumé 
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des    principaux    résultats    qu'il    a   obtenus    par   cette    nouvelle 
théorie. 

25.  Stéphanos  Athènes  ,  Sur  une  extension  de  la  théorie  des 
covariants  et  invariants  de  formes  binaires.  —  L'auteur  expose 
diverses  propriétés  de  ces  expressions  et  montre  leur  importance 
dans  la  résolution  de  différents  problèmes  algébriques. 

26.  MoNTEssL's  R.  de  Lille  ,  Sur  les  relations  de  récurrence  à 
trois  termes.  —  L'auteur  cherche  à  démontrer  le  théorème  de 
Poîncaré  en  substituant  une  relation  de  récurrence  à  coefficients 
constants  à  la  relation  de  récurrence  à  coefficients  variables  qu'il 
introduit  dans  la  question. 

27.  PucciANo  S.  Demetrio  Corone  ,  Contributo  alla  critica  di 
alcune  question!  che  si  riattaccano  alT  equazione  differcnziale  di 
Laplacc.  —  L'auteur  examine  entre  autres  les  conditions  suffi- 
santes auxquelles  est  soumise  rinlégration  de  Téquation  différen- 
tielles aux  dérivées  partielles  du  premier  ordre  et  qui  sont  suffi- 
santes pour  intégrer  l'équation  différentielle  de  Poisson. 

28.  Capelli  Xaples.,  Sopra  i  coefficienti  degli  sviluppi  délie 
funzioni  algebriche.  —  L'auteur  donne  quelques  développements 
des  résultats  qu'il  a  obtenus  et  qui  se  trouvent  dans  les  «  Rendi- 
conti  de  l'Académie  de  Xaples    1907  . 

29.  XiccoLETTi  Pise  ,  Riduzione  a  forma  canonica  di  un  fascio 
di  forme  bîlineari  e  quadratiche.  —  Exposé  des  lignes  fondamen- 
tales d'un  théorème  de  Weierstras  sur  l'équivalence  de  deux  fais- 
ceaux de  formes  bilinéaires  dont  le  déterminant  n'est  pas  identi- 
quement nul,  en  considérant  en  particulier  le  cas  des  faisceaux  de 
formes  symétriques. 

30.  KuBixi  Gènes  ,  Sulla  tcoria  dei  gruppi  discontinui.  —  L'au- 
teur donne  (juelques  généralisations  concernant  les  groupes  qui 
transforment  en  elles-mêmes  une  région  quelconque  et  les  courbes 
de  transformations  conformes,  puis  il  assigne  une  méthode  qui 
dans  cha({ue  cas  peut  servir  à  reconnaître  la  discontinuité  propre 
des  groupes  linéaires  à  un  nombre  quelconque  de  variables. 

31.  Dickson  Chicago  ,  adresse  une  Xote  intitulée  :  On  the  last 
theorem  of  Fermât. 

32.  B.  Levi  (Cagliari  ,  Sopra  la  equazione  indeterminata  del  3* 
grado.  —  L'auteur  s'occupe  de  la  détermination  de  solutions  ra- 
tionnelles de  l'équation  indéterminée  du  3'"^  degré  à  Taide  des 
procédés  rationnels  et  en  partant  des  solutions  rationnelles  con- 
nues. 

33.  Frattim  (Rome),  La  nozione  di  indice  e  l'analisi  indeter- 
minata dei  polinomi  interi.  —  Après  une  courte  introduction  l'au- 
teur définit  r  indice  d'un  binôme  irrationnel  et  donne  une  règle 
pour  sa  détermination.  11  termine  par  quelques  applications. 

34.  Severixi  Catania)^  Sulle  successioni  infinité  di  funzioni 
analitiche.  —  L'auteur  rappelle  les  recherches  faites  dans  ce  do- 


Digitized  by 


Google 


CHRONIQUE  241 

maine  suivant  la  direction  donnée  par  Cauchy  et  Rieniann,  puis 
il  les  examine  ensuite  au  point  de  vue  de  la  théorie  de  Weier- 
strass. 

35.  Zaremba  (Cracovie),  Sur  le  principe  de  Dirichlet.  —  M. 
Zaremba  remplace  le  problème  de  Dirichlet  par  un  autre  plus 
général  qu'il  appelle  problème  transformé  et  il  montre  que  la  théo- 
rie du  principe  de  Dirichlet  et  les  questions  qui  s'y  rattachent 
résultent  simplement  de  la  théorie  du  problème  transformé. 

36.  BoGGio  (Turin),  Sulla  risoluzione  di  una  classe  di  equazioni 
algebriche  che  si  presentano  nella  matematica  finanziaria  ed  attua- 
riale.  —  L'auteur  appelle  l'attention  des  analystes  sur  la  résolu- 
tion des  équations  algébriques  dans  lesquelles  tous  les  coelTicienls 
sont  positifs,  sauf  le  terme  connu  qui  est  négatif. 

37.  AuTOXNE  (Lyon),  adresse  un  mémoire  sur  les  fonctions  homo- 
gènes d'une  variable  hypercomplexe. 

Section  II  :  Géométrie. 

Présidents  :  MM.  Bianchi  et  Segre.  —  Ont  en  outre  été  appelés 
à  la  présidence  :  MM.  Zeuthen,  Darboux,  Xoethcr,  D'Ovidio, 
Schur. 

Secrétaires  :  MM.  De  Franchis  et  Amoroso. 

17  communications,  réparties  sur  4  séances. 

1.  Andrade  (Besançon  ,  l^e  théorème  d'Ampère-Stokes  et  le  pos- 
tulatum  d'Euclide.  —  ï^e  théorème  d'Ampère-Stokes  sur  le  vec- 
teur tourbillon  est  susceptible  d'une  extension  non-euclidienne  ; 
après  avoir  justifié  cette  remarque  l'auteur  en  montre  l'applica- 
tion suivante  :  la  cinématique  des  vecteurs  caractérise  immédia- 
tement l'espace  euclidien  par  la  forme  cartésienne  de  son  ds'^  sa- 
voir ds^  =z  da:^  +  dy^  -\-  dz^. 

2.  Varicak  (Agranii,  Beitragzur  nicht-euklidischen  analytischen 
Géométrie.  —  Exposé  de  quelques  applications  à  la  Géométrie 
analytique  de  Lobatschefsky. 

3.  Zeuthen  (Copenhague),  Un  exemple  d'une  correspondance 
sans  «  Werthigkeit  ».  —  Ktude  basée  sur  la  détermination  des 
«  points-pinces  »  d'une  certaine  surface  réglée. 

4.  Montesano  (Naples),  Sui  complessi  bilineari  di  coniche  nello 
spazio.  —  L'auteur  fait  un  exposé  des  complexes  qu'il  a  étudiés 
et  montre  comment  ils  se  rattachent  à  ceux  de  Humbert. 

5.  Severi  (Tivoli),  Di  alcuni  recenti  résulta ti  nella  geometria 
algebrica  e  di  qualche  problema  ad  essa  collegato.  —  Après  avoir 
rappelé  les  résultats  concernant  les  intégrales  simples  apparte- 
nant à  une  surface  algébrique,  il  considère  la  cause  d'irrégularité 
d'un  système  linéaire  liée  à  l'irrégularité  de  la  surface. 

6.  Bagxbra  JMessine),  Sopra  le  equazioni  algebriche  f  (.t-,  y,  z) 
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=  O  che  si  possono  risolvere  con  .r,  ^,  z.   funzioni  meromorfe 
quadruplamente  periodiche  de  due  paramètre 

7.  De  Franchis  (Parme),  Intorno  aile  superflcie  regolari  di  gé- 
nère a  no  che  ammettono  iina  rappresentazîone  parametrica  me- 
diante  funzioni  iperellittiche  di  due  .argomenti.  —  Exposé  des 
méthodes  permettant  la  construction  des  surfaces  hyperelliptîques 
et  étude  d'un  cas  particulier. 

8.  Rados  (Budapest],  Ueber  Wendetangentenebenen  vonRaum- 
kurven.  —  L'auteur  expose  le  critère  de  rexistence  des  plans  tan- 
gents d'inflexion  pour  les  courbes  gauches  dans  l'espace  ordinaire 
et  dans  les  espaces  de  dimensions  supérieures. 

9.  BiANCHi  Pise),  Sulle  trasformazioni  di  Darboux  délie  superflci 
di  area  minima.  —  C'est  une  étude  des  transformations  basée  sur 
les  travaux  de  MM.  Darboux  et  Guichard.  Les  transformations 
ainsi  obtenues  pour  la  démonstration  des  paraboloïdes  ne  sont 
qu'un  cas  particulier  des  transformations  des  surfaces  applicables 
sur  les  quadriques.  I/auteur  indique  un  problème  plus  général 
dont  la  solution  parait  désirable. 

M.  Darboux  ajoute  quelques  remarques  et  signale  quelques  ré- 
sultats nouveaux. 

10.  Pannelli  Rome),  Sopra  un  carattere  délie  varieta  algebri- 
che  a  tre  dimensioni.  —  L'auteur  montre  que  le  genre  Jacobien 
d'une  droite  donnée  ne  dépend  pas  du  choix  de  cette  droite  et 
qu'il  constitue  par  conséquent  un  invariant  relatif  à  la  variété. 

11.  DiNGELDEY  Darmstadt),  Zur  Erzeugung  der  Kegelschnitte 
nach  Braikenridge  und  Maclaurin.  —  Le  conférencier  examine  le 
mode  de  classification  des  éléments  qui  servent  h  la  génération 
des  sections  coniques  selon  Braikenridge  et  Maclaurin. 

12.  FiNSTERBUscH  (Zwickau),  Ueber  Erweiterung  eines  Schlies- 
sungsproblems  von  J.  Steiner  und  ihre  Beziehungzur  Gauss'chen 
Théorie  Zentrierler  Linsensysteme.  —  L'auteur  donne  deux  ex- 
posés d'un  problème  de  Steiner  avec  une  application  à  la  théorie 
des  lentilles. 

13.  Gallucci  (Naples),  Su  la  configurazione  armonica. 

14.  Bruckn'er  (Bautzen),  Bemerkungen  zur  Morphologie  der 
aussergewôhnlichen  Polyeder  erlîlutert  durch  die  Sechsflache.  — 
Aperçu  des  principes  de  la  division  en  classes  des  polyèdres 
irréguliers  et  méthode  principale  pour  la  génération  de  ces 
formes. 

15.  Brouver  (Amsterdam),  Une  théorie  des  groupes  finis  et  con- 
tinus indépendante  des  axiomes  de  Lie.  —  Elle  est  basée  sur  la 
prépondérance  biuniforme  et  continue  des  courbes. 

16.  TziTZBiCA  (Bucarest),  Sur  une  nouvelle  classe  de  surfaces. 

17.  Pfeiffer  (KiefT),  Du  développement  des  fonctions  algébri- 
ques de  deux  variables  indépendantes  en  séries  entières  des  va- 
riables indépendantes. 
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Section  III. 

Section  III  A  :  Mécanique  et  Physique  mathématique. 

Présidents  :  MM.  Pizzelii,  Levi-Civita,  Luiggi.  —  Ont  en  outre 
été  appelés  à  la  présidence  :  MM.  Volterra,  G.-II.  Darwin,  Lia- 
pounofT,  Wangerin,  Hadamard. 

Secrétaires  :  MM.  Gianfranceschi,  E.  Levi,  Boggie. 

25  communications,  réparties  sur  6  séances. 

t.  G. -H.  Darwin  (Cambridge),  The  rigidity  of  the  earth.  — 
Etude  historique  et  critique  des  principaux  travaux  sur  la  rigidité 
de  la  terre  en  rapport  avec  le  phénomène  des  marées  ;  Fauteur 
examine  tout  particulièrement  les  travaux  de  Laplace  et  de  f.ord 
Kelvin. 

2.  Lamb  (Manchester),  The  flexure  of  narrow  Beams. 

3.  Lauricblla  (Catania),  SulF  equazione  J^'^  V  =  O  e  su  alcune 
estensioni  délie  equazioni  deir  elasticita.  —  L'auteur  part  de  sa 
récente  démonstration  de  Téquation  :  J^  \  =:  O  et  présente  une 
généralisation  pour  des  valeurs  données  au  contour  de  la  fonc- 
tion inconnue  et  de  ses  dérivées  normales  des  N —  1  premiers 
ordres.  11  envisage  encore  d'autres  équations  plus  générales. 

4.  SoMiOLiANA  (Turin),  Sulle  deformazioni  elastiche  non  rego- 
lari.  —  L'auteur  commence  par  démontrer  l'existence  possible  de 
déformations  élastiques  satisfaisant  aux  conditions  établies  par 
Weingarten  et  non  pas  à  celles  de  Volterra  et  que  de  telles  défor* 
mations  ne  sont  possibles  que  dans  les  corps  simplement  con- 
nexes. D'après  une  conception  du  professeur  Morera  il  énonce 
une  théorie  possible  de  la  tension  des  larmes  hataviques. 

5.  M.  Abraham  (Berlin),  Zur  Théorie  der  Wirbelstrombremsen. 
—  Etude  basée  sur  l'électrodynamique  de  Hertz.  L'auteur  cherche 
jusqu'à  quel  point  la  dépendance  de  la  force  freinante  à  la  vitesse 
peut  être  déterminée  théoriquement. 

6.  J.  Andraob  (Besançon),  Nouvelle  méthode  pour  la  mesure  du 
frottement.  —  L'auteur  construit  une  roue  pendule  de  grandes 
dimensions  qui  produit  par  une  même  pression  systématique  deux 
frottements  de  moments  différents,  et  par  la  comparaison  de  deux 
expériences  il  déduit  des  extinctions  des  amplitudes  le  coefficient 
de  frottement  après  élimination  de  TefTet  de  roulement. 

7.  KoRN  (Munich),  Ueber  die  universellen  Schwingungen  der 
Materie  mit  Anvendungen  auf  die  Théorie  der  Gravitation  und 
der  intramolekularen  Krâfte.  —  Après  une  courte  exposition  des 
fondements  de  la  théorie  des  vibrations  universelles  (vibrations 
propres  aux  particules  faiblement  compressibles,  immergées  dans 
un  milieu  incompressible)  Fauteur  définit  la  vibration   de  pulsa- 
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tion  nécessaire  pour  expliquer   la   gravitation  comme  étant  une 
vibration  fondamentale  des  vibrations  universelles. 

8.  Levi-Civita  (Padoue),  Sulla  espressione  asintotica  dei  poten- 
ziali  ritardati".  —  l/auteur  étudie  le  caractère  de  dépendance  fonc- 
tionnelle qui  complique  singulièrement  le  maniement  des  poten- 
tiels retardés. 

9.  Garbasso  (Gènes,,  La  luce  bianca.  —  Ktude  du  spectre  nor- 
mal d'une  vibration  amortie.  D'accord  avec  les  expériences  de 
Zelinder  et  en  opposition  avec  la  théorie  de  Carvallo  il  cherche  à 
établir  que  ce  spectre  est  continu. 

10.  Greexhill  (Londres I,  Geometry  of  motion  of  a  spinning 
top.  —  Méthode  pour  désigner  une  famille  de  courbes  hodogra- 
phes  de  Therpolodie  de  Poinsot  en  employant  Tellipse  focale  d'un 
hyperboloïde  déformable  et  une  tangente  génératrice  pour  la 
détermination  de  Tangle  absidal  et  des  inclinaisons  limites  des 
axes. 

il.  SoMMERFELD  (Munichi,  adresse  une  Note  intitulée  :  F^eitrSge 
zur  Erklârung  der  turbuleuten  Fliissigkeitsbewegungen. 

12.  Bo(iGio  (Turin  1,  Sopra  alcuni  teoremi  di  fisica  matematica. 
—  Etude  des  applications  aux  problèmes  de  la  Physique  mathé- 
matique des  intégrales  des  équations  indéfinies  aux  limites. 

13.  BoccARDi  (Turin,  Sur  une  nouvelle  équation  dans  les  obser- 
vations des  passages.  —  L'auteur  explique  les  observations  et  les 
faits  qui  l'ont  conduit  à  établir  une  table  (ju'il  appelle  «  équation 
de  transparence.  » 

14.  J.  x\ndrade  'Besançon),  Synchronisation  par  le  fer  doux.  — 
I^a  méthode  d'approximations  successives  de  M.  Picard  a  permis 
à  l'auteur  d'affirmer  la  stabilité  du  phénomène  de  synchronisation 
et  de  l'étendre  à  des  mouvements  à  peu  près  pendulaires  amortis 
par  une  résistance  //  peu  près  proportionnelle  à  la  vitesse.  Dans  la 
synchronisation  par  le  fer  doux  il  n'y  a  plus  de  force  synchroni- 
sante périodique  à  proprement  parler  et  pourtant  la  méthode  de 
M.  Picard  et  la  notion  des  substitutions  répétées  combinées  per- 
mettent d'expliquer  encore  ici  le  phénomène  de  la  synchronisa- 
tion. 

15.  Genesk  (Aberyswythi,  The  Method  of  reciprocal  polars  ap- 
plied  to  Forces  in  Space.  —  Extension  à  l'espace  des  conclusions 
d'une  Note  précédente  sur  les  polaires  réciproques  en  statique 
publiée  dans  les  «  Proceedings  of  the  London  Mathematical 
Society.  » 

10.  Macfarlaxe  (dhatham,  Canada)  adresse  un  mémoire  intitulé  : 
On  the  square  of  llamiltons's  delta.  —  Etude  de  cette  expression 
en  coordonnées  polaires. 

17.  Tedoxe  (Génesi,  Sopra  il  problema  di  Lamé.  —  Détermina- 
tion de  certains  systèmes  triples  orthogonaux  de  surffices  de 
rotation. 
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18.  G.-H.  Brvan  (N.  Wales),  Notes" on  the  steering  of  automo- 
biles and  on  the  balancing  of  ships.  —  L'auteur  examine  les  con- 
ditions géométriques  qui  interviennent  dans  Tétude  du  glissement 
latéral. 

19.  PoYXTiNG  et  Barlow  (Angleterre), The  momentum  of  a  beam 
of  light.  —  L'étude  de  la  pression  de  radiation  sur  un  plan  mo- 
bile révèle  l'existence  d'une  composante  tangentielle  lorsque  le 
faisceau  tombe  obliquement  sur  une  surface  absorbante. 

20.  KoLosoFF  (Jurserff),  Sur  le  problème  plan  dans  la  théorie 
d'élasticité.  —  Etude  d'un  nouveau  moyen  permettant  d'obtenir 
diverses  solutions  du  problème  plan  de  la  théorie  d'élasticité. 
Elle  a  été  suivie  de  remarques  de  MM.  Runge,  Boggio,  Volterra 
et  Hadamard. 

21.  Marcolongo  (Naples),  Per  l'unificazione  délie  notazioni  vet- 
tororiali.  —  MM.  Burali-Forti  et  Marcolongo  ont  publié  dans  les 
«  Rendiconti  di  Palermo  »  (1907-1908),  une  série  d'articles  sur 
cette  importante  question.  M.  Marcolongo  résume  leurs  proposi- 
tions qui  sont  basées  sur  les  deux  principes  suivants  : 

I.  Les  notations  fondamentales  du  système  minimum  vectoriel 
ne  doivent  pas  être  en  contradiction  avec  celles  des  systèmes  plus 
amples  de  Môbius,  Hamilton,  Grassmann. 

II.  Les  opérations  doivent  être  conformes,  autant  que  possible, 
à  des  lois  formelles  similaires  à  celles  qui  sont  universellement 
connues  des  analystes. 

Les  propositions  sont  au  nombre  de  cinq  : 

1°  Selon  Grassmann,  Hamilton,  Bellavitis,  Môbius  on  propose 
d'indiquer  le  s^ecteur  de  A  à  B  par  B-A  (différence  de  deux  points). 
Dans  certains  cas  comme  cela  arrive  souvent  en  Physique  mathé- 
matique, on  peut  indiquer  un  vecteur  par  une  seule  lettre,  et 
selon  Heaviside,  se  servir  de  caractères  gras  a,  b,  etc. 

2°  La  grandeur  ou  module  du  vecteur  B-A  ou  a  est  indiquée  par 
mod.  a  suivant  Argand  et  Cauchy. 

.T  La  somme  d'un  point  et  d'un  vecteur,  la  somme  ou  la  diffé- 
rence de  deux  vecteurs,  le  produit  d'un  nombre  réel  par  un  vec- 
teur sont  indiqués,  selon  Grassmann  et  Hamilton,  respective- 
ment par 

A  +  a,    a  +  b,    ma. 

4**  Selon  Grassmann,  Somoff,  Resal,  le  produit  intérieur  ou  sca- 
laire des  vecteurs  a  et  b  est  indiqué  par  a  X  b  (et  se  lit  a  sca- 
laire b)  ;  le  produit  extérieur  ou  ^>ectoriel  serait  exprimé  par  la 
notation  nouvelle  a  A  b  (qui  se  lit  a  vecteur  b). 

5°  D'après  Maxwell,  Riemann-Weber,  Clifford,  Lorentz,  Ferra- 
ris,  on  indiquera  le  gradient  d'un  nombre,  la  rotation  et  la  diver- 
gence d'un  vecteur  u  par  la  notation 

grad.  u,     rot.  u,     div.  u. 
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Les  auteurs  avaient  eu  soin  d'envoyer  leurs  propositions  à  tous 
ceux  qui  s'occupent  habituellement  de  calculs  vectoriels,  aussi 
s'attendait-on  à  une  discussion  immédiate.  Faute  de  temps  celle- 
ci  n'a  pu  avoir  lieu.  Il  eut  pourtant  été  intéressant  et  utile  d'avoir 
tout  au  moins  un  premier  échange  de  vues  sur  ce  projet  de  nota- 
tion. Sur  la  proposition  de  M.  Hadamard,  qui  présidait  la  séance, 
la  section  a  décidé  de  demander  au  Congrès  de  nommer  une  Com- 
mission internationale  pour  l'unification  de  la  notation  vectorielle. 
On  a  vu  plus  haut  que  cette  proposition  a  été  adoptée  et  que  le  Co- 
mité du  Congrès  a  été  chargé  de  former  cette  Commission.  Celle- 
ci  sera  nécessairement  formée  des  représentants,  non  pas  des  dif- 
férentes nations,  mais  des  différentes  écoles.  Au  moment  où  le  cal- 
cul vectoriel  pénètre  de  plus  en  plus  dans  les  sciences  appliquées, 
le  besoin  d'une  unification  de  la  notation  s'impose  chaque  jour 
davantage. 

22.  PizzETTi  (Pise),  SuUa  riduzione  délie  latitudini  e  délie  longi- 
tudinifal  livello  del  mare. 

23.  Casazza  (Milan),  Nuove  deduzioni  nella  teoria  délia  compo- 
sizione  dei  noti.  —  L'auteur  expose  des  critiques  personnelles  sur 
la  théorie  physique  de  la  composition  des  mouvements. 

24.  Beljankin  (Kielf),  Exemple  d'une  force  centrale  telle  qu'un 
point  matériel  peut  décrire  une  courbe  de  deuxième  ordre. 

25.  StOrmer  (Christiania),  Sur  les  trajectoires  des  corpuscules 
électrisés  dans  le  champ  d'un  aimant  élémentaire,  avec  applica- 
tion aux  aurores  boréales.  —  Dans  cette  conférence  qui  a  eu  lieu  le 
soir,  vendredi  10  avril,  à  la  salle  de  la  Société  des  ingénieurs  et 
architectes,  l'auteur  donne  un  court  résumé  de  son  important 
mémoire  :  Sur  les  trajectoires  des  corpuscules  électrisés  dans  tes-- 
pace  sous  l'action  du  magnétisme  terrestre  avec  application  aux 
aurores  boréales,  paru  dans  les  «  Archives  de  Genève  »  (juillet- 
octobre  1908). 

Il  fait  voir  comment  on  est  conduit  tout  naturellement  à  Tétude 
des  trajectoires  en  question  quand  on  veut  déduire  par  l'analyse 
mathématique  les  conséquences  de  l'hypothèse  physique  de  M. 
Berkeland  que  les  aurores  boréales  et  les  perturbations  magnéti- 
ques sont  dues  à  des  corpuscules  électrisés  venant  de  l'espace 
cosmique  vers  la  terre.  La  solution  du  problème  de  trouver  les  tra- 
jectoires présente  de  très  grandes  difïicultés,  mais  l'auteur  avait 
réussi  soit  théoriquement,  soit  par  des  intégrations  numériques 
d'une  grande  étendue  (plus  de  5000  heures  de  travail)  à  déduire 
les  propriétés  essentielles  des  trajectoires.  Comme  conséquences 
de  cette  analyse  on  retrouve  théoriquement  toute  une  série  de 
propriétés  caractéristiques  des  aurores  boréales,  comme  les 
zones  de  fréquence  maximum,  l'apparition  dans  la  nuit,  les  rayons 
auroraux  et  les  draperies  d'aurores. 

Cette  conférence  était  illustrée  de  projections  lumineuses. 
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Section  III  B  :  Sciences  de  Factuaire  et  sciences  de  l'ingénieur. 

Sciences  de  l'Actuaire. 

Président  :  M.  G.  Toja.  M.  Quiquet  a  été  appelé  à  présider  la 
deuxième  séance. 

Secrétaires  :  MM.  P.  Michel  et  Insolera. 
12  communications,  réparties  sur  2  séances. 

1.  Toja  (Florence),  Alcune  considerazioni  sui  rapport!  tra  le  Ma- 
tematiche  e  la  Scienza  Attuariale.  —  Dans  ce  discours  d'ouver- 
ture, le  président  examine  les  rapports  entre  les  mathématiques 
et  la  science  de  Tingénieur,  il  insiste  notamment  sur  le  concept 
et  la  détermination  de  la  probabilité  à  priori. 

2.  Quiquet  (Paris),  Sur  une  nouvelle  application  des  Jacobiens 
aux  probabilités  viagères.  —  L'auteur  apporte  un  complément  à 
sa  thèse  d'actuaire  (1892)  et  à  sa  communication  au  Congrès  d'ac- 
tuaires à  New-York  (1903).  11  essaie  de  représenter  N  fonctions 
de  survie  d'ordre  n,  distinctes  ou  non,  par  un  groupe  de  n  fonc- 
tions seulement,  n  •<  N,  celles-ci  étant  identiques  entre  elles.  Il 
étudie  aussi  le  cas  particulier  où  les  N  fonctions  présentent  le 
caractère  appelé  «  Gompertzien  ». 

3.  Poussin  (Paris),  Sur  l'application  du  graphicisme  aux  calculs 
d'assurances. 

4.  Elderton,  a  comparison  of  some  curves  used  for  graduating. 

5.  BoHLMANN  (Berlin),  Ueber  die  Grundlagen  der  Wahrschein- 
lîchkeitsrechnung  in  ihrer  Anwendung  auf  die  Lebensversiche- 
rung.  —  Dans  la  première  partie,  la  partie  générale,  l'auteur  exa- 
mine les  hypothèses  et  les  théorèmes  du  calcul  des  probabilités 
sur  lesquels  se  basent  les  opérations  de  la  Théorie  des  assurances. 
L'analyse  de  la  notion  d'indépendance  des  événements  montre 
qu'il  ne  suffit  pas  pour  que  n  événements  soient  indépendants  que 
l'indépendance  soit  vérifiée  pour  deux  quelconques  de  ces  événe- 
ments ;  cette  étude  est  accompagnée  d'un  exemple.  La  seconde 
partie  est  consacrée  aux  applications  à  la  Théorie  des  assurances. 
Ici  l'auteur  montre  qu'en  raison  des  hypothèses  faites,  l'indépen- 
dance des  probabilités  de  décès  de  n  individus  a  lieu  dès  qu'elle 
est  vérifiée   pour  deux  quelconques  individus, 

6.  BoRBL  (Paris),  Sur  les  applications  du  Calcul  des  Probabili- 
tés aux  sciences  biologiques. 

7.  March  (Paris),  Une  nouvelle  statistique  internationale  de  la 
population.  Observation  sur  la  comparaison  et  sur  la  terminologie 
des  statistiques. 

8.  De  Hblgubro  (Asti),  Sulla  rappresentazioneanaliticadialcune 
statistiche. 
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9.  Lembourg  (Bruxelles),  L'actuaire^  sa  fonction  et  les  deux 
aspects  de  celle-ci. 

10.  GiNi,  La  regolarità  dei  fenomeni  rari. 

11.  Dawson  (New-York),  Necessary  cautions  in  Dealing  with 
Actuarial  Problems. 

12.  Castelli  (Rome),  SuU'insegnamento  délia  matematica  attua- 
riale  e  fînanziaria  nelle  scuole  professionali  inferiori,  medîe,  e 
superiori. 

Sciences  de  l'Ingénieur. 

Président:  M.  Luiggi.  —  M.  d'Ocagne  a  été  appelé  à  présider  la 
seconde  partie  de  la  séance. 
Secrétaire  :  M.  Parvopassu. 
()  communications,  1  séance. 

1.  LuiGGi  L.  (Rome),  Considérations  sur  les  rapports  entre  les 
sciences  mathématiques  et  l'art  de  bâtir. 

2.  Canevazzi  s.  (Bologne),  La  matematica  e  Tarte  del  costruttore 
in  Italia. 

3.  D'Ocagne  (Paris),  La  technique  du  calcul  dans  la  science  de 
l'ingénieur.  —  Importance,  au  point  de  vue  des  applications 
techniques,  des  tables  de  calculs  tout  faits.  Avantages  qu'il  y  a  à 
leur  donner  la  forme  graphique  et  plus  particulièrement  celle  de 
monogrammes  à  points  alignés. 

4.  D'Ocagne  (Paris),  Sur  la  rectification  graphique  approchée 
des  arcs  de  cercle.  —  Comparaison  d'un  certain  nombre  de 
constructions  dues  à  Snellius,  Huygens,  Macquorn  Rankine,  Van 
den  Berg,  d'Ocagne,  qui,  toutes,  fournissent  une  approximation 
du  5"'»=  ordre,  ce  qui,  pratiquement,  équivaut  à  une  construction 
rigoureuse.  Seules,  la  première  et  la  dernière  sont  réversibles, 
c'est-à-dire  permettent  de  porter  une  longueur  donnée  sur  un 
cercle  donné,  problème  non  moins  utile  à  résoudre  que  le  pro- 
blème direct  pour  les  applications  à  la  Géométrie  descriptive. 
Comparaison  des  approximations  fournies  par  ces  deux  construc- 
tions, toute  à  l'avantage  de  la  seconde  qui  ne  le  cède  d'ailleurs 
pas  à  la  première  sous  le  rapport  de  la  simplicité  du  tracé. 

5.  Claxtox-Fidler.  On  thc  Applications  of  Mathematics  to  the 
Theory  of  Construction. 

0.  SwAiN,  The  teaching  and  use  of  Mathematics  in  the  civil 
Kngineering  profession. 

Le  président  exprime  le  vœu  qu'aux  prochains  congrès  on 
donne  plus  de  développement  à  cette  section. 

Section  IV  :  Philosophie,  Histoire,  Enseignement. 

Présidents  :  MM.  Enriques,  Loria,  Vailati.  —  Ont  en  outre  été 
appelés  à  la  présidence  :  MM.  Fehr,  E.  Picard  et  Simon. 
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Secrétaires  :  MM.  Lazzeri  et  Conti. 

39  communications,  réparties  sur  5  séances. 

Publications  déposées  à  la  présidence  :  En  ouvrant  la  séance  du 
8  avril,  M.  Loria,  président,  annonce  que  la  rédaction  de  YEn^ 
seignenient  mathématique  met  à  la  disposition  des  membres  de  la 
section  des  exemplaires  des  numéros  1  et  2  de  l'année  courante, 
dont  le  premier  contient,  entre  autres  documents  importants,  le 
rapport  de  MM.  Klein  et  Gutzmer  sur  la  préparation  des  candidats 
à  renseignement  scientifique.  — A  celte  même  séance,  M.  Gutzmeh 
dépose  le  volume  :  Die  Tatigkeit  der  Unterrichskommission  der 
Gesellschaft  Deutscher  Naturforscher  u.  Aertzte  (Leipzig,  1908). 
—  A  la  séance  du  10  avril  M.  Loria  présente  au  Congrès  le  pre- 
mier exemplaire  du  4"®  volume  des  Vorlesungen  tiber  die  Ge- 
schichte  der  Mathematih,  par  M.  Cantor,  et  propose  qu'à  cette 
occasion  le  Congrès  adresse  un  télégramme  de  sympathie  au  sa- 
vant historien  des  mathématiques  (adopté  par  acclamation).  —  A 
la  seconde  séance  de  la  sous-section  d'Ilistoire,  M.  Gubler  (Zurich) 
dépose  deux  nouvelles  reproductions  de  portraits  de  Steiner, 
adressées  au  Congrès  par  M.  Bûtzberger  (Zurich)  ;  il  annonce  qu'on 
a  retrouvé  des  travaux  inédits  du  grand  géomètre  suisse.  Ils  seront 
publiés,  probablement  sous  forme  d'un  supplément  aux  œuvres  de 
Steiner,  par  les  soins  de  M.  Biitzberger  qui  les  accompagnera 
d'une  étude  biographique  *  très  complète. 

Philosophie. 

1.  Enriques  (Bologne),  Matematiche  e  Filosofîa,  discours  d'ou- 
verture. —  M.  Enriques,  en  ouvrant  la  sous-section  de  Philoso- 
phie du  Congrès,  exprime  le  vœu  que  la  discussion  amène  à 
éclaircir  les  raisons  d'ordre  sentimental,  esthétique  ou  pratique, 
qui  séparent  les  vues  des  mathématiciens.  Il  retrace  à  grands 
traits  le  développement  des  mathématiques  depuis  Torigine  de  la 
science  moderne  jusqu'à  nos  jours,  en  faisant  ressortir  le  paral- 
lélisme entre  la  conception  dominante  des  mathématiques  et  les 
traits  généraux  de  la  pensée  chez  les  philosophes  mathémati- 
ciens. C'est  ainsi  que  le  problème  cosmologique,  le  problème 
de  la  connaissance,  et  de  nos  jours  le  problème  logique  corres- 
pondent à  un  développement  de  notre  science,  où  l'on  voit  se 
séparer  successivement  les  éléments  d'expérience,  d'intuition  et 
de  logique,  qui  se  trouvaient  englobés  d'une  façon  confuse  dans 
la  conception  des  mathématiques  chez  Descartes. 

La  préoccupation  logique  actuelle  correspond  à  une  conception 


^  Suivant  une  communication  de  M.  Kiilxberger.  Steiner  a  passé  l'hiver  18't3-'«'i  :i  Rome, 
en  compagnie  de  Dirichulut,  Jacobi,  Borchardt  et  Schliifli.  En  mai  I8§4,  il  a  visité  Xaples  en 
compagnie  do  Jacobi.  —  H.  F. 


L'Enseignement  malhém.,  10*  année;  1908. 
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statique  des  mathématiques  pures,  dont  on  veut  ordonner  les  pro- 
positions en  satisfaisant  certaines  exigences  esthétiques  et  écono- 
miques de  la  pensée.  Cependant,  M.  Knriques  fait  remarquer  que 
le  développement  des  mathématiques  dans  le  dernier  siècle  ne  se 
borne  pas  à  un  travail  de  systématisation  ;  il  est  essentiel  de  re- 
connaître les  nouveaux  éléments  empruntés  à  Texpérience  et  à 
rintuition  qui  sont  venus  enrichir  les  domaines  de  notre  science.' 
Or  chez  les  travailleurs  qui  voient  dans  ces  éléments  la  source 
des  découvertes  nouvelles,  une  autre  préoccupation  philosophique 
s'ajoute  à  celle  de  la  logique,  et  c'est  ainsi  que  le  problème  psy- 
chologique prend  naissance  dans  leur  esprit. 

Le  dualisme  que  Ton  rencontre  entre  ces  deux  points  de  vue 
logique  et  psychologique  parmi  les  penseurs  mathématiciens  cor- 
respond aux  différentes  conceptions  qu'ils  se  forment  de  la  science, 
envisagée  chez  les  uns  au  point  de  vue  statique  de  la  théorie  ac- 
complie, chez  les  autres  au  point  de  vue  dynamique  de  la  genèse 
des  théories,  ou  de  leur  histoire. 

2.  IIkssenbrrg  (Bonn),  Zahlen  und  Anschauung.  —  Les  fonde- 
ments de  la  théorie  des  nombres  entiers  appartiennent  à  la  logi- 
que ;  la  construction  de  ses  éléments  est  basée  sur  Tintuition, 
puisque  ces  éléments  sont  logiquement  irréductibles.  Le  cas  est 
tout  à  fait  analogue  à  celui  de  la  géométrie,  dans  laquelle  le  sys- 
tème des  rapports  résulte  de  la  logique,  mais  non  des  éléments 
eux-mêmes. 

3.  BouTROux  (Paris),  Sur  la  relation  de  l'Algèbre  à  l'Analyse 
mathématique.  —  Au  point  de  vue  historique,  l'Analyse  mathéma- 
tique est  une  extension  de  TAlgèbre.  L'Analyse  et  l'Algèbre  sont 
pour  Newton,  Euler,  Lagrange,  des  expressions  synonymes,  la 
première  se  distinguant  de  la  seconde  en  ce  qu'elle  renferme  des 
opérations  infinies.  Kt  c'est  ainsi  qu'une  longue  tradition  nous 
fait  considérer  l'Analyse  comme  l'étude  des  expressions  algé- 
briques convergentes.  Cette  opinion  ne  semble  plus  être  soute- 
nable  aujourd'hui.  L'Analyse  n'est  pas  une  construction  ;  c'est 
l'effort  que  nous  faisons  pour  analyser  et  pour  traduire  dans  la 
langue  de  ï'Algèbre  les  lois  mathématiques.  L'Algèbre  n'est  plus 
que  l'instrument  de  l'Analyse. 

4.  Itelson  (Berlin),  Logik  und  Mathematik.  — La  relation  entre 
la  logique  et  les  mathématiques  ne  peut  être  déterminée  que  lors- 
qu'une définition  de  l'une  et  des  autres  a  été  donnée.  La  logique 
n'est  pas,  comme  on  la  définit  ordinairement,  la  science  de  la 
pensée,  elle  est,  considérée  attentivement,  la  science  des  objets  en 
général  ;  les  mathématiques  sont  la  science  des  objets  ordonnes, 

5.  Itelson  (Berlin),  Deduc(ion,  Induction  und  Perduction.  — 
ï/orateur  parle  du  nMe  de  la  déduction  et  de  l'induction  dans  les 
mathématiques.  Il  estime  que  la  démonstration  de  /z  à  /i  -|-  1  est 
appelée  à  tort  une  induction  complète  ;  elle  est  composée  de  deux 
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raisonnements,  une  induction  complète  et  une  déduction  ;  elle 
mérite  par  conséquent  un  nom  spécial.  L'orateur  propose  de  lui 
donner  l'expression  «  perduction.  » 

M.  DiCKSTEiN  interpelle  l'orateur  à  la  fin  de  la  communication 
pour  lui  demander  où  la  logique  prend  ses  postulats  en  supposant 
que  chaque  science  doive  en  avoir. 

6.  Simon  (Strasbourg),  Du  continu,  point  et  ligne  droite,  re- 
marques historiques.  —  L'orateur,  se  plaçant  au  point  de  vue 
historique,  parle  de  Galilée  et  de  Leonardo,  qui  étaient  les  pre- 
miers à  reconnaître  exactement  le  problème  du  continu  ;  il  com- 
bat ensuite  l'arithmétisati'on  du  continu  faite  par  Cantor.  Par 
contre,  il  se  déclare  d'accord  avec  les  théories  de  M.  Veronese. 
Il  applique  ensuite  deux  axiomes  de  continuité  de  Hilbert  et  fait 
ressortir  que  ceux-ci  ne  disent  réellement  rien  pour  la  géométrie 
géométrique, 

7.  Bkrnstein  F.  (Gœttingen),  Nachweis  dass  unter  allen  Bewei- 
sen  des  Pythagorâischen  Lehrsatzes  der  Beweis  des  An-Nairizi 
(900  n.  Chr.)  der  axiomatisch  einfaehste  ist.  —  L'auteur  rappelle 
que  l'un  des  traits  caractéristiques  de  la  mathématique  moderne 
est  de  mettre  en  évidence  la  nature  exacte  de  certaines  idées, 
qu'on  s'est  faites  sur  la  méthode  de  notre  science.  Par  exemple, 
on  a  pu,  grâce  aux  recherches  sur  les  fondements  de  la  géométrie, 
donner  un  sens  exact  au  concept  de  la  «  pureté  »  des  démonstra- 
tions. Dans  le  même  ordre  d'idées,  nous  définissons  la  «  simpli- 
cité axiomatique  »  d'une  démonstration,  sur  la  base  des  axiomes 
appliqués  dans  cette  démonstration.  En  prenant  comme  exemple 
le  théorème  du  Pythagore,  nous  nous  bornons  aux  démonstra- 
tions par  addition  et  prenons  comme  mesure  de  «  simplicité  axio- 
matique »  le  nombre  le  plus  petit  des  applications  de  l'axiome  de 
congruence  en  plan.  L'auteur  démontre  rigoureusement  le  théo- 
rème suivant  :  //  est  impossible  défaire  la  démonstration  sans  appli- 
quer l'axiome  de  congruence  en  plan  moins  de  six  fois. 

En  l'appliquant  sept  fois  nous  obtenons  la  démonstration  bien 
connue  de  An-Nairizi  ;  c'est  donc  une  des  plus  simples  à  notre 
sens. 

La  méthode  appliquée  ici  pour  fixer  le  sens  de  la  simplicité  la 
plus  naturelle  n'est  pas  unique.  Xous  l'avons  variée  en  divers  sens. 
C'est  bien  clair  si  l'on  observe  qu'on  peut  varier  la  base  axioma- 
tique de  la  démonstration.  L'auteur  estime  que  des  recherches 
analogues  seraient  nécessaires  dans  la  Géometrographie  créée  par 
M.  Lemoine. 

8.  Pastore  (Aoste),  Sopra  la  natura  extra-logica  délie  leggi  di 
tautologia  e  di  assorbimento  nella  logica  matematica.  —  Les  cho- 
ses principales  exposées  dans  cette  communication  se  réduisent 
en  substance  à  la  démonstration  de  la  nature  extra-logique,  c'est- 
à-dire  purement  descriptive,   des  lois  indiquées.  11  en  résulterait 

L'Enseignement  mathôm.,  10*  année;  1908.  18* 
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rintroduction  dans  la  logique  mathématique  d'un  nouveau  groupe 
de  notions  et  d'opérations. 

9.  Gallucci  (Naples),  La  questione  logica  e  gnoseologica  nei 
fondamenti  délia  matematica.  —  La  critique  des  principes  des 
mathématiques  appartient  aux  mathématiques  et  à  la  philosophie, 
d'où  un  double  point  de  vue  dans  leur  traitement  :  le  point  de  vue 
logique  et  le  point  de  vue  gnoséologique.  Après  avoir  exposé  som- 
mairement les  conséquences  de  ce  double  point  de  vue,  l'auteur 
parle  d'une  conclusion  possible  qui  pourrait  conduire  à  une  réé- 
laboration de  la  théorie  de  la  connaissance  dans  laquelle  on  tien- 
drait compte  des  récents  développements  des  principes  de  la 
science. 

10.  Broggi  (Rome),  Sui  fondamenti  del  Calcolo  délie  Probabi- 
lita.  —  L'auteur  se  propose  de  donner  une  définition  axiomatique 
de  la  probabilité,  et  de  démontrer  l'existence  d'une  classe  de 
nombres,  qui  peuvent  être  considérés  comme  probabilités  dans  le 
sens  de  cette  définition.  Sa  construction  diffère  de  celle  dont  M. 
Bohlmann  a  fait  l'objet  d'une  autre  communication  au  Congrès 
(Classe  III  B),  en  tant  qu'elle  s'appuie  sur  une  définition  d'événe- 
ments qui  suppose  la  possibilité  de  la  réduction  au  »  schéma  >»  de 
deux  ensembles  d'un  nombre  fini  ou  transfini  d'éléments. 

Dans  le  cas  d'ensembles  qui  ne  sont  pas  numérables,  et  des  pro- 
blèmes qui  les  concernent  (et  qu'on  peut  toujours  ramener  à  la 
forme  de  problèmes  géométriques)  la  détermination  de  la  proba- 
bilité reconduit  au  problème  de  la  détermination  de  la  mesure  des 
ensembles  (dans  le  sens  de  M.  Lebesgue)  et  n'est  possible  que  si 
celle-ci  l'est  de  son  cAtc. 

11*.  Casazza  (Milan),  Del  continuo  e  deilimiti  nelle  matematiche 
applicate.  —  M.  Casazza  examine  Tidée  du  continu  et  de  la  conti- 
nuité en  se  basant  sur  des  considérations  de  la  géométrie  atomi- 
que. Il  étend  ces  considérations  aux  concepts  d'espace  et  de 
temps.  Selon  lui  les  indivisibles  de  Galilée  et  de  Cavalier!,  qui 
sont  hypothétiques,  doivent  être  remplacés  par  des  indivisibles 
réels. 

12.  Brouvbr  (Amsterdam), Le potenzepossibili.  — En  examinant 
comment  il  est  possible  de  construire  un  système  mathématique, 
l'auteur  a  trouvé  qu'il  ne  peut  exister  que  trois  puissances  infi- 
nies ;  la  puissance  nombrable,  la  puissance  nombrable  incom- 
plète, et  la  puissance  continue. 

Histoire. 

13.  G.  LoRiA  (Gênes),  Le  tradizioni  matematiche  deU'Italia.  — 
Dans  son  intéressant  discours  d'ouverture  de  la  sous-section 
d'Histoire,  M.  Loria  se  propose  de  donner  un  premier  aperçu  des 
études  qu'il  a  entreprises  depuis  quelque  temps  en  vue  de  com- 
pléter r« Histoire  des  sciences  mathématiques  en  Italie  »  de  G.  Libri. 
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Il  expose  les  raisons  pour  lesquelles  Thistoire  italienne  des  ma- 
thématiques ne  doit  pas  commencer  avec  Pythagore  ou  Archimède, 
mais  avec  Leonardo  Pisano  ;  il  décrit  Tœuvre  accomplie  par  celui- 
ci  et  les  causes  pour  lesquelles  il  n'avait  pas  de  dignes  succes- 
seurs durant  trois  siècles.  Mais  avec  Luca  Paciuolo  l'Algèbre  ita- 
lienne reprend  son  véritable  chemin  ascendant  pour  arriver  à  son 
apogée  avec  Cardano,  Tartaglia  et  leurs  disciples.  L'auteur  énu- 
mère  aussi  les  contributions  que  l'Italie  a  fournies  à  la  perspec- 
tive et  spécialement  la  découverte  du  point  de  concours  faite  en 
1600  par  Guidobaldo  del  Monte.  Le  siècle  suivant,  le  XVII,  fut 
dominé  par  Galilée  et  rempli  de  ses  œuvres  et  de  celles  de  ses 
disciples  Cavalieri,  Viviani,  Torricelli,  Borelli,  etc.,  tandis  qu'au 
XVIll"*  siècle,  l'Italie  a  efFectivement  développé  les  nouvelles 
doctrines  fondées  par  Leibniz  et  Newton.  L'auteur  rappelle  les 
Manfredi,  les  Riccati,  les  Fagnano,  G.  J.  Malfatti,  Lagrange  (dont 
il  démontre  l'indiscutable  nationalité  italienne)  et  finalement 
Ruffini  qui  par  ses  études  approfondies  sur  l'insolubilité  des  équa- 
tions du  5™*  degré  a  fondé  les  bases  de  la  théorie  actuelle  des 
substitutions.  Il  rappelle  ensuite  les  historiens  à  la  tète  desquels 
se  trouve.  Cassali  avec  sa  grande  histoire  de  l'algèbre  italienne. 
Puis  il  décrit  encore  la  part  active  que  l'Italie  a  prise  au  dévelop- 
pement et  à  la  diffusion  de  la  Géométrie  descriptive,  en  citant  la 
vaste  œuvre  géométrique  qu'elle  a  accomplie  au  XIX"*  siècle  sous 
la  direction  de  Luigi  Cremona  et  il  n'oublie  pas  les  écoles  analy- 
tiques qui  fleurissent  à  la  même  époque  à  Torino,  Pavie  et  Pise. 
Après  un  rapide  aperçu  concernant  divers  autres  éminents  mathé- 
maticiens italiens,  l'auteur  signale  quelques  caractéristiques  géné- 
rales de  l'arithmétique  italienne,  en  particulier  sa  continuation 
durant  sept  siècles  et  il  exprime  la  confiance  générale  qu'il  a  en 
un  avenir  non  moins  glorieux  que  le  passé. 

14.  H.  G.  Zbuthbn  (Copenhague),  Sur  les  rapports  entre  les 
principes  anciens  et  modernes  de  la  Géométrie.  —  L'auteur  a  fait 
remarquer  que,  pour  bien  saisir  la  connexion  logique  des  différents 
groupes  de  principes,  il  faut  avoir  égard  à  leurs  différents  points 
de  départ.  Pour  les  anciens  le  continu  était  déjà  quelque  chose 
d'existant,  qu'on  représentait  géométriquement,  tandis  que  les 
modernes  n'y  parviennent  que  par  le  postulat  (tEudoxe^  fausse- 
ment appelé  à  présent  le  postulat  d'Archimède.  Il  permettait  aux 
anciens  d'établir  des  relations  entre  des  quantités  incommensu- 
rables, et  de  calculer  des  aires  et  des  volumes  qu'on  ne  peut  dé- 
composer en  parties  égales.  Pour  calculer  aussi  les  lignes  et  les 
surfaces  courbes,  Archimède  a  fait  usage  de  postulats  semblables 
à  ceux  qu'on  prend  aujourd'hui  pourpoint  de  départ  de  ce  calcul, 
et  c'est  par  une  méprise  fort  étrange  qu'on  a  pris  le  premier  de 
ces  postulats  (la  droite  est  le  plus  court  chemin  entre  deux  points) 
pour  une  définition  de  la  droite  ! 
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15.  Dav.  Eug.  Smith  (New  York),  The  Ganita-Sara-Sangraha  of 
MahSvîrâcârya. —  Nous  avons  été  si  longtemps  habitués  à  consi- 
dérer Aryabhata  Brahmagupta,  et  Bîiaskara  comme  les  seuls  mathé- 
maticiens de  renom  que  l'Inde  ait  produits,  que  c'est  devenu  une 
sorte  de  postulatum  chez  nous  qu'il  n'en  a  existé  aucun  autre.  Il 
est  par  conséquent  intéressant  de  savoir  que  d'ici  à  un  ou  deux 
ans  nous  aurons  une  traduction,  par  le  professeur  Rangacharya  de 
Madras,  du  grand  Ganitade  Mâhâvîrâcârya,  qui  a  écrit  à  Mysore  en 
Tan  850  environ.  Parmi  les  caractères  intéressants  de  cet  ouvrage  se 
trouvent  la  sommation  des  séries  au-delà  d'un  certain  terme  fixe, 
une  erreur  relative  à  la  signification_de  a  :  o,  plusieurs  problèmes 
comprenant  le  cas  jr  — {  b  x  -^  c  yj x  -|-  «)  z=  o,  et  de  nombreuses 
formes  d'équations  indéterminées  comprenant  le  cas 

ax  +  ôy  -|-  cz  +  dw  =.  py  ^  a  =  g. 

Cet  ouvrage  jetera  peut-être  du  jour  sur  l'origine  des  connais- 
sances de  Bhaskara,  sur  les  relations  des  mathématiques  grecques 
et  hindoues,  sur  les  rapports  des  écoles  de  Pataliputra  et  Ujjain 
avec  celle  de  Mysore,  et  certainement  sur  la  nature  de  l'algèbre 
hindoue  et  sur  l'époque  où  Al-Khowarazmi  écrivait  à  Bagdad. 

16.  P.  DuHEM  (Bordeaux),  Sur  la  découverte  de  la  loi  de  la  chute 
des  graves.  —  La  loi  de  la  chute  des  graves  a  été  énoncée  d'une 
façon  exacte  par  Leonardo  da  Vinci.  Mais  l'idée,  d'une  façon  un 
peu  confuse,  se  trouve  dans  Albert  de  Saxe,  en  1341.  Il  dit  que  les 
vitesses  sont  proportionnelles  aux  espaces  parcourus  ;  mais  on 
peut  comprendre  d'après  le  texte,  que  les  vitesses  sont  propor- 
tionnelles aux  temps.  (Voir  les  C,  H.  de  l'Académie  des  Sciences 
de  Paris,  4  mai,  1908.  —  H.  F.) 

17.  GiAcoMELLi  (Rome),  I  risultati  di  alcune  ricerchi  sull'opera 
meccanica  di  Galileo.  —  Après  avoir  montré  l'état  des  questions 
historiques  sur  les  deux  premières  lois  newtoniennes  du  moment, 
qui,  comme  on  sait,  sont  dues  à  Galilée,  le  conférencier  démontre 
quel  a  été  le  procédé  mental  et  expérimental  de  Galilée.  11  résul- 
terait d'abord  de  la  démonstration  que  Galilée  parvint  à  la  pro- 
position de  la  persistance  du  mouvement  en  se  servant  d'une  idée 
adoptée  par  lui  déjà  a  priori^  puis,  en  second  lieu  que  les  expé- 
riences sur  le  plan  incliné  par  lesquelles  on  croit  qu'il  a  été  mené 
«^  la  découverte  de  la  loi  d'inertie  correspondent  à  celles  qui  le 
conduisirent  aux  découvertes  de  l'indépendance  des  mouvements, 
en  troisième  et  dernier  lieu,  que  les  rapports  entre  les  deux  pro- 
codés furent  de  nature  purement  extérieurs  sans  qu'il  y  ait  entre 
les  deux  un  lien  intime  et  essentiel, 

18.  G.  PiTTARELLi  (Romc),  Luca  Pacioli  usurpô  per  se  stesso 
qualche  libro  di  Picro  de'  Franceschi  ?  —  Après  une  étude  com- 
parée très  minutieuse  entre  le  Libellus  Pétri  Pic toris  Purge nlis  de 
quinque  corporibus  regnlnribus  (codex  dans  la  bibliothèque  vati- 
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cane,  fond  urbinatj  et  les  Tractatus  primas ^  secundus,  tertius  qui 
précèdent  la  Divina  proportione  de  Luca  Pacioli,  M.  Pîttarelli 
montre  que  vraiment  celui-ci  fut  un  plagiaire. 

Il  donne  ensuite  une  brève  notice  du  Libellus,  dont  on  conclu 
que  le  peintre  Pîero  de'  Franceschi  connaissait  très  bien  la  géo- 
métrie d'Euclide,  et  savait  se  servir  de  Talgèbre  de  son  époque 
pour  résoudre  des  problèmes  de  géométrie. 

19.  G.  Pîttarelli  (Rome),  Due  lettere  inédite  di  Lagrange 
all'Abate  di  Caluso  esistenti  neirArchivio  storico  municipale  di 
Asti.  —  Le  professur  Pittarelli  a  trouvé  ces  lettres  de  Lagrange 
dans  les  Archives  d'Asti  ;  il  en  présente  les  photographies  offertes 
au  Congrès  par  la  Municipalité  d'Asti. 

20.  Emch  (Soleure),  Der  Rechenkûnstler  Winkler  und  seine  Me- 
thoden^  —  Le  grand  calculateur  suisse  J.  J.  Winklek  i1831-18î)3) 
eut  une  vie  assez  mouvementée  et  il  n*est  guère  possible  de  faire 
une  biographie  complète.  M.  Emch  est  cependant  parvenu  à  réu- 
nir un  certain  nombre  de  renseignements  biographiques  qu'il  fait 
suivre  d'une  étude  approfondie  de  ses  méthodes  de  calcul.  Ses 
calculs  oraux  extraordinaires  sont  cités  par  Laurent  dans  son  rap- 
port sur  Winkler  et  par  Binet  dans  son  ouvrage  sur  les  grands 
calculateurs;  ils  sont  dus  à  une  mémoire  remarquable  au 
service  de  règles  systématiques  mnémotechniques.  A  signaler  sa 
résolution  rapide  d'équations  indéterminées  du  2*  degré  à  4  incon- 
nues, sa  décomposition  d'un  nombre  de  cinq  chiffres  en  une 
somme  de  quatre  carrés,  son  calcul  du  logarithme  à  7  décimales 
d'un  nombre  de  6  à  7  chiffres.  Il  faisait  tous  ces  calculs  sans 
écrire,  aussi  doit-on  le  compter  au  nombre  des  plus  grands  cal- 
culateurs connus. 

21.  Marcolongo  (Xaples!,  Un  trattato  di  meccanica  inedito  di 
V.  de  Filippis  anteriore  alla  «Mécanique  analytique  »  di  Lagrange. 
—  De  Filippis  fut  un  des  martyrs  de  la  république  de  Partenopea 
de  1799.  Vers  1780  il  écrivit  un  traité  mécanique  dans  lequel  il 
s'efforça  de  démontrer  rigoureusement  les  principes  de  la  science. 
Cette  œuvre  est  non  remarquable  parce  qu'on  y  trouve  une 
première  tentative  de  démonstration  générale  du  principe  du 
travail  virtuel  pour  le  cas  des  systèmes  rigides,  mais  aussi  par 
l'esprit  critique  de  l'auteur. 

22.  G.  LoRiA  (Gênes),  Sur  les  moyens  de  faciliter  et  de  diriger 
les  études  de  l'histoire  des  mathématiques. —  L'auteur  rappelle  un 
article  danè  lequel  M.  EnestrOm  a  fait  valoir  la  nécessité  d'impri- 
mer une  direction  constante  aux  études  sur  l'histoire  des  mathé- 
matiques et  il  fait  remarquer  qu'il  est  urgent  de  faire  le  nécessaire 
afin  que  des  jeunes  gens  puissent  se  vouer  à  ce  genre  de  recher- 
ches. Pour  atteindre  ce  but  il  estime  qu'il  y  aura  lieu  de  composer 
un  Manuel  pour  les  recherches  sur  Vhistoire  des  mathématiquesy 
dont  le  plan  correspondrait  aux  divisions  suivantes  : 
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Chap.  I.  Généralités  sur  la  nature,  le  but  et  les  méthodes  de  la 
recherche  historique  en  général. 

Chap.  II.  Des  méthodes  employées  pour  l'étude  scientifique  de 
la  littérature;  limites  de  leurs  applicabilités  aux  recherches  sur 
révolution  d'autres  manifestations  de  la  pensée.  Les  ouvrages  de 
consultation. 

Chap.  III.  Des  différentes  directions  que  Ton  peut  suivre  datïs 
les  études  sur  l'histoire  des  sciences  en  général  et  des  mathéma- 
tiques en  particulier.  Analyse  des  principales  histoires  générales 
des  mathématiques.  Matériaux  pour  une  histoire  des  histoires 
mathématiques. 

Chap.  IV.  Recherches  sur  l'histoire  des  mathématiques  dans 
rAntiquité  et  au  Moyen  Age  ;  généralités  sur  l'étude  des  manus- 
crits, a)  Les  mathématiques  des  Grecs,  bi  Les  mathématiques  des 
Romains,  c^  Les  mathématiques  des  Orientaux,  d)  Les  mathéma- 
tiques au  Moyen  Age. 

Chap.  V.  Le  livre  imprimé  et  son  histoire.  Œuvres  complètes  des 
grands  mathématiciens  modernes.  Les  recueils  académiques  et  les 
journaux  scientifiques.  La  bibliographie  moderne  et  les  secours 
qu'elle  offre  à  l'histoire  des  mathématiques. 

En  terminant  l'auteur  exprime  le  désir  que  les  personnes  pré- 
sentes manifestent  leurs  opinions  sur  ce  projet;  mais,  malheureu- 
sement, le  temps  trop  court,  n'a  pas  permis  un  échange  d'idées. 

23.  Amodbo  (Naples),  Appunti  su  Biagio  Pelacani  da  Parma. — 
M.  Amodeo  rappelle  d'abord  un  fragment  de  M.  Moritz  Cantor 
sur  l'intérêt  que  présente  l'unique  traité  connu  jusqu'à  présent  de 
Biagio  da  Parma  et  qui  fait  partie  d'une  collection  très  rare  de 
traités  mathématiques  publiés  à  Venise  en  1505,  et  il  ajoute  que, 
ayant  eu  cette  collection  en  mains,  il  y  a  trouvé  non  seulement 
un,  mais  deux  traités  de  Biagio  de  Parme,  et  un  autre  traité  in- 
connu également,  de  Giovanni  de  Casali. 

D'après  la  lecture  des  deux  traités  de  Biagio  de  Parme  il  résulte 
que  son  nom  de  famille  doit  s'écrire  Pelicani  au  lieu  de  Pelacani. 
Celui-ci  souleva  à  Bologne  une  discussion  sur  le  choc  des  corps 
durs  qui  forme  l'objet  du  traité  qui  a  été  retrouvé. 

M.  Amodeo  résume  le  contenu  du  traité  intitulé  :  «  Tractatus  de 
latitudinibus  forarum  Blasii  de  Parma,  »  et  il  conclut  que  dans 
celui-ci  la  conception  de  Nicole  Oresme  sur  les  formes  géométri- 
ques planes  fut  beaucoup  élargie  et  compliquée  par  Biagio  Peli- 
cani en  la  faisant  dévier  du  chemin  qu'il  aurait  dû  prendre  pour 
arriver  plus  vite  à  la  conception  de  la  géométrie  analytique  de 
Descartes. 

24.  Amodko  (Naples),  Sulla  nécessita  di  formare  un  archivio  pe 
délie  scienze  matematiche. —  M.  Amodeo  montre  la  diffîculté  qu'on 
éprouve  dans  les  recherches  historiques  de  connaître  qui  a  été  le  pre- 
mier auteur  d'une  théorie  ou  d'une  proposition,  et  comment  dans  le 
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doute  l'Histoire  est  changée  en  donnant  au  développement  des 
idées  une  marche  différente  à  celle  qu'il  a  suivie  réellement.  Il 
insiste  sur  la  nécessité  de  supprimer  cette  difficulté.  11  examine 
le  développement  de  l'Histoire  des  Mathématiques  depuis  Mon- 
tucla  à  Chasles,  Libri,  et  Cantor,  et  montre  l'importance  que  Tœu- 
vre  de  Libri  a  eue  quant  aux  notices,  l'importance  de  la  CoUec- 
zîone  matematica  de  Pappus  poux  les  notes  qu'elle  a  fournies  sur 
les  œuvres  perdues.  11  conclut  par  la  nécessité  d'ordonner  le  ma- 
tériel historique;  on  y  parviendrait  en  créant  les  archives  des 
ma  thématiques . 

11  examine  ensuite  quelle  devrait  être  l'organisation  des  Archives, 
qui  seraient  publiées  par  les  soins  d'un  comité  central  avec  le 
concours  de  comités  nationaux. 

Sur  la  proposition  de  M.  Conti  la  section  d'Histoire  appuie  le 
principe  de  la  création  d Archives  des  Sciences  mathématiques  sans 
entrer  dans  le  détail  de  leur  organisation. 

Ce  serait  là  précisément  une  question  du  ressort  de  l'Associa- 
tion internationale  des  mathématiciens  dont  le  projet  de  création 
a  été  soulevé  à  Rome. 

ŒtvREs  COMPLÈTES  d'Eulek.  —  On  sait  qu'au  Congrès  de  Hei- 
delberg  on  avait  émis  un  vœu  en  faveur  de  la  publication  des 
œuvres  d'Euler.  Ce  vœu  a  été  appuyé  ces  dernières  années  à  l'oc- 
casion du  2"™*  centenaire  d'Euler,  dans  plusieurs  assemblées  de 
mathématiciens.  M.  A.  Krazer,  secrétaire  général  du  précédent 
Congrès,  parle  des  démarches  qui  ont  été  faites  depuis  quatre  ans, 
notamment  des  pourparlers  entre  la'Commission  nommée  par  les 
mathématiciens  allemands  et  la  Société  suisse  des  Sciences  natu- 
relles. 11  soumet  à  la  section  le  vœu  suivant,  qui  sera  ensuite  pré- 
senté à  l'approbation  du  Congrès  : 

«  Reconnaissant  l'importance  pour  les  mathématiques  pures  et 
appliquées  de  la  publication  des  œus>res  d'Euler^  le  Congrès  salue 
ai>ec  reconnaissance  finitiative  de  la  Société  helvétique  des  sciences 
naturelles  et  émet  le  vœu  qu'elle  obtienne  la  collaboration  des  ma- 
thématiciens des  diverses  nations  ;  il  prie  l'Association  internatio- 
nale  des  Académies  et  spécialement  les  Académies  de  Berlin  et  de 
Saint-Pétersbourg  qui  ont  compté  Euler  au  nombre  de  leurs  mem- 
bres de  prêter  leur  appui  à  cette  publication,  » 

Sur  la  proposition  de  Pittarelli  la  motion  Krazer  est  approuvée 
par  acclamation.  On  a  vu  plus  haut  dans  notre  compte  rendu  de 
la  5"*  séance  générale  que  ce  vœu  a  été  approuvé  par  Ije  Congrès 
et  que  M.  Darboux  a  pu  annoncer  que  l'appui  de  l'Association 
internationale  des  Académies  pouvait  être  considéré  comme 
assuré. 

Le  professeur  Amooeo  exprime  le  vœu  que  l'on  publie  dans  un 
avenir  prochain  les  œuvres  de  Bonaventura  Cavalieri,  L'assemblée 
approuve  ce  vœu. 
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Enseignement. 

25.  GuTZMEH  (Jena),  Ueber  die  Heformbestrebungen  auf  dem 
Gebiet  des  mathematischen  Unterrichts  in  Deutschland.  —  Le 
conférencier  envisage  les  questions  de  réforme  de  renseignement 
mathématique  en  Allemagne  dans  leur  ensemble  et  rappelle  les 
travaux  de  la  Commission  d'enseignement  de  FAssociation  alle- 
mande des  Naturalistes  et  Médecins.  Les  travaux  de  cette  Com- 
mission qui  ont  duré  trois  ans,  tendent  à  obtenir  une  évolution 
rationnelle  de  renseignement  en  débarrassant  celui-ci  de  déve- 
loppements inutiles  tels  que  des  constructions  nombreuses  con- 
cernant le  triangle.  Cette  réforme  tend,  comme  on  sait  : 

!•  à  développer  Tintuition  de  Tespace  ;  2**  à  développe^  Tidée  de 
fonction. 

M.  Gutzmer  signale  également  le  Rapport  concernant  la  prépa- 
ration scientiflque  des  maîtres  et  contenant  un  ensemble  de  vœux 
s'adressant  à  rUniversité.Une  discussion  générale  sur  cette  ques- 
tion aura  lieu  à  Cologne  au  mois  de  septembre  1908  à  la  réunion 
annuelle  de  l'Association  allemande  des  Naturalistes  et  Médecins. 

26.  BoREL  (Paris),  Les  mathématiques  dans  l'enseignement 
secondaire  en  France.  —  Après  avoir  donné  un  aperçu  des  divi- 
sions de  l'enseignement  secondaire  en  quatre  sections  A,  B,  C,  D, 
M.  Borel  rappelle  la  réforme  de  1902,  qui  a  introduit,  entre  autres, 
la  notion  de  dérivée.  Cette  introduction  a  donné  des  résultats 
satisfaisants.  En  Géométrie  des  tentatives  de  réforme  sont  encore 
à  Tordre  du  jour;  on  cherche  à  introduire  la  notion  de  mouve- 
ment, qui  est  utile  aussi  bien  à  ceux  qui  feront  des  sciences  qu'à 
ceux  qui  entreront  dans  la  pratique.  L'auteur  rend  hommage  à  la 
tentative  de  Méray. 

Suit  une  discussion  à  laquelle  prennent  part  MM.  Niewen- 
glowski,  Peano,  Pittarelli,  Marotte  et  Zeuthen.  Celui-ci  s'étonne 
avec  raison  du  peu  de  temps  accordé  aux  mathématiques  dans  les 
sections  A  et  B. 

27.  C.  GoDFREY  (Osborne),  L'enseignement  des  Mathématiques 
dans  les  écoles  publiques  anglaises  pour  garçons.  —  En  l'absence 
de  l'auteur,  M.  Vailati  présente  une  traduction  italienne  du  rap- 
port de  M.  Godfrey.  Il  définit  d'abord  le  terme  d'école  publique 
et  indique  l'organisation  de  l'enseignement  mathématique  dans 
une  école  publique.  Les  différentes  branches  de  mathématiques 
sont  généralement  enseignées  dans  une  même  classe  par  un  même 
maître.  Le  nombre  d'heures  affectées  à  l'enseignement  mathéma- 
tique en  classe  est  de  quatre  à  sept  heures  par  semaine  dans  la 
section  classique.  Pendant  les  deux  dernières  années  d'école  (17- 
19  ans)  les  élèves  donnant  les  meilleurs  résultats  pour  les  mathé- 
matiques se  spécialisent.  Les  dernières  réformes  peuvent  être 
résumées  comme  suit  :  1.  Le  côté  utilitaire  des  Mathématiques 
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est  accentué  par  Tusage  des  applications  modernes.  2.  Le  pro- 
gramme est  allégé  par  la  suppression  de  beaucoup  de  choses  sans 
valeur  et  d'intérêt  minime,  comme  la  discussion  de  certaines 
questions  financières,  de  poids  et  mesures  impossibles,  de  bien 
des  règles  particulières  en  Arithmétique,  de  théorèmes  de  Géo- 
métrie sans  utilité,  etc.  3.  On  cherche  à  donner  de  la  précision  et 
du  relief  entre  autres  par  Tusage  d'exemples  numériques  dans 
toutes  les  branches  et  par  l'introduction  de  travaux  expérimen- 
taux dans  les  laboratoires.  4.  Le  programme  de  Géométrie  a  été 
revu  afin  de  combiner  le  maximum  de  liberté  avec  la  connaissance 
d'un  certain  nombre  de  principes  fondamentaux  ;  aucun  ordre  de 
succession  type  des  théorèmes  n'est  imposé  ;  l'usage  du  dessin 
est  obligatoire.  5.  Le  programme  mathématique  a  été  arrangé  à 
nouveau  de  façon  à  introduire  de  bonne  heure  l'étude  de  la  trigo- 
nométrie plane  et  du  Calcul  et  à  renvoyer  à  plus  tard  l'étude 
approfondie  des  sections  coniques  et  de  certaines  parties  de  l'al- 
gèbre. —  M.  GiBsoN  (Glasgow),  ajoute  quelques  observations  con- 
cernant l'enseignement  dans  les  écoles  écossaises. 

28.  Dav.  EuG.  Smith  (New- York),  L'enseignement  des  mathé- 
matiques dans  les  écoles  secondaires  des  Etats-Unis.  —  Dans  cet  in- 
téressant rapport,  que  nous  reproduirons  in  e.rlenso  dans  un  pro- 
chain numéro,  le  prof.  Smith  développe  principalement  les  cinq 
points  suivants  :  1.  Les  influences  historiques  qui  ont  contribué  à 
faire  des  mathématiques  dans  l'Ouest  ce  qu'elles  sont  aujourd'hui. 
2.  L'état  actuel  du  sujet.  3.  Les  influences  actuellement  en  action 
pour  former  les  mathématiques  de  l'avenir.  4.  Quelques-unes  des 
réflexions  qui  en  résultent  pour  changer  l'état  de  choses  actuel. 
5.  Des  questions  que,  dans  un  congrès  international,  une  section 
comme  celle-ci  peuvent  étudier  avec  profit  avec  l'appui  d'une 
commission  internationale  contenant  des  représentants  des  pays 
exerçant  une  action  dirigeante  au  point  de  vue  éducatif. 

M.  Archenhold  (Treptow-Berlin)  insiste  sur  le  rôle  utile  que 
peut  jouer  une  Commission  permanente  pour  l'étude  des  questions 
concernant  l'enseignement  des  mathématiques  dans  les  établisse- 
ments secondaires.  Sur  sa  proposition,  l'assemblée  appuie  en 
principe  le  projet  de  formation  d'une  telle  commission  et  renvoie 
la  discussion  à  une  prochaine  séance. 

29.  SupPANscHiTscH  (Vienne),  L'application  des  idées  modernes 
des  mathématiques  à  l'enseignement  secondaire  en  Autriche.  — 
Dès  que  la  France  a  donné  l'exemple  de  la  réorganisation  de  l'en- 
seignement secondaire,  on  a  songé  aussi  en  Autriche  à  un  nouveau 
programme  des  mathématiques  pour  les  divers  établissements  se- 
condaires :  les  «  Gymnasien  »  et  les  «  Realschulen  ».  A  la  suite  des 
expériences  faites  dans  ce  but,  on  n'insiste  plus  sur  les  méthodes 
soi-disant  rigoureuses  employées  jusqu'à  présent  ;  on  veut,  au 
contraire,  recourir  à  l'intuition  naturelle  aussi  dans  les  parties 
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plus  difficiles.  De  cette  manière,  on  gagne  assez  de  temps  pour 
donner  aux  élèves  quelques  notions  élémentaires  des  fonctions  et 
de  la  dérivée.  A  côté  du  développement  de  l'intuition  on  n'oublie 
pas  qu'il  faut  aussi  inspirer  aux  jeunes  âmes  le  respect  de  la 
vérité,  la  première  leçon  que  Ton  peut  tirer  de  Tétude  de  la 
science,  comme  Ta  dit  M.  Tannery.  Les  expériences  dureront  pro- 
bablement encore  quelque  temps  pour  aboutir,  finalement,  à  une 
réorganisation  définitive. 

30.  Beke  (Budapest),  Ueber  den  mathematischen  Unterricht  in 
Ungarn.  —  11  ressort  du  rapport  de  M.  Beke  que  la  Hongrie  a 
remanié  entièrement  son  plan  des  études  mathématiques  de  ren- 
seignement secondaire  en  s*inspirant  des  idées  préconisées  en 
Allemagne  par  M.  Klein  et  en  Angleterre  p^ir  M.  Perry.  Les  ré- 
formes furent  introduites  à  la  suite  d'un  rapport  *  très  complet 
d'une  commission  qui  fit  une  enquête  sur  les  réformes  à  Tordre 
du  jour  dans  les  autres  pays.  Les  programmes  ont  été  simplifiés, 
on  a  introduit  des  exercices  graphiques,  la  notion  de  fonction  et 
les  notions  du  Calcul  différentiel  et  intégral,  la  fusion  de  la  Sté- 
réométrie et  de  la  Géométrie  descriptive  et  l'on  a  cherché  partout 
à  obtenir  un  lien  plus  intime  entre  la  théorie  et  les  applications 
pratiques. 

31.  Vailati  (Rome),  Su  alcuni  caratteri  degli  attuali  programmi 
per  l'insegnamento  délia  matematica  nelle  scuole  secondarie.  — 
C'est  surtout  par  la  forme  et  le  contenu  des  manuels  scolaires  et 
l'organisation  des  examens  que  les  programmes  actuellement  en 
vigueur  dans  les  établissements  secondaires  italiens  exercent  une 
fâcheuse  influence  sur  l'enseignement  des  différentes  parties  des 
mathématiques.  Ils  donnent  à  l'enseignement  de  l'Algèbre  une 
forme  trop  abstraite  ;  les  exercices  les  plus  simples  de  résolution 
d'équations  des  deux  premiers  degrés  sont  précédés  de  dévelop- 
pements théoriques  trop  longs  auxquels  les  élèves  ne  peuvent 
s'intéresser,  car  ils  n'en  comprennent  ni  le  but,  ni  l'utilité. 

Pour  ce  qui  est  de  la  Géométrie,  on  néglige  trop  de  mettre  la 
première  phase  de  l'enseignement  en  contact  intime  avec  les  exer- 
cices de  dessin  à  l'aide  des  instruments,  avec  les  procédés  de  me- 
sure et  les  vérifications  directes  des  faits  géométriques  que  les 
élèves  apprendront  plus  tard  à  expliquer  et  à  démontrer  par  la 
voie  déductive. 

On  doit  aussi  éviter  de  trop  insister,  au  début,  sur  les  démons- 
trations de  propositions  évidentes  par  elles-mêmes  et  même  sur 
les  définitions  de  concepts  trop  abstraits  pour  qu'on  puisse  les 
éclaircir  à  l'aide  d'autres  notions  générales.  C'est  un  préjugé  de 
croire  que  les  récents  progrès  de  l'analyse  logique  des  principes 
et  (les  procédés  de  raisonnement  mathématique  justifient  ou  ten- 


*  Voir  GoldKÎher,  Hoformtôrekvésck  a   mathematikai   oktatns   Tcrén,  K.  a  Magyar  Paeda- 
)(Ogia,  Budapest,  I90B. 
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dent  à  provoquer  des  modifications  des  méthodes  didactiques 
dans  le  sens  d'une  plus  grande  abstraction  ou  d'une  tendance  à 
s'éloigner  des  applications  pratiques.  C'est  précisément  l'opposé 
qui  est  vrai. 

M.  Vailati  insiste  sur  l'utilité  d'introduire  la  notion  de  dérivés 
dans  renseignement  secondaire  supérieur. 

Cet  intéressant  exposé  est  suivi  d'une  ^  courte  discussion  à 
laquelle  prennent  part  MM.  Amodeo,  Frattini  et  Vailati. 

32.  Fehr  (Genève),  Les  mathématiques  dans  l'enseignement 
secondaire  en  Suisse.  —  Après  un  exposé  sommaire  de  l'organi- 
sation générale  de  l'enseignement  secondaire  en  Suisse,  l'auteur 
montre  quelle  est  la  place  accordée  aux  mathématiques,  principa- 
lement dans  les  sections  classiques  et  techniques.  Dans  les  pre- 
mières on  accorde  généralement  quatre  heures  par  semaine  aux 
mathématiques  et  le  plan  d'étude  comprend  l'Algèbre,  la  Géomé- 
trie, la  Trigonométrie,  la  Géométrie  analytique,  la  Cosmographie. 
On  trouve  la  notion  de  fonction  dans  la  plupart  des  programmes 
par  le  fait  que  depuis  longtemps  on  enseigne  la  Géométrie  ana- 
lytique. Dans  les  sections  techniques,  ces  mêmes  branches  sont 
étudiées  d'une  manière  plus  approfondie  (six  à  huit  heures  par 
semaine,  quelquefois  même  dix  heures  dans  la  première  classe). 
On  y  enseigne  en  outre  les  éléments  de  l'Algèbre  supérieure  et 
du  Calcul  différentiel  et  intégral,  la  Géométrie  descriptive  et,  en 
général,  de  la  Géométrie  pratique. 

33.  Stbphanos  (Athènes),  l^es  mathématiques  dans  l'enseigne- 
ment secondaire  en  Grèce.  —  Le  conférencier  débute  par  un 
aperçu  historique  du  développement  de  l'enseignement  pendant 
le  XIX*  siècle,  puis  il  expose  l'organisation  actuelle  de  l'enseigne- 
ment mathématique  dans  les  établissements  secondaires. 

34.  Archenholo  (Treptovv-Berlin),  Ueber  die  Bedeutung  des 
mathematischen  Unterrichtes  im  Freien  in  Verbindung  mit 
Reformvorschlâgen  fiir  den  Lehrgang.  —  L'auteur  demande  que 
la  première  initiation  géométrique  parte  de  l'observation  en  plein 
air  et  que  l'on  fasse  usage,  le  plus  possible,  d'objets  empruntés  à 
à  la  réalité  et  non  de  modèles. 

C'est  bien  ainsi  que  l'on  procède  généralement  dans  \e  premier 
enseignement,  comme  le  fait  observer  M.  Gubler,  mais  l'auteur  a 
cependant  raison  d'insister  pour  que  cela  se  pratique  de  plus  en 
plus. 

35.  Andrade  (Besançon),  Quelques  observations  psychologiques 
recueillies  dans  les  enseignements  scientifiques  d'initiation.  — 
M.  Andrade  rapporte  quelques  observations  dans  lesquelles  il 
décrit  des  scènes  vécues  dans  l'enseignement  ou  autour  de  l'ensei- 
gnement des  sciences  des  établissements  secondaires  français. 
Observations  critiques  concernant  l'enseignement  de  la  Géométrie 
et  la  préparation  au  baccalauréat. 
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30.  CoNTi  (Bologne),  Sulla  îniziazione  aile  matematîche  e  sulla 
preparazione  matematîca  dei  niaestri  elementari  in  Italia.  —  Le 
conférencier  estime  que  les  réformes  de  renseignement  mathé- 
matique ne  doivent  pas  seulement  porter  sur  renseignement 
secondaire,  où  Ton  cherche  entre  autres  à  introduire  des  notions 
appartenant  jusqu'ici  à  TUniversité,  mais  que  Ton  doit  étendre  les 
réformes  aux  degrés  inférieurs,  en  commençant  par  l'école  enfan- 
tine et  l'école  primaire.  Il  faut  que  ce  premier  enseignement  soit 
un  acheminement  rationnel  vers  l'enseignement  secondaire.  Il  est 
urgent  de  réformer,  voire  même  d'instituer  une  initiation  mathé- 
matique rationnelle  en  se  basant  sur  les  idées  Vittorino  da  Feltre, 
FrObel,  Pestalozzi,  Herbart,  La  Chalotais,  et  tout  particulièrement 
sur  l'excellente  base  que  donne  M.  Laisant  dans  son  Initiation 
mathématique. 

Ces  réformes,  et  tout  particulièrement  la  réforme  adoptée  pour 
les  écoles  élémentaires  (loi  du  8  juillet  1904),  entraînent  néces- 
sairement une  revision  du  règlement  actuel  de  l'Ecole  normale. 
L'organisation  et  le  plan  d'études  des  écoles  normales  ne  sont  pas 
en  rapport  avec  l'importance  de  la  mission  du  maître.  Les  cri- 
tiques concernent  surtout  l'insuflisance  du  temps  consacré  aux 
Mathématiques,  des  programmes  défectueux,  la  courte  durée  du 
cours  normal,  l'organisation  imparfaite  du  stage  dans  les  écoles, 
et  la  préparation  mathématique  des  instituteurs  des  écoles  élé- 
mentaires. 

37.  Z.-G.  DE  Gàldeano  (Saragosse),  Sur  l'enseignement  des  ma- 
thématiques en  Espagne.  —  En  Espagne  la  prépondérance  litté- 
raire et  les  luttes  politiques  ont  presque  étouffé  le  développement 
scientifique  au  point  qu'aucune  école  mathématique  n'a  pu  prendre 
racine;  depuis  un  demi-siècle,  aucun  législateur  n'a  entrepris  un 
plan  d'enseignement;  celui-ci  est  resté  cristallisé.  Quelques 
savants,  au  nombre  desquels  il  faut  compter  l'auteur,  font  des 
efforts  sérieux  pour  le  développement  des  études  scientifiques.  11 
vient  de  se  constituer  une  «  Asociacion  espaîîola  para  el  progreso 
de  la  ciencias  »,  dont  la  première  réunion  aura  lieu  à  Saragosse  au 
mois  de  septembre  ou  d'octobre  1908  ;  elle  ne  manquera  pas  de 
donner  une  impulsion  au  mouvement  scientifique  espagnol. 

L'Espagne  compte  trois  Facultés  des  sciences  conduisant  jus- 
qu'à la  licence  et  celle  de  Madrid  conduisant  au  doctorat.  11  y 
a  en  outre  soixante  instituts  techniques. 

Dans  l'enseignement  de  l'Analyse,  aux  ouvrages  de  Duhamel  et 
de  Sturm,  succédèrent  ceux  de  MM.  Appell,  Goursat,  Picard,  etc. 
On  sait  que  le  conférencier  lui-même  a  écrit  un  traité  dans  lequel 
il  a  introduit  les  théories  modernes  de  Rîemann,  Weierstrass^ 
Darboux  et  de  l'Ecole  française.  En  Géométrie,  ce  sont  surtout  les 
ouvrages  de  Reye,  Fiedler,  d'Ovidio,  Lazzeri,  qui  sont  les  plus 
répandus  dans  cette  dernière  période. 
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L'enseignement  élémentaire  est  encore  trop  restreint  ;  cela  en- 
trave les  études  secondaires  et  supérieures  d'une  manière  très 
fâcheuse. 

M.  de  Galdeano  termine  par  quelques  considérations  philoso- 
phiques propres  à  contribuer  aux  progrès  de  la  science. 

38.  E.  de  Amicis  (Forli),  L'équivalenza  in  planimetria  indepen- 
daniente  dalle  proporzioni  e  dal  circolo.  —  L'auteur  démontre  le 
théorème  suivant,  en  se  basant  uniquement  sur  l'équivalence  des 
parallélogrammes  de  même  base  et  de  même  hauteur,  et  sans 
avoir  recours  à  des  propositions  et  des  propriétés  du  cercle  ou  des 
triangles  homologiques  :  Lorsque  deux  triangles  ont  les  angles 
égaux  chacun  à  chacun,  le  rectangle  ayant  pour  dimensions  un 
côté  de  l'un  et  un  côté  de  l'autre  triangle,  est  équivalent  au  rec- 
tangle ayant  pour  dimensions  les  côtés  correspondants. 

39.  Delitàlà,  La  Tetragonometria  piana  nelle  scuole  seconda- 
rie.  —  Dans  cette  communication  Tauteur  réunit  et  complète  les 
résultats  qu'il  a  obtenus  antérieurement.  11  fait  ressortir  les  appli- 
cations de  la  Tétragonométrie  à  la  Géodésie  élémentaire  et  il  estime 
qu'il  y  aurait  lieu  d'introduire  ces  méthodes  dans  l'enseignement 
secondaire. 

Commission  internationale  de  i/enseignement  mathématique.  — 
La  fin  de  la  dernière  séance  de  la  Section  IV  a  été  consacrée  à  la 
discussion  de  la  proposition  de  M.  D.-E.  Smith  tendant  à  créer 
une  Commission  internationale  pour  l'étude  des  réformes  de  l'en- 
seignement mathématique  dans  les  établissements  secondaires. 
Le  principe  ayant  été  admis  il  restait  à  examiner  le  rôle  et  la 
constitution  de  la  commission. 

M.  Smith  propose  de  nommer  un  comité  restreint  de  trois 
membres  avec  la  mission  de  constituer  la  commission  ;  ce  comité 
devrait  être  composé  de  MM.  F.  Klein,  Greenhill  et  Fehr  ;  en 
qualité  de  directeur  de  V Enseignement  mathématique^  M.  Fehr 
apporterait  le  concours  de  son  journal  qui  deviendrait  l'organe  de 
la  Commission. 

Après  une  discussion,  à  laquelle  prennent  part  MM.  Bonola, 
Smith,  Conti  ,  Fehr,  Stephanos,  Archenhold,  Castelnuovo, 
ExiUQUEs,  l'assemblée,  sur  la  proposition  de  M.  Castelnuovo, 
adopte  la  résolution  suivante  : 

La  section  /F,  ayant  reconnu  l'importance  d'un  examen  comparé 
des  méthodes  et  des  plans  d* études  de  renseignement  mathématique 
dans  les  écoles  secondaires  des  différentes  nations^  confie  ci  MM, 
Klein,  Greenhill  et  Fehr,  le  mandat  de  constituer  une  commis- 
sion internationale  qui  étudiera  ces  questions  et  présentera  un  rap- 
port (T ensemble  au  prochain.  Congres. 

On  a  vu  que  le  Congrès  a  adopté  cette  résolution  dans  sa  séance 
de  clôture. 

Clôture  des  travaux  de  la  section  iv.  —  Les  travaux  de  la  see- 
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tion  ont  été  déclarés  clos  après  un  court  discours  d'adîeu  du  pré- 
sident M.  ExRiQUEs,  et  des  paroles  de  remerciements  à  l'adresse 
du  Bureau  de  la  section  prononcées  par  MM.  Archbxhold  et  Fehr. 

Notes  finales. 

Ce  compte  rendu  sommaire  donne  un  premier  aperçu  des  ques- 
tions nombreuses  et  variées  qui  ont  été  abordées  au  Congrès  de 
Rome.  Le  volume  des  Atti  del  Congresso,  qui  paraîtra  sans  doute 
d'ici  à  quelques  mois,  permettra  h  chacun  de  lire  les  belles  confé- 
rences générales  et  d'examiner  à  loisir  ceux  des  mémoires  qui 
rintéressent  plus  particulièrement.  Mais  il  peut  constater  dès 
maintenant  que  dans  aucun  de  ses  domaines  la  science  mathéma- 
tique n'est  restée  stationnaire.  Il  remarquera  aussi  que  non  seule- 
ment elle  continue  à  rester  en  contact  avec  les  sciences  appliquées, 
mais  qu'on  s'eflbrce  de  toute  part  à  rendre  ce  contact  de  plus  en 
plus  intime.  Cette  tendance  existe  d'ailleurs  effectivement  dans 
l'enseignement  supérieur  où  l'on  tient  à  associer  toujours  davan- 
tage Içs  mathématiques  appliquées  aux  mathématiques  pures. 
Qu'il  nous  suffise  de  rappeler  ici,  à  titre  d'exemples,  les  cours 
et  instituts  de  la  Sorbonne  et  de  l'Université  de  Gœttingue. 

11  nous  a  paru  intéressant  de  grouper  les  mémoires  d'après  les 
quatre  langues  admises  aux  Congrès  des  mathématiciens. 

Langues:  iulieniif, 

Conférences  générales    2 
Section  I  12 

Section  11  7 

Section  111 A  9 

Section  111  B  5 

Section  IV  18 
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Au  premier  rang  vient  nécessairement  Tltalie,  qui  compte  actuel- 
lement tant  de  brillants  mathématiciens,  présents  au  Congrès 
dans  la  presque  totalité.  Si  Ton  compare  ensuite  les  chiffres  con- 
cernant les  trois  autres  langues,  on  voit  que  la  langue  française 
prend  le  premier  rang.  Cela  tient  non  seulement  à  ce  que  l'école 
française  était  brillamment  représentée,  mais  à  ce  que  beaucoup 
de  savants  possèdent  à  fond  cette  langue  qui  continue  à  maintenir 
son  rang  de  langue  internationale  des  Congrès.  Nous  avons  ajouté 
entre  parenthèses  les  nombres  concernant  la  nationalité  française. 

Il  convient  de  remarquer  d'autre  part  que  si  le  nombre  des 
communications  dans  les  séances  des  sections  a  considérablement 
augmenté  depuis  le  premier  Congrès,  cela  a  toujours  été  au  détri- 
ment des  discussions  d'une  importance  générale  qui  ont  leur 
place  dans  une  réunion  internationale.  Malgré  tout  l'intérêt  que 


^  Les  chitIVes  entre  parenthèses  donnent  le  nombre  des  auteurs  de  nationalité  française. 
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présentent  les  communications  individuelles  sur  tel  sujet  particu- 
lier et  le  plaisir  de  les  voir  exposées  au  tableau  noir  par  leur  au- 
teur, il  est  indispensable,  pour  le  succès  même  des  futurs  Con- 
grès, d'accorder  plus  de  temps  aux  rapports  et  discussions  au  sujet 
desquels  une  entente  internationale  parait  désirable.  Au  quatrième 
Congrès,  plusieurs  questions  de  cet  ordre  ont  été  soulevées,  mais 
inscrites  au  même  titre  que  les  communications,  elles  n'ont  pas 
pu  être  soumises  à  une  discussion  approfondie.  Celle-ci  ne  sau- 
rait du  reste  être  eflîcace  et  aboutir  à  un  résultat  que  si,  comme 
cela  se  fait  pour  la  plupart  des  Congrès,  le  rapport  ou  tout  au 
moins  le  texte  des  propositions  est  adressé  aux  congressistes  en 
temps  utile,  c'est-à-dire  au  moins  trois  mois  à  l'avance.  Sur  ce 
point  il  y  aurait  lieu  de  compléter  le  règlement  de  nos  Congrès 
internationaux. 

Parmi  les  buts  multiples  que  poursuivent  nos  Congrès,  Tun  des 
principaux  est  sans  doute  de  provoquer  des  relations  person- 
nelles, afin  de  permettre  aux  savants  qui  s'occupent  de  mêmes 
recherches  de  s'entretenir  à  loisir.  Sous  ce  rapport,  celui  de 
Rome  a  pleinement  réussi.  De  solides  amitiés  ont  été  nouées  ou 
resserrées.  Elles  constituent  à  la  fois  de  bons  souvenirs  et  de  pré- 
cieux encouragements  dans  le  travail  scientifique. 

Nous  ne  saurions  terminer  sans  réitérer  ici  nos  plus  vifs  remer- 
ciements à  tous  ceux  qui  nous  ont  facilité  la  rédaction  de  ce  rap- 
port et  tout  particulièrement  au  Secrétariat  du  Congrès  et  au 
dévoué  Secrétaire  général,  M.  Castelnuovo.  H.  Fehr. 

Congrès  scientifiques. 

Parmi  les  congrès  scientifiques  annoncés  pour  les  vacances 
1908,  nous  signalons  les  réunions  ci-après  : 

1/ Association  française  pour  l'avancement  des  sciences  se  réunira 
à  Clermont'Ferrand  du  3  au  10  août. 

\j  Association  des  naturalistes  et  médecins  allemands  tiendra  sa 
80"*  réunion  annuelle  à  Cologne^  du  20  au  26  septembre  ;  la  sec- 
tion des  sciences  mathématiques  sera  présidée  par  MM.  Schwb- 
RiNG  et  Hei>'B.  On  sait  que  l'Association  des  mathématiciens  alle- 
mands f Deutsche  Mathematiker-Vereinigung)  se  joint  chaque 
année  à  ce  congrès.  Son  comité,  qui  est  présidé  par  M.  F.  Klein, 
a  décidé  que  cette  année  les  communications  porteront  principa- 
lement sur  la  Mécanique. 

Lsi  British  association  for  the  adçancement  of  science,  aura  sa 
réunion  annuelle  à  Dublin,  du  2  au  9  septembre,  sous  la  prési- 
dence de  M.  Francis  Darwin. 

La  Société  helvétique  des  sciences  naturelles  tiendra  sa  91'"*  réu- 
nion annuelle  à  Glaris,  du  30  août  au  2  septembre. 

La  Societrï  italiana  per  il  progresso  délie  Scienze  aura  sa  2™' 
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assemblée  annuelle  en  automne,  dans  la  seconde  moitié  d'octobre^ 
à  Florence.  La  Società  italiana  di  Matematica  se  joindra  à  la  pre- 
mière pour  tenir  sa  séance  de  constitution. 

Nous  pouvons  ajouter  qu'il  se  constitue  actuellement  une  *5oc/ë^é 
espagnole  pour  le  progrès  de  la  science;  elle  tiendra  sa  première 
réunion  à  Saragosse  au  mois  de  septembre  prochain. 

Société  italienne  de  Mathématiques. 

Au  mois  de  février  1908  un  appel  a  été  adressé  aux  professeurs 
de  mathématiques  des  établissements  secondaires  et  supérieurs 
de  ritalie  en  vue  de  former  une  Société  italienne  de  mathéma- 
tiques. Les  adhésions  n'ont  pas  tardé  à  affluer  auprès  du  comité 
d'initiative;  elles  atteignent  déjà  le  beau  chiffre  de  125  (au  25  avril 
1908). 

Le  comité  d'initiative  a  formé  les  trois  commissions  suivantes  : 

1.  MM.  Amodeo,  Conti  et  Emuques  ont  été  chargés  du  projet  de 
statuts  de  la  Société  ; 

2.  MM.  Berzolar],  Bonola  et  Veneroni  ont  été  invités  à  présen- 
ter un  rapport  sur  les  propositions  de  la  Commission  royale  de 
l'enseignement  dés  mathématiques  dans  les  écoles  moyennes  ; 

3.  MM.  Certo  et  Pittarelli  présenteront  une  étude  sur  la  pré- 
paration des  candidats  à  l'enseignement  dans  les  écoles  secon- 
daires moyennes. 

La  Société  italiana  di  Matematica  tiendra  sa  première  réunion 
à  Florence,  dans  la  seconde  moitié  d'octobre. 

Nominations  et  distinctions. 

M.  Bricard,  répétiteur  de  Géométrie  et  de  Stéréotomie  à  l'Ecole 
polytechnique  est  nommé  professeur  de  Géométrie  appliquée  aux 
arts,  au  Conservatoire  des  Arts  et  Métiers  de  Paris,  en  remplace- 
ment de  M.  Laussedat. 

M.  M.Cantor  est  nommé  professeur  honoraire  de  l'Université  de 
Ileidelberg. 

M,  CooLiDGE  est  promu  professeur  adjointe  l'Université  Harvard. 

M.  IIamy,  astronome  à  l'Observatoire  de  Paris,  est  nommé  mem- 
bre de  l'Académie  des  Sciences  en  remplacement  de  M.  Janssen. 

M.  R.  RoTHE,  privat-docent  à  l'Ecole  technique  supérieure  de 
Charlottenbourg  est  nommé  professeur  de  mathématiques  à  l'Ecole 
des  Mines  de  Clausthal. 

M.  Fr.  Severi,  professeur  à  l'Université  de  Padoue,  a  obtenu  le 
prix  et  la  médaille  Guccia,  pour  ses  travaux  sur  la  Géométrie  des 
surfaces  algébriques. 

M.  J.  Weingartex  est  nommé  professeur  honoraire  de  l'Univer- 
sité de  Fribourg  (Brisg.) 

M.  P.  Stackel,  professeur  à  l'Ecole   technique   supérieure   de 
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Hanovre,  a  accepté  un  appel  qui  lui  a  été  adressé  par  l'Ecole  tech- 
nique supérieure  de  Carlsruhe. 

Nécrologie. 

M.  A.  von  BhaunmChl,  professeur  à  TEcole  technique  supérieure 
de  Munich,  est  décédé  le  9  mars  1908,  à  Tâge  de  54  ans. 

M.  le  Général  Frolow  est  décédé  à  Genève,  le  2  avril  1908. 

M.  Lorenz-Léonard  LindblOf,  ancien  professeur  à  l'Université 
de  Helsingfors,  est  décédé  le  3  mars  1908,  à  l'âge  de  80  ans. 

M.  Maschke,  professeur  à  l'Université  de  Chicago,  est  décédé  le 
2  mars  dernier. 

M.  PicciATi,  qui  venait  d'être  nommé  professeur  de  mécanique 
rationnelle  à  l'Université  de  Bologne,  est  décédé  à  Venise  le  11 
mars  1908,  à  l'âge  de  39  ans. 

M.  Wedbkind,  professeur  à  l'Ecole  technique  supérieure  de 
Carlsruhe,  est  mort  le  8  février  à  l'âge  de  69  ans. 

Nous  apprenons  d'autre  part  la  mort  de  deux  savants  professeurs 
de  l'Université  de  Leipzig  : 

M.  ScHEiBNER,  décédé  le  8  avril  1908,  à  l'âge  de  82  ans. 

M.  A.  Mayer,  décédé  le  11  avril  à  l'âge  de  (39  ans. 
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2.  Livres  nouveaux: 

R.  BoNOLAÛ  —  De  nichteilklidische  Géométrie  bistorisch-kritische  Darstellun^ 
îhrer  EntwickluDg.  Autorisierte  deutschc  Ausgabe  besorgt  von  Lirbmann 
mit  76  Figuren  ira  Text.  —  1  vol.  in-16.  244  p.  ;  5  M.  ;  G.  B.  Teuboer, 
Leipzig. 

Carlo  Bourlet.  —  Eléments  de  Géométrie.  Géométrie  plane  Géométrie 
dans  l'espace,  contenant  762  exercices.  —  1  vol.  cart.  toile  in-16,  376  p.  : 
2  fr.  50  ;  Hachette  et  O»,  Paris. 

M.  Cartor.  —  Vorlesangen  ftber  Geschichte  der  Mathemathik  miter  Mit- 
wirkung  von  V.  Bobynin,  A.  v.  Braiinmûhl,  F.  Cajori,  S.  Gùnther,  V.  Kom- 
merell,  G.  Loria,  E.  Nelto,  G.  Vivanti,  C.  R.  Wallner.  Vierter  Bond,  von 
1759  bis  1799.  —  1  vol.  broché  in-8«,  1113  p.  ;  32  M.  ;  B.  G.  Teubner, 
Leipzig. 

P.  Craistz.  —  Arithmetik  and  Algebra  znm  Selbstonterricht  II.  (Aus  Na- 
tur  und  Geisleswelt.)  —  1  vol.  cart.,  in-16,  127  p.  :  1  M.  25  ;  B.  G.  Teub- 
ner, Leipzig. 

L.  Ckelier.  —  Géométriev  cinématique  plane  :  Notice,  avec  quelques  appli- 
cations à  l'usage  des  techniciens  et  des  ingénieurs.  —  1  fascicule  in-4", 
44  p.  ;  Imprimerie  \V.  Gassmann.  Bienne. 

DentSChes  Mnsenm  von  Meisterwerken  der  Naturwissenschaft  und  Techuik, 
Mûnchen.  Fûhrer  durch  die  Sammlungen.  —  1  vol.  in-4<»,  157  p.  :  1  M.  ; 
B.  G.  Teubner,  Leipzig. 
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Encyclopédie  des  sciences  mathématiques  pares  et  appliquées.  Edition 
française  rédigée  et  publiée  d'après  l'édition  allemande  sous  la  direclion  de 
Jules  MoLK.  Tome  I  (troisième  volume)  Théorie  des  nombres:  2»ne  fascicule  : 
Théorie  arithmétique  des  formes  ;  exposé,  d'après  l'article  allemand  de 
K.  Th.  Vahlen,  Griefswald,  par  E.  Cahrm,  Paris;  p.  97  à  192-  B.  G. 
Teubner,  Leipzig;  Gauthier-Villars,  Paris. 

K.  GoLDziHER.  —  Reformtôrekvések  a  Mathematikai  oktatas  terén.  — 
1  fascicule  in-4o,  68  p.  Budapest. 

Index  du  Répertoire  bibliographique  des  sciences  mathématiques.  Nou- 
velle édition. —  1  vol.  in-4o,  110  p.  ;  H.  G.  Delsman,  Amsterdam;  Gauthier- 
Villars,  Paris. 

F.  PiETZKER.  -  Lehrgang  der  Elementar-Mathematik  in  y.wei  Stufen.  Teil  II 
Lehrgang  der  Oberstufe.  —  1  vol.  cartonné  in-4«,  442  p.  ;  4  M.  40  ;  B.  G. 
Teubner.  Leipzig. 

E.  Galois.  —  Manuscrits  de  Evariste  Galois,  publiés  par  J.  Tannery.  — 
1  vol.  broché  in-8o  67  p.  ;  Gauthier-Villars,  Paris. 

Oeuvres  de  Charles  Hermite,  publiées  par  Emile  Picard.  Tome  II.  —  1  vol. 
broché  in-8o,  520  p.  ;  18  fr.  ;  Gauthier-Villars,  Paris. 

R.  DE  MoNTEssus.  —  Leçous  élémentaires  sur  !e  calcul  des  probabilités.  — 
1  vol.  broché  in-8o,  de  VI,  191  p.,  17  figures;  7  fr.  ;  Gauthier-Villars, 
Paris. 

S.  PiNCHERLR.  —  Le^ionidiÂlgebracompIementare.  —  Parte  seconda:  Teo- 
ria  délie  erfuazioni.  —  1  vol.  broché  in-80  356  p.  ;  10  Lires  ;  Nicola  Zani- 
chelli,  Bologne. 

J.  ScHicK.  —  Barytomik.  —  1  vol.  broché,  in-80,  78  p.  ;  2  M.;  G.  Franz- 
scher  Verlag,  Munich. 

James  Byrmi:  Shaw.  —  Synopsis  ot  linear  associative  Algebra  a  report  ou 
its  natural  development  and  rcsults  reachcd  up  to  the  présent  time.  — 
1  vol.  in-4",  145  p.  ;  The  Carnegie  Institution,  Washington. 

Thèses  de  l'Université  d'Upsal  : 

TtRE  Caklbaum.  —  Contributions  à  la  théorie  des  mouvements  infiniment 
petits  d'un  gaz  hétérogène.  —  1  fascicule  in-4o.  57  p.  -.  Upsal  1907. 

Albert  Carlsson.  —   Om    itererade   funktioner   akademisk   afhandling.  — 

1  fascicule  in-4o,  70  p.  :  Upsal  1907. 
M.  G.  TôRNGuisT.  —  Linjâra  homogena  funktionalekvationer  med  intere- 

rade  substitutioner  i fiera  Variabler.  —  1  fascicule  in  8»,  43  p.  ;  Upsal  1906. 


ERRATA 
p    245.  5  lignes  à  partir  d'en  bas,  lire,  pour  le  symbole  du  produit  vec- 
toriel a  A  ^-^ 
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Chemin  de  fer  du  Nord 

De  Paris-Nord  à  Londres 

Via  Calais  ou  Boulogne. 

Cinq  services  rapides  quotidiens  dans  chaque  sens, 

VOIE  LA  PLUS  RAPIDE 


Trajet 

en  3  h.  50 

8  h.  30 

8  h. 

12  h. 

18  h. 

51  h. 

46  h. 

62  h. 

28  h. 

43  h. 

49  h. 

Services  rapides  entre  Paris,  la  Beigiqoe.  la  Hollande,  l'Alieniagne 
la  Rnssie,  le  Danemark,  la  Suède  et  la  Norvège. 

5  express  dans  chaque  sens  entre  Paris  et  Bruxelles. 

3  »  »  »  »  Paris  et  Amsterdam 
5          »            »           »            »  Paris  et  Cologne    . 

4  »  .]>  »  »  Paris  et  Francfort 
4           »            »            »            »           Paris  et  Berlin .     . 
2           »            )>            »            »  Paris  et  St-Pétersbourg, 

Par  le  Nord-Express  bi-hebdomadaire 

1  express  dans  chaque  sens  entre  Paris  et  Moscou     .     . 

2  »  s  »  »  Paris  et  Copenhague . 
2  »  »  »  »  Paris  et  Stockholm  . 
2           »            »            »            »           Paris  et  Christiania    . 

Chemins  de  fer  de  Paris-Lyon-Méditerranée. 
Voyages  internationaux  à  itinéraires  facultatifs. 

Toutes  les  gares  des  grands  réseaux  français  et  certaines  agences  de  voyages 
délivrent,  toute  l'année,  des  Livrets  de  voyages  internationaux  à  itinéraires  établis 
au  gré  des  voyageurs  et  pouvant  comporter  à  la  fois  des  parcours  : 

a)  sur  les  lignes  des  grands  réseaux  français,  des  réseaux  algériens  et  tunisiens 
et  du  réseau  corse  ; 

h)  sur  certaines  lignes  maritimes  ; 

c)  sur  les  lignes  des  Chemins  de  fer  de  l'Europe  à  l'exclusion  des  chemins  de 
fer  anglais,  espagnols,  portugais  et  russes. 

L'itinéraire  des  voyages  commencés  en  Franco,  en  Algérie,  en  Tunisie,  en  Corse 
ou  en  Italie,  doit  comporter  obligatoirement  des  parcours  étrangers.  L'itinéraire 
doit,  dans  tous  les  cas,  ramener  le  voyageur  à  son  point  de  départ. 

Parcours  minimum  taxé  :  600  kilom.  —  Validité  :  60  jours  jusqu'à  3000  kilom., 
90  jours  de  3001  à  5000  kilom.  et  120  jours  au-dessus  de  5000  kilomètres. 

Les  livrets  donnent  aux  voyageurs  la  faculté  de  s'arrêter  à  toutes  les  gares 
situées  sur  l'itinéraire. 

Les  demandes  de  livrets  internationaux  sont  satisfaites  le  jour  même  aux  gares 
de  Paris  et  de  Nice  et  dans  les  agences  de  voyages  lorsqu'elles  arrivent  à  ces 
gares  et  agences  avant  midi.  Pour  toutes  les  autres  gares,  les  demandes  doivent 
être  faites  au  moins  quatre  jours  à  l'avance.  Les  livrets  commandés  en  Algérie,  en 
Tunisie  et  en  Corse  étant  établis  en  France,  le  délai  de  4  jours  est  augmenté  des 
délais  de  transmission. 
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LIBRAIRIE    GAUTHIER-VILLARS, 

QUAI   DES   GRANDS-AUGUBTINS,   55,    A   PABI8  (6«). 

L'INTERMÉDIAIRE 

MATHÉMATICIENS 

FONDÉ  EN  1894  PAR  C.-A.  LAISANT  et  É.  LEMOINE, 

DIRIGÉ  PAR 

G.-A.  LAISANT,  |  Emile  LEMOINE, 

Doctear  es  Sciences,  1  Innénienr  ciril, 

Eiaminateur  à  l'École  Polytechnique,  '  Anoien  Elève  de  l'École  Polytechnique, 

Ed.  MAILLET,  1  A.  GRÉVY, 

Répétitenr  à  l'Ecole  Polytechnique,  |  Professeur  au  Lycée  Saint-Louis. 

Prix  pour  un  an  (12  niméros)  : 

Paris,  7  fr.  —  Départements  et  Union  postale,  8  fr.  50  c. 
Les  volumes  des  années  préi^édenles  (sauf  le  Tome  I)  se  vendent  chacun  .  .     7  fr. 

=  A    LA    MÊME   LIBRAIRIE  = 

SCIKNTIA 

Exposé  et  développement  des  questions  scientifiques  à  l'ordre  du  jour. 
SÉRIE   PHYSICO-MATHÉMATiaUE 

Publiéf  sous  la  dirertion  de 
MM.  APPELL,  D'ARSONVAL,  HALLER,  LIPPMANN,  POINGARÉ 

Membres  de  l'Inslitut. 

Chaque  fascicule  comprend  80  à  100  pages  in-8o  écu  (20X13).  avec  cartonnage  spécial. 
Prix  de  eliatiuc  volume 2S  francs. 

Derniers  TOlmnea  paras  : 

Raoult  (F. -M.).  Cryoscopie.  —  Macé  de  Lépikay  (J.).  Franges  d'interférences  et 
leurs  applications  mêtn>logi(/ues,  —  Barbarin  <P.).  La  géométrie  non-euclidienne. 
—  NÉcuLcÉA  (E.).  Le  phénomène  de  Kerr.  —  An  doter  (H.)  Théorie  de  la  lune.  — 
LtMOiNE  (E.).  Géométrographie.  —  (^arvallo  (F.)  L  électricité  déduite  de  l'expé- 
rience et  ramenée  au  principe  dos  tra\'aux  virtuels.  —  Laurent  (II.)  Sur  les  prin- 
cipes fondamentaux  do  la  théorie  des  nombres  et  de  la  géométrie.  —  Décombe  (L.). 
Compressihilité  des  gaz  réels.  —  Gibbk  (J.-VV.).  Diagrammes  et  surfaces  thermody- 
namiques. —  Poi.NCAHÉ  (H.).  Art  théorie  de  Maxivell  et  les  oscillations  hertziennes. 
La  télégraphie  sans  fil.  —  Col  tirât  (L.).  //Algèhre  de  la  Logique.  —  Gvichard 
(H.).  Sur  les  .systèmes  triplement  indéterminés  et  sur  les  systèmes  triples-orthogo- 
naux. —  Metz  ((i.  <J«'I.  La  double  réfraction  accidentelle  dans  les  liquides.  — 
PtiRoviTCH  (M.).  La  mécanique  dfs  phénomènes  fondée  sur  les  analogies.  — 
IÎOUAS8E  jH).  Base.s  physiques  de  la  musique.  —  Aduémar  (R  d).  Les  équations 
aux  dérivées  partielles  à  caractéristiques  réelles. 

w.  KûNoïc  «  Fils     cenèvc.  Le  Gérant  :    Gauthier-Yillars. 
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15   JUILLET     1908. 


L'ENSEIGNEMENT 

MATHÉMATIQUE 

MÉTHODOLOGIE  ET  OUCANISATION    DE    l'eNSEIGNEMENT 

PHILOSOPHIE  ET  HISTOIRE  DES  MATHEMATIQUES 

C  H  U  O  M  9  U  E  SCIENTIFIQUE  —  MELANGES  —  R  I  B  L  I  O  (;  K  A  P  H  I  E  . 


REVUE   INTERNATIONALE 


P.VHAISSANT    TOUS    LES    DEUX    MOIS 


DIRIOBB  PAR 

C.-A.  LAISANT 

Docteur  èi  sciences, 

Eiamiuateur   d'admisBioD   à   l'Ëcole 

polytechnique    de   Paris. 


H.  FEHR 

Doclear  es  sciences, 

Professeur  à   l'Universilé 

de  Genève. 


AVEC    LA    COLLABOHATION     DE 

A.  BÏÏHL 

Docteur  es  sciencfS 
Mailre  de  Couférences  à  la  Faculté  des  Sciences  de  Montpellier 

COMITÉ  DE  PATR0MA6E 

P.  APPELL  (ParisK  -  Moh.  CAHTOR  (Heideiberg).  -  E.  CZÏÏBER  (Vieune).—  W.-PBRMAKOF  (  Kief  ) 
A-R. FORSTTH.  (Cambridge).  -  J.  FRA5EL  (Zurich).  -  Z.-6. de  GALDEANO (Saragos»e). 

A.-6.  6REENHILL  (  Woolwich).  -  F.  KLEIN  (Gottingen).  —  G.  LORIA  (Gènes). 
P.  MAHSIOH  (Gand).  -  MITTAG-LEPFLBR  (Stockholm).  -  Joliu»  PETERSEH  (Copenhague 

B.  PICARD  (Paris).  —  H.  POINCARÉ  (Paris).   -   P. -H.   SCHOUTE  (Groningue). 

Day.-Bug.  SMITH  (New-York).  -  C.  STEPHANOS  (Athènes).  —  F.  Gombs  TEIXEIRA  (Porte. 

A.  VASSILIEF  (Kasan).  —  A.  ZIWET  (Ann  Arbor,  Micbigan,  U.  S.  A.). 


PARIS 

GAUTHIER-VILLARS,    ÉDir''* 

55,  QUAI  DV.S  GRAN[)S-AUGU8T]N\s 


GENEVE 
GEORG  &   C•^    ÉDITEURS 

10,  CORRATERIE,  10 
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L'ENSEIGNEMENT  MATHÉMATIQUE 

REVUE  INTERNATIONALE 
ParaûBant  tons  les  deux  mois. 
Administration  :  72,  route  de  Florissant,  Genève  (Suisse). 
L'Enseignement  mathématique  paraît  tous  les  deux  mois  (les  15  janvier,  mars, 
mai,  juillet,  septembre  et  novembre)  par  fascicules  de  80  à  96  pages. 

Prix  du  Numéro  :  3  Francs. 

Abounenkents*  —  Les  abonnements  sont  annuels  et  parlent  de  janvier. 

Prix  de  rAbonnement  :  Union  postale 15  francs. 

On  s'abonne,  en  France  :  !<>  Par  l'envoi  d'un  mandat  poste  à  la  Ljbka.irix 
GAUTHIER-VILLARS,  Paris,  55,  quai  des  Grands-Augustins  ;  2o  chez  les  princi- 
paux libraires. 

Dans  tous  les  autres  pays,  on  s'abonne  :  lo  Par  l'envoi  d'un  mandat  poste  à  la 
Librairie  GEORG  et  C»®,  à  Genève,  10,  Corraterie  ;  2'>  chez  les  principaux  libraires. 
Rédaction*  —  Pour  tout  ce  qui  concerne  la  Rédaction,  s'adresser  : 
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L'ENSEIGNEMENT  DES  MATHEMATIQUES  DANS  LES 
ÉCOLES  SECONDAIRES  AUX  ÉTATS-UNIS* 


Objet  de  ce  Rapport.  —  En  acceptant  l'aimable  invitation  de 
votre  Comité  à  présenter  à  la  section  d'Enseignement  de  ce  Con*- 
grès  international  nn  rapport  sur  renseignement  des  mathémati- 
ques dans  les  écoles  secondaires  des  Etats-Unis,  je  m'en  acquitte 
en  ayant  en  vue  cinq  points  de  ^ne  principaiLv  :  l'',  Etablir  briève- 
ment les  influences  historiques  qui  ont  contribué  à  faire  de  nos 
mathématiques  en  Occident  ce  qu'elles  sont  actuellement;  2**, 
Parler  de  l'état  actuel  de  renseignement;  3**,  Mentionner  les 
influences  actuelles  qui  tendent  à  changer  les  mathématiques 
secondaires  de  Tavenir;  4°,  Examiner  quelques  propositions  qui 
en  résultent  en  vue  de  la  transformation  du  programme  actuel; 
5**,  Proposer  quelques  questions  que  des  congrès  internationaux 
de  ce  genre  pourraient  examiner  d'une  façon  profitable  par  l'in- 
termédiaire de  comités  représentant  les  premiers  pays  au  point 
de  vue  éducatif. 


I,  —  Influences  historiques 

Ce  territoire  de  l'Occident  connu  à  l'heure  actuelle  sous  le  nom 
d'Etals-Unis  d'Amérique,  et  que  ses  citoyens  appellent  par  pré- 
tention injustifiée  peut-être  et  cependant  avec  une  brièveté  par- 
donnable, Amérique,  fut  principalement  colonisée  par  des  Fran- 
çais, des  Hollandais,  des  Espagnols  et  des  Anglais.  Cependant, 
avant  que  l'instruction  se  soit  établie  d'une  façon  bien  définitive, 
l'esprit  dominant  anglo-saxon  s'y  était  fixé  à  un  tel  degré  que  la 
plus  grande  partie  de  notre  pays  était  soumise  à  des  règles  britan- 
niques et  sujette  à  des  influences  britanniques.  C'est  pourquoi  les 
universités  d'Harvard,  fondée  en  1036,  de  William  and  Mary  en 
1693,  de  Yale  en  1701,  de  Princeton  en  1746  et  de  Columbia  en 
1754,  furent  toutes  plus  ou  moins  basées  sur  les  modèles  anglais 
du  XVII*  et  XVIH"  siècle.  Naturellement  les  écoles  élémentaires  et 


*  Rapport  présenté  au  4*  Congrès  international  des  mathématiciens,  Rome,  avril  1908,  k  la 
section  IV  (Philosophie.  Histoire,  Enseignement)  par  David-Eugène  Smith,  LL.  D.,  profes- 
seur de  mathématiques  au  Teachers  Collège  de  l'Cniversitc  de  Columbia  à  New-York, 

Traduit  par  J.-P.  DuMUR  (Genève). 


L'Enseignement  mathém.,  10*  année  ;  1908. 
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secondaires  prirent  les  mêmes  caractères  que  celles  d'Angleterre 
avec  quelques  variations  dictées  par  les  conditions  locales.  La  pre- 
mière école  secondaire  projetée  en  Amérique  fut  une  école  de 
grammaire  latine  à  Virginia,  et  la  première  qui  s'y  développa  fut 
une  école  analogue  à  Boston  en  1635  ;  d'autres  suivirent  bientôt 
dans  les  différentes  villes  de  la  Nouvelle  Angleterre.  Même  les  co- 
lons hollandais  de  New  Amsterdam  (1^'ew  York  actuel)  ouvrirent 
une  école  du  même  genre  en  1659.  On  comprendra  donc  que  les 
premières  écoles  secondaires  étaient  de  nature  classique,  pro- 
fondément influencées  par  Thumanisme  de  la  Réformation,  et  peu 
adonnées  au  développement  des  mathématiques.  Telle  était,  d'une 
façon  générale,  la  situation,  lorsque  l'Angleterre,  par  la  plus 
grande  faute  qu'elle  ait  jamais  commise  dans  sa  politique  colo- 
niale, perdit  son  ascendant  sur  son  territoire  le  plus  important 
de  l'Occident,  et  les  Ktats-Unis  furent  constitués.  Elle  avait  cepen- 
dant exercé  son  influence  sur  les  mathématiques  et  nous  ne  nous 
en  sommes  en  aucune  façon  complètement  libérés.  Rn  particulier 
l'Arithmétique  américaine  se  forma  sur  des  modèles  anglais,  car 
une  réédition  du  livre  de  IIodoeu  1719)  fut  le  premier  ouvrage  de 
ce  genre  qui  fit  son  apparition  dans  la  Nouvelle  Angleterre,  et  le 
traité  de  Greenwood  (1729),  le  premier  produit  vraiment  améri- 
cain, fut  basé  sur  CocKEit  et  IIodder.  11  en  résulte,  d'autant  plus 
qu'il  faut  tenir  compte  également  de  l'influence  du  langage  com- 
mun, que  les  arithmétiques  américaines  ont  eu,  jusqu'à  très  ré- 
cemment, une  ressemblance  étroite  avec  le  type  anglais. 

Kn  Géométrie,  la  même  tendance  se  manifeste.  Adonnées  de 
bonne  heure  à  F^udide,  les  écoles  anglaises  ne  prêtèrent  aucune 
attention  à  la  Géométrie  de  l'espace,  de  telle  sorte  que  même  au- 
jourd'hui, et  quoique  Ruclide,  en  tant  que  traité,  ait  été  depuis 
longtemps  abandonné  en  Amérique,  aucun  des  collèges  supérieurs 
de  la  côte  de  l'Atlantique  n'exige  la  Géométrie  de  l'espace  pour 
Texamen  d'entrée. 

En  Algèbre  nos  traités  ont  aussi  été  basés  sur  des  modèles  an- 
glais, et  ils  le  sont  actuellement  malgré  toutes  les  influences  con- 
tinentales; —  on  peut  en  dire  autant  de  la  Trigonométrie. 

En  Géométrie  analytique,  nos  traités  contiennent,  d'une  façon 
générale,  les  coniques  d'Apollonius,  modifiées,  il  est  vrai,  par  la 
méthode  cartésienne,  mais  renfermant  encore  essentiellement  les 
anciens  procédés.  En  ce  qui  concerne  l'Analyse,  il  y  a  deux  généra- 
tions, les  étudiants  de  nos  collèges  parlèrent  encore  de  «  fluxions  » 
(dérivées),  l'influence  newtonienne  s'étant  fait  sentir  jusqu'à  cette 
époque. 

C^'est  ainsi  que  nos  mathématiques  élémentaires  et  secondaires 
subirent  l'influence  presqu'exclusive  de  l'Angleterre,  et  qu'elles 
prirent  ces  traits  caractéristiques  (fui,  comme  toute  tendance  po- 
pulaire, ne  se  transforment  pas  aisément. 
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I.a  séparation  d'avec  rAiigleterre,  cependant,  et  particulière- 
ment la  seconde  guerre  il812i,  engagèrent  nos  jeunes  gens  à  aller 
poursuivre  leurs  études  supérieures  en  France,  et  plus  tard  en 
Allemagne,  plutôt  qu'en  Angleterre.  Le  résultat  de  tout  ceci  fut 
que  les  mathématiques  avancées  prirent  un  aspect  continental.  Les 
«  fluxions  »  se  transformèrent  en  Analyse  supérieure,  Kuclide  même 
fut  remplacé  par  Legexdre,  les  coniques  devinrent  la  Géométrie 
analytique  et  furent  traitées  en  ce  sens,  quoique  maintenues  dans 
leurs  limites  d'Ap(»LLONius.  Au  Hou  de  Mathématiques  avancées 
montrant  l'application  de  l'Analyse  à  la  Mécanique,  comme  cela 
semblait  être  la  tendance  à  Cambridge,  ce  furent  les  mathémati- 
ques supérieures  pures  qui  commencèrent  à  appeler  les  étudiants 
américains  en  France  et  encore  davantage  en  Allemagne.  Ce  der- 
nier pays  ouvrit  ses  universités  à  nos  jeunes  gens  plus  libre- 
ment (|ue  la  France,  et  beaucoup  plus  que  l'Angleterre,  de  telle 
sorte  que,  pendant  ce  dernier  quart  de  siècle,  les  Mathéma- 
tiques allemandes  ont  presque  dominé  les  hautes  études.  Got- 
tingue  fut  notre  Meccpie  mathématique  et  Berlin  notre  Médine, 
tandis  que  Paris  et  Cambridge  n'ont  exercé  qu'une  faible  in- 
fluence en  Améri(|ue. 

Il  est  inutile  de  rester  plus  longtemps  sur  ces  influences  histo- 
riques de  pays  et  d'écoles.  Je  désire  cependant,  avant  de  quitter 
le  sujet,  dire  un  mot  des  influences  historiques  des  difl'érents  peu- 
ples sur  les  Mathématiques  américaines,  L'Amérique,  il  est  à  peine 
nécessaire  de  le  dire,  est  devenue  le  rendez-vous  du  monde.  11  fut  un 
temps  où  toutes  les  routes  conduisaient  à  Rome  ;  beaucoup  mènent 
en  Amérique  actuellement.  Près  d'un  million  d'immigrants  débar- 
quent sur  nos  côtes,  chaque  année,  et  s'assimilent  à  notre  corps 
politique.  En  fait  d'étrangers,  ou  de  parenté  étrangère,  nous  avons 
dans  les  Etats-Unis  quatre  ou  cinq  fois  autant  d'Anglais  qu'à 
Liverpool,  cinq  ou  six  fois  autant  d'Allemands  qu'à  Berlin,  pres- 
que deux  fois  autant  d'Irlandais  que  toute  l'Irlande,  à  peu  près 
autant  d'Ecossais  qu'Edimbourg  et  Glasgow  réunis,  trois  fois 
autant  d'Italiens  que  Rome,  et  ainsi  de  suite  pour  les  autres  natio- 
nalités. Ces  immigrants  ne  sont  en  général  pas  de  la  classe 
savante,  mais  ils  ont  l'énergie,  la  vitalité,  et  désirent  que  leurs 
enfants  reçoivent  une  instruction.  Il  est  possible  qu'ils  n'appor- 
tent pas  avec  eux  les  mathématiques  de  leurs  différents  pays, 
mais  ils  accomplissent  deux  choses  très  importantes  pour  nous  : 
1**  en  contractant  des  alliances,  ils  constituent  une  race  cosmo- 
polite d'une  énorme  énergie  ;  et  2^*  ils  inspirent  à  l'Américain 
d'aujourd'hui  une  sympathie  pour  le  travail  des  difl'érents  pays, 
et  une  tendance  mentale  à  chercher  dans  d'autres  contrées  que 
l'Angleterre  des  modèles  d'instruction.  Et  ceci  m'amène  à  mon 
second  sujet,  l'état  actuel  des  mathématicjues  secondaires  en 
Amérique. 
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II.    —    L'ÉTAT    ACTUEL    DES    MATHEMATIQUES    SECONDAIRES 

AUX  Etats-Unis. 

On  pense  souvent  que  les  Etats-Unis,  composés  d'environ  cin- 
quante Etats  et  Gouvernements,  sans  puissance  centralisée  en  ma- 
tière d'instruction,  ne  doivent  présenter  aucune  uniformité  dans  les 
écoles.  Cela  n'est  cependant  pas  le  cas.  Sans  doute  dans  les  plus 
anciennes  parties  du  pays  les  écoles  sont  plus  conservatrices  à 
certains  égards,  et  les  Etats  les  plus  riches  ont  des  professeurs 
mieux  préparés  et  un  matériel  mieux  conditionné  en  général. 
Cependant,  grâce  à  l'échange  continuel  de  maîtres  et  d'idées,  et  à 
l'influence  exercée  par  des  organisations  telles  que  la  National 
Eduvational  Association  et  par  les  grandes  maisons  d'édition 
publiant  les  traités  scolaires,  les  traits  essentiels  de  l'enseigne- 
ment des  mathématiques  ne  varient  pas  particulièrement  d'une 
partie  du  pays  à  l'autre. 

En  général,  les  enfants  fréquentent  les  écoles  publiques;  les 
.  écoles  publiques  élémentaires  comptent  plus  de  dix  fois,  autant 
d'élèves  que  les  écoles  privées,  et  les  écoles  publiques  secondaires 
quatre  fois  plus.  En  outre,  les  écoles  publiques  croissent  en  nombre 
beaucoup  plus  rapidement  que  les  écoles  privées,  et,  sauf  dans 
quelques  grandes  villes,  ces  dernières  peuvent  à  peine  être  consi- 
dérées comme  représentant  l'éducation  américaine. 

La  durée  habituelle  des  études  comporte  huit  ans  dans  l'école 
élémentaire  (précédés  souvent,  dans  les  grandes  villes,  d'un  cer- 
tain temps  passé  dans  les  jardins  d'enfants],  quatre  ans  dans 
l'école  supérieure  ou  secondaire,  quatre  ans  dans  le  collège  ^per- 
mettant d'obtenir  le  grade  de  bachelier),  et  trois  ans  supplémen- 
taires il  l'université  pour  l'obtention  du  grade  de  docteur  en  philo- 
sophie. Sur  notre  population  scolaire  totale,  seulement  le  4  74% 
est  réparti  dans  les  écoles  secondaires,  1,4  7o^^^s  les  institutions 
supérieures  de  tous  genres,  moins  de  0,6^0  dans  les  collèges  et 
universités.  Quoique  le  nombre  des  personnes  fréquentant  les 
écoles  dépasse  17,000,000,  le  nombre  de  celles  qui  suivent  les  col- 
lèges est  relativement  restreint. 

D'une  manière  générale,  en  prenant  le  pays  dans  son  ensemble, 
on  peut  dire  que  le  travail  en  mathématiques  se  répartit  comme 
suit  : 

Ecole  élémentaire.  Années  I-VIII  inclusivement.  5  leçons  par 
semaine  ;  dans  les  écoles  primaires,  elles  sont  d'environ  20  à  30 
minutes  chacune,  dans  les  années  V-Yll,  45  minutes.  Arithmé- 
tique et  mesures.  Dans  les  deux  dernières  années  les  équations 
du  premier  degré  à  une  inconnue  sont  utilisées  pour  venir  en  aide 
à  l'Arithmétique. 
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Ecole  secondaire  [High  secondary  schooll 
Classe  IX     4  ou  5  leçons  par  semaine     Algèbre 
»      X  »  »  » 

»      XI        »  »  » 

»      XII   facultatif 


Collège, 
Classe  XIII     3  leçons  par  semaine 

»      XIV    facultatif 

»      XV 

»      XVI 


Géométrie. 

Algèbre  et  Géométrie, 
Algèbre,  Géométrie  ou  Tri- 
gonométrie. 

Algèbre,  Géométrie  et  Tri- 
gonométrie. 

Géométrie    analytique    et 
Analyse. 
Analyse. 

Mathématiques   supérieu- 
res et  appliquées. 


Unwersité. 

Classe  XVll     facultatif  (diplôme  de  maître). 
>>      XVIII 
»      XIX  »         (diplôme  de  docteur). 

Plusieurs  écoles  essayent  d'introduire  dans  les  classes  élémen- 
taires la  Géométrie  sous  sa  forme  concrète,  mais  les  efforts  n'ont 
pas  eu  d'autre  résultat  jusqu'à  présent  qu'un  enseignement  plus 
rationnel  des  méthodes  de  mesure  élémentaires  qui  se  trouvaient 
toujours  dans  nos  programmes. 

J'en  viens  maintenant  à  la  nature  du  ^/vii^a// mathématique  dans 
les  écoles  secondaires. 

a.  Les  élèves.  Il  ne  faut  pas  oublier  que  dans  une  grande 
majorité  des  écoles  secondaires  des  Etats-Unis  on  trouve  la  coé- 
ducation  des  deux  sexes,  pratiquement  toutes  sont  dans  ce  cas, 
sauf  dans  quelques  écoles  des  villes.  Les  garçons  et  les  filles  étu- 
dient les  mêmes  mathématiques  et  dans  les  mêmes  classes.  Dans 
les  villes  plus  grandes  de  l'Est,  et  dans  les  écoles  privées,  cela 
n'est  pas  le  cas  et  il  y  a  une  légère  tendance  en  faveur  de  la  sépa- 
ration des  sexes. 

b.  Les  maîtres.  L'absolue  liberté  donnée  à  la  femme  en  Améri- 
que, son  désir  d'être  son  propre  soutien,  son  consentement  à  tra- 
vailler pour  un  salaire  relativement  bas  et  le  meilleur  gain  que 
rapportent  aux  hommes  les  autres  professions  et  vocations,  telles 
sont  les  causes  d'une  condition  défectueuse  en  ce  qui  concerne 
les  maîtres.  Dans  l'enseignement  élémentaire,  la  femme  est  en 
général  meilleure  que  l'homme.  De  plus,  étant  donnés  les 
salaires  actuellement  payés  en  Amérique,  une  école  secondaire 
peut  se  procurer  plus  facilement  une  maîtresse  qu'un  maître;  par 
contre  les  meilleurs  professeurs  hommes  d'Algèbre  et  de  Géomé- 
trie valent  mieux  que  les  meilleures  maîtresses.  On  a  reconnu 
qu'il  n'était  pas    désirable    pour  les  élèves  d'avoir  des  femmes 
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comme  maîtres  pendant  tout  leur  temps  d'école,  et  dans  les  villes 
les  autorités  scolaires  font  tous  leurs  ellbrts  pour  faire  entrer  des 
professeurs  hommes  dans  l'enseignement  des  mathématiques  se- 
condaires. Etant  donné  Taccroissement  naturel  de  la  population 
de  notre  pays,  les  hommes  trouveront  plus  tard  moins  d'occasions 
d'entreprendre  une  autre  profession,  et  une  réaction,  déjà  mani- 
feste, contre  cette  féminisation  injustifiée  des  écoles,  se  prononcera 
encore  davantage  par  la  suite. 

c.  Le  programme  détaillé.  Voici  un  bref  aperçu  du  programme 
pour  la  ville  de  New- York  qui  pourra  donner  une  juste  idée  du 
travail  qui  se  fait  dans  les  autres  parties  du  pays. 

AxxÉE  IX.  Algèbre,  5  leçons  par  semaine  (45  minutes  chacune). 
Opérations  fondamentales;  équations  linéaires  à  une  ou  plusieurs 
inconnues;  racines  ;  puissances  ;  radicaux;  nombres  complexes; 
équations  du  second  degré  à  une  et  deux  inconnues  ;  représenta- 
tions graphiques  d'équations. 

AxxÉE  X.  Géométrie,  4  leçons  par  semaine.  En  substance,  les  4 
premiers  livres  de  la  Géométrie  d'Euclide  ou  de  Legendre,  étudiés 
d'après  les  traités  modernes.  Au  minimum  300  exercices  de  cons- 
tructions et  problèmes  de  Géométrie  plane.  Dessin  géométrique. 

AxxÉE  XI.  Géométrie  et  Algèbre,  3  leçons.  Fin  de  la  Géomé- 
trie plane,  en  substance  le  champ  d'Euclide  ou  de  Legendre, 
avec  exercices.  En  Algèbre;  les  proportions,  les  équations  indé- 
terminées, les  progressions,  les  combinaisons,  le  théorème  du 
binôme  démontré  dans  le  cas  d'un  exposant  entier  et  positif  et 
appliqué  également  pour  d'autres  exposants. 

Année  XII.  Facultatif.  4  leçons.  Trigonométrie  plane  et  loga- 
rithmes ;  ou  un  repassage  général  de  Mathématiques,  dans  le  pre- 
mier semestre.  Au  second  semestre  :  Géométrie  dans  l'espace,  Al- 
gèbre supérieure  et  Trigonométrie  sphérique,  ou  un  repassage  de 
Mathématiques. 

d.  Uinflnence  des  collèges.  Ce  programme  représente  essentiel- 
lement ce  qu'on  exige  pour  l'entrée  dans  les  collèges,  établisse- 
ments d'ordre  généralement  privé,  institués  par  les  différents 
Etals  et  cherchant  tous  à  exiger  sensiblement  les  mêmes  program- 
mes. Tous  ces  collèges  admettent  les  étudiants  après  un  examen 
d'entrée,  la  plupart  se  contentent  des  certificats  imposés  par  le 
Collège  Kntrance  Board  lun  comité  coopératif  privé  composé  de 
représentants  des  différents  collèges^  et  un  grand  nombre  reçoi- 
vent leurs  étudiants  sur  la  présentation  de  certificats  d'écoles  se- 
condaires bien  connues.  Le  résultat  est  absolument  le  même,  car 
les  collèges  exigent  en  pratiifue  le  programme  ci-dessus  men- 
tionné et  obligent  les  écoles  à  s'y  conformer.  Quoiqu'il  en  soit,  le 
champ  est  relui  que  nous  avons  indiqué,  bien  qu'un  très  faible 
pourcentage  d'élèves  le  suivent  jusqu'au  bout  et  qu'une  plus 
faible  proportion  encore  entre  au  Collège. 
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111.  —  Tendances  actuelles  en  vie  d'une  transformation. 

Mais  cet  état  de  choses  ne  durera  pas  chez  nous.  Si  Ton  com- 
pare nos  anciens  ouvraj^es  à  nos  publications  actuelles,  on  se  rend 
compte  qu*il  n'y  a  jamais  eu  en  Américjue  une  telle  période  de 
protestations,  de  discussions  concernant  les  programmes,  d'expé- 
riences et  d'études  sur  l'histoire  de  l'enseignement,  que  Tépoque 
actuelle.  L'instruction  secondaire  du  pays  est  à  la  veille  d'une 
transformation  profonde,  et  les  influences  qui  sont  à  Vœuvre  ac- 
tuellement et  leurs  résultats  probables,  mériteraient  d'attirer 
notre  attention. 

a.  Influence  des  branches  élémentaires.  Les  dix  ou  quinze  an- 
nées qui  viennent  de  s'écouler  ont  vu  s'opérer  dans  le  domaine 
de  l'Arithmétique  une  transformation  aussi  considérable  que 
celle  qui  s'était  produite  lorsque  l'influence  de  Pestalozzi  se  fît 
sentir  en  Amérique,  il  y  a  soixante-quinze  ans.  Ce  changement 
fut  occasionné  par  les  deux  considérations  suivantes  :  1**  Un  intérêt 
croissant  dans  le  développement  psychologique  de  l'enfant,  résul- 
tant d'une  étude  de  ses  aptitudes  mentales  dans  les  années  scolai- 
res successives  ;  2''  un  intérêt  croissant  dans  les  exigences  réelles 
de  la  vie  commerciale,  résultant  de  la  substitution  des  applica- 
tions modernes  à  celles  du  passé.  Cette  transformation  s'est  fait 
sentir  dans  les  récents  programmes  et  dans  les  traités  qui  ont 
paru  dernièrement.  Le  travail  est  disposé  actuellement  d'une  façon 
progressive,  de  telle  sorte  que  l'enfant  rencontre  les  sujets  im- 
portants deux  ou  trois  fois,  avec  des  problèmes  d'une  difliculté 
croissante.  Kn  plus,  et  sans  que  pour  cela  le  travail  sur  les  nom- 
bres abstraits  soit  négligé,  on  lui  présente  les  problèmes  concrets 
qui  font  plus  directement  appel  à  son  intérêt;  ils  représentent 
les  réelles  conditions  américaines  et  se  rapportent  à  la  vie  de 
tous  les  jours.  Il  en  résulte  une  attitude  plus  franche  vis-à-vis  du 
sujet  de  la  part  des  élèves,  des  maîtres  et  des  parents,  et  la  ques- 
tion s'est  naturellement  posée  de  savoir  s'il  est  possible  d'effectuer 
une  réforme  semblable  dans  les  mathématiques  secondaires. 

b.  Influences  étrangères.  L'étude  des  systèmes  étrangers  doit 
avoir  également  une  grande  influence  dans  la  discussion  actuelle. 
Le  flot  continuel  de  jeunes  gens  allant  dans  les  universités  alle- 
mandes, l'étude  sérieuse  des  écoles  européennes  par  nos  éduca- 
teurs, les  études  critiques  des  programmes  de  toutes  les  parties 
du  monde  qui  paraissent  dans  les  rapports  annuels  du  Conimis- 
sioner  of  Education  des  Etats-Unis,  la  dissémination  de  tontes  ces 
idées  par  nos  institutions  supérieures  pour  la  préparation  des 
maîtres,  —  tout  cela  nous  maintient  continuellement  en  rapport 
avec  ce  qui  se  fait  de  mieux  dans  le  travail  universel.  Dans  mes 
piopres  classes  j'ai  eu  l'année  dernière  des  étudiants  qui  nous  ont 
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renseigné  sur  Texcellenl  programme  du  gymnase  de  Bulgarie  ', 
sur  le  mouvement  Méray  en  France,  sur  les  derniers  programmes 
de  Prusse,  sur  le  travail  des  gymnases  italiens  et  sur  des  sujets 
analogues  concernant  les  autres  pays.  Aucune  transformation  im- 
portante ne  se  fait  dans  les  études  secondaires  en  Kurope  qui  ne 
soit  immédiatement  discutée  dans  les  associations  des  maîtres  en 
Amérique,  et  aucune  théorie  n'est  chaudement  appuyée,  comme 
par  exemple  celle  du  professeur  Perry  de  Londres,  sans  éveiller 
l'attention  sérieuse  du  Nouveau  Monde.  Le  résultat  de  ces  infor- 
mations continuelles  sur  tout  ce  que  les  autres  pays  peuvent  offrir 
de  meilleur  nous  oblige  à  examiner  notre  propre  travail  et  à 
chercher  en  quoi  il  est  susceptible  d'amélioration.  Cela  ne  doit 
pas  être  attribué  particulièrement  à  nous-mêmes,  mais  plutôt  aux 
forces  nouvelles  qu'engendrent  un  sang  nouveau. 

c.  Influences  commerciales,  L'Américain  s'est  contenté  jusqu'à 
présent  de  tirer  parti  de  son  propre  pays,  de  récolter  les  richesses 
de  ses  champs  et  forêts  vierges  et  d'exploiter  ses  mines  produc- 
tives. Mais  à  l'heure  actuelle  le  pays  se  remplit,  nous  sommes 
devenus,  dans  l'espace  d'une  génération,  un  peuple  industriel  et 
nous  commençons  à  chercher  nos  marchés  ailleurs.  L'esprit  com- 
mercial domine,  et  dans  les  écoles  l'on  se  pose  constamment  la 
question,  Cnibono  ?  C'est  pourquoi  les  mathématiques  secondaires 
devront  continuellement  se  rendre  utiles  ;  leurs  droits  devront  être 
analysés  et  leurs  résultats  comparés  (sans  unité  commune  de  me- 
sure, il  est  vrai)  avec  le  temps  qui  leur  est  consacré.  Cela  ne  signi- 
fie pas  que  les  mathématiques  ne  doivent  être  considérées  qu'à  un 
point  de  vue  purement  utilitaire,  car  chacun  reconnaît  qu'elles 
ont  une  grande  valeur  disciplinaire  en  soi,  mais  cela  signifie  qu'il 
faut  remplacer  ce  qui  a  peu  de  valeur  par  ce  qui  en  a  davantage. 
Kn  matière  d'applications,  cela  signifie,  pour  faire  usage  d'une 
phrase  que  j'ai  souvent  prêchée  à  des  maîtres,  que  «  ce  qui  a  la 
prétention  d'être  pratique  doit  l'être  réellement  ;  »  c'est  une  idée 
qui  est  à  la  base  d'un  important  mouvement  en  Amérique. 

d.  Influences  psychologiques.  Il  est  une  autre  influence  qui  est 
appelée  à  jouer  un  rôle  important  dans  la  préparation  de  l'avenir, 
je  veux  parler  de  l'étude  intense  de  la  psychologie  pratique.  Les 
maîtres  se  demandent  pourquoi  l'on  exigerait  de  l'esprit  humain 
la  compréhension  de  certains  principes  purement  abstraits  de 
Géométrie  avant  d'avoir  acquis  les  chapitres  beaucoup  plus  aisés 
de  Trigonométrie,  pourquoi  l'on  exige  les  difficultés  de  l'Algèbre 
avancée  avant  de  présenter  les  parties  plus  simples  de  l'Analyse 
supérieure,  et  pourquoi,  en  général,  une  séparation  convention- 
nelle et  fortuite  serait  maintenue  entre  l'Algèbre  et  la  Géométrie, 
la  (iéométrie  et  la  Trigonométrie,  et  l'Algèbre  et  l'Analyse  supé- 


»  Voir  VEns.  math.,  "•  anriéo,  p.  3:»7-270,  1905.  (Rèd.). 
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rieure.  Je  ne  veux  pas  dire  que  ces  questions  ne  puissent  pas  être 
résolues,  mais  l'on  se  demande  si  c'est  une  réponse  suffisante  de 
dire  «  Laissez  faire.  » 

e.  Influences  scientifiques.  Il  faut  tenir  compte  aussi  de  l'influence 
que  les  sciences  physiques  exerceront  sur  les  Mathématiques. 
Depuis  que  les  Mathématiques  sont  nécessaires  à  la  Physique,  les 
deux  branches  sont  liées  d'une  façon  spéciale,  et  il  ne  manque 
pas  d'esprits  extrêmes  qui  voudraient  les  réunir  d'une  façon  con- 
tinuelle. De  cette  agitation,  qui  n'en  est  encore  qu'à  sa  phase  em- 
bryonnaire, sortira  beaucoup  de  bon. 

f.  Le  dogme  de  lo  rigueur.  Que  ce  soit  l'esprit  conservateur  bri- 
tannique ou  un  désir  erroné  de  traiter  à  fond  chaque  point  avant 
d'entreprendre  le  suivant,  il  semble  parfois  que  c'est  en  Angle- 
terre plus  qu'en  tout  autre  pays  que  le  dogme  de  la  rigueur  est  le 
plus  en  évidence.  Notre  Géométrie  est  beaucoup  plus  pointilleuse 
que  celle  de  l'Allemagne,  quoique  nous  ne  produisions  pas  d'aussi 
bons  géomètres;  nos  livres  d'Algèbre  renferment  beaucoup  plus 
de  détails  ijue  les  traités  ordinaires  français,  et  nous  ne  produi- 
sons cependafi*  pas  d'aussi  bons  algébristes  ;  et  nos  trigonomé- 
tries  sont  tout  aassi  complètes  que  celles  des  autres  pays  sauf 
l'Angleterre  et  pourtant  nos  étudiants  ne  sont  pas  particulière- 
ment brillants  dans  ,cette  partie,  sauf  lorsqu'ils  l'appliquent  aux 
travaux  d'ingénieurs.  <)n  peut  se  demander  sérieusement  si  cet 
état  de  choses  est  justifiable.  C'est  pourquoi  les  éducateurs  se 
demandent  si  de  meilleurs  résultats  ne  pourraient  pas  être  obte- 
nus par  une  plus  grande  surface  et  moins  de  profondeur,  par  l'in- 
troduction de  Trigonométrie  plane  au  lieu  de  traiter  la  Géométrie 
plane  d'une  façon  si  complète;  on  pourrait  donner  une  petite  in- 
troduction à  l'Analyse  à  la  place  de  certaines  parties  de  l'Algèbre, 
dans  le  même  ordre  d'idées  que  les  représentations  graphiques, 
actuellement  introduites  qui  fournissent  des  notions  élémentaires 
de  Géométrie  analytique. 


,  ÏV.  —  Propositions  de  changements  dans  les  programmes. 

De  toutes  les  discussions  concernant  les  mathématiques  secon- 
daires aux  Etats-Unis  résultent  de  nombreuses  propositions  rela- 
tives aux  changements  des  programmes.  Je  me  propose  de  les 
résumer,  sans  prétendre  indiquer  ce  qui  aura  lieu  dans  un  avenir 
immédiat,  mais  simplement  pour  montrer  quelques  tendances 
actuelles.  Je  présenterai  un  projet  renfermant  beaucoup  d'idées 
courantes,  quoique  n'ayant  été  recommandé  par  aucun  corps  en- 
seignant, ni  adopté  par  aucune  école.  Son  unique  but  est  de  pro- 
voquer la  discussion  et  d'indiquer  les  visées  d'un  parti  assez 
avancé  d'éducateurs  en  Amérique.  11  est  conçu  pour  cinq  années, 
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—  la  dernière  année  de  Técole  élémentaire  elles  quatre  premières 
de  l'école  secondaire. 

Année  VIII.  Mathématiques  I.  Exigé.  Garçons  et  filles  ensemble. 
5  leçons  par  semaine. 

Plan  général.  Transition  des  formes  spéciales  aux  formes  géné- 
rales. Une  combinaison  de  TAlgèbre,  de  la  Géométrie  concrète  et 
de  TArithmétique,  l'Algèbre  étant  la  base  de  cet  arrangement. 

Programme  détaillé, 

1.  Formules  algébriques  : 

a)  Application  aux  mesures,  conduisant  toujours  à  une  formule 
devant  être  traitée  comme  une  équation.  (Exercices  simples  sur 
les  racines  carrées  vers  la  fin  de  Tannée.) 

b)  Applications  commerciales  comme  les  questions  d'intérêt, 
d'escompte  et  de  commissions. 

Cl  Application  aux  statistiques.  Représentations  graphiques  sur 
papier  quadrillé,  soit  lorsque  la  formule  est  donnée,  soit  lorsque 
les  statistiques  seules  sont  connues. 

d)  La  notion  de  fonctions  simples;  par  exemple  :  l'intérêt  d'un 
capital  donné  à  un  taux  donné  est  une  fonction  du  temps;  l'aire 
d'un  cercle  est  une  fonction  du  rayon,  etc. 

e)  Travail  expérimental  assez  simple,  comme  celui  qui  consiste 
à  montrer  la  loi  du  levier,  avec  ses  formules.  Ceci  peut  conduire 
logiquement  à  l'introduction  d'autres  formules  simples  de  Physi- 
que sans  expériences,  pour  rendre  compte  de  certains  usages  de 
l'Algèbre,  par  exemple  la  formule  donnant    la   résistance  d'une 

'  barre  d'acier. 

/)  Dans  l'évaluation  numérique  de  fonctions,  comme  dans 
c  =  2  TT  /',  introduire  la  règle  à  calcul  et  les  preuves  par  9  et  par 
11,  les  principes  expliquant  ces  vérifications  pouvant  être  ren- 
voyés jusqu'au  moment  où  les  mathématiques  V  ib)  seront  étu- 
diées. Usage  du  système  métrique  dès  maintenant  et  dans  tous  les 
travaux  subséquents  touchant  à  des  problèmes  scientifiques. 

2.  —  Equations  linéaires  à  une  inconnue  : 

a)  Applications  à  des  problèmes  d'arithmétique,  avec  discussion 
des  avantages  ou  inconvénients  du  symbolisme  algébrique. 

b)  Applications  aux  mesures  comme  auparavant. 

c)  Récréations  mathématiques,  introduisant  l'élément  amusant. 

3.  —  Fonctions  algébriques  et  opérations  fondamentales  : 

a)  xVpplication  autant  que  possible  aux  formules  étudiées  aupa- 
ravant. 

b)  Décomposition  en  facteurs,  en  faisant  usage  de  la  corres- 
pondance gé()métri(ine  Lorsqu'il  y  a  utilité.  Comparaison  avec 
l'Arithmétique.  Application  à  la  résolution  de  simples  équations 
du  second  degré,  avec  exem|)les. 


Digitized  by 


Google 


DES    MATHÉMATIQUES    AUX   ÉTATS-UNIS  279 

c)  Fractions,  en  revisant  en  même  temps  les  principes  et  la  pra- 
tique des  fractions  numériques. 

4.  —  Equations  linéaires  à  dett.v  inconnues  : 

a)  Applications  à  TArithmëliiiue. 

b)  Applications  aux  mesures  comme  avant. 

c)  Partie  récréative. 

Année  IX.  Mathématiques  II.  Kxi^é.  Garçons  et  filles  dans  des 
classes  séparées  avec  faculté  pour  les  filles  de  suivre  les  classes 
de  içarvons  au  cas  où  elles  le  désireraient.  5  leçons  par  semaine. 

Plan  général.  Kn  Algèbre  élémentaire,  équations  du  second 
degré  à  une  inconnue,  combinées  aussi  étroitement  que  possible 
avec  les  trois  premiers  livres  de  Géométrie  plane  ;  on  se  basera 
sur  les  Mathématiques  I  supposées  connues.  Nous  n'indiquons 
pas  pour  cette  année  la  distribution  des  heures  à  consacrer  à  cha- 
cun de  ces  domaines,  elle  doit  être  réglée  par  le  maître  suivant  le 
résultat  de  Texpérience.  Ce  serait  le  dernier  programme  exigé  pour 
les  filles,  l^a  Géométrie  concrète  devient  maintenant  démonstrative. 
On  appuiera  sur  la  correspondance  entre  l'Algèbre  et  la  Géométrie. 
Les  applications  pratiques  de  chaque  domaine  seront  faites  d'une 
façon  aussi  réelle  que  possible.  Il  est  reconnu  que  le  succès  de  ce 
programme  dépend  de  l'aptitude  du  maître  à  se  servir  des  livres 
d'Algèbre  et  de  Géométrie  qu'il  a  à  sa  disposition  dans  le  sens  pres- 
crit. Des  traités  combinant  l'Algèbre  et  la  Géométrie  ne  paraîtront 
probablement  pas  dans  un  avenir  immédiat,  à  supposer  qu'ils 
soient  désirables  ice  qui  est  encore  douteux).  Il  est  probable  que 
le  temps  sera  divisé  à  peu  près  également  entre  l'Algèbre  et  la 
Géométrie.  Cinq  heures  pourraient  être  consacrées  à  chaque  sujet 
toutes  les  deux  semaines,  alternant  jour  par  jour,  ou  préférablement, 
chaque  leçon  renfermerait  les  deux.  Cette  façon  do  procéder  est 
nouvelle  et  c'est  un  des  points  à  expérimenter  sérieusement. 

P/  ogt  -a  m  m  e  de  ta  il  lé . 

1.  —  Li{fre  I  de  la  Géométrie  plane^  les  propositions  du  livre 
étant  limitées  à  celles  exigées  dans  les  récents  programmes. 

ay  Usage  du  rapf)orteur  ;  dessin  à  l'échelle.  Le  dessin  techni- 
que, commencé  dans  les  leçons  de  travaux  artistiques  et  manuels, 
pourra  dorénavant  s'appliquer  à  ce  travail.  La  construction  d'ins- 
truments simples  pour  la  mesure  des  angles.  Méthodes  primiti- 
ves pour  la  mesure  des  distances,  basées  sur  le  livre  I. 

h)  Mesures  (dans  le  cham{)  du  programme  de  Géométrie  de 
l'année). 

c)  Flxercices  originaux,  avec  un  commencement  de  généralisa- 
tion lorsque  c'est  praticable.  Par  exemple,  dériver  les  propriétés 
du  triangle  é([uilatéral  de  celles  des  triangles  isocèles;  considé- 
rer le  rectangle  en  ce  qui  touche  le  parallélogramme;  considérer 
les  angles  extérieurs  des  différentes  formes  de  triangles. 
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d}  Expériences  sur  la  relation  de  la  Géométrie  de  l'espace  à  la 
Géométrie  plane,  guidées  par  Méray  et  de  Paolis,  en  ne  poussant 
le  travail  qu'aussi  loin  que  cela  présente  un  réel  avantage. 

2.  —  Il  y  aurait  à  faire  une  revision  rapide  des  opérations  sur 
les  fonctions  algébriques  dans  leur  rapport  au  domaine  ci-dessus 
mentionné,  avec  applications  s'il  y  a  lieu,  et  une  revision  des 
équations  linéaires  à  une  et  à  deux  inconnues,  dans  le  même 
esprit.  Le  graphique  d'équations  linéaires  à  deux  inconnues,  dans 
le  but  d'expliquer  la  signification  de  «  linéaire  »  et  «  simultané,  » 
et  en  même  temps  de  donner  l'interprétation  des  racines.  Solu- 
tions graphiques  de  problèmes  de  trains  de  chemins  de  fer  comme 
application. 

3.  —  Lwre  II  de  Géométrie  plane  (méthode  d'Euclide)  traité 
seulement  brièvement  pour  illustrer  des  formes  algébriques  cou- 
rantes. Par  exemple  n  (b  -\-  c),  (a  -\-  h}^  et  d'autres  formes  sem- 
blables. Intentionnellement  il  ne  sera  pas  fait  d'étude  géométri- 
que rigoureuse  de  ce  livre. 

4.  —  Z./V/e  ///  de  la  Géométrie  plane^  en  omettant  des  générali- 
sations qui  sont  trop  difliciles  pour  cette  année.  Montrer  les  rap- 
ports de  cette  étude  aux  équations  du  second  degré,  particulière- 
ment dans  les  problèmes  appliqués. 

5.  —  Problèmes  algébriques  renfermant  des  équations  du  second 
degré,  se  rapportant  à  la  Géométrie  de  cette  année  et  (autant  que 
possible;  aux  autres  travaux  de  cette  classe.  Par  exemple,  si  les 
travaux  manuels  pouvaient  fournir  quelques  problèmes,  ou  si  de 
simples  lois  mécaniques  pouvaient  être  illustrées  en  classe,  on  en 
profiterait. 

6.  —  Autant  que  possible,  les  applications  de  la  Géométrie  et  de 
V  Algèbre  y  devraient  être  choisies  pour  les  garçons,  dans  la  Méca- 
nique, les  mesures  et  la  vie  commerciale;  pour  les  filles  ces  appli- 
cations devraient  avoir  rapport  au  dessin  et  au  domaine  des  scien- 
ces et  arts  domestiques,  autant  que  cela  peut  se  faire  raisonnable- 
ment. Pour  les  filles  en  particulier,  le  travail  fourni  dans  un  livre 
tel  que  Geometrisches  Zeichnen  de  Becker  a  beaucoup  de  valeur. 

7.  —  F-orsque  les  propriétés  des  exposants  auront  été  entrepri- 
ses, on  introduirait  les  logarithmes  et  l'on  utiliserait  dorénavant 
les  tables  pour  la  pratique,  comme  il  avait  été  fait  pour  la  règle  à 
calcul.  Comparaison  de  ces  deux  modes  de  calcul.  On  devrait  se 
servir  de  ces  deux  procédés  chaque  fois  qu'un  calcul  numérique 
se  présente,  comme  dans  l'évaluation  d'expressions  renfermant 
des  radicaux. 

Année  X.  Mathématiques  III.  Exigé  pour  les  garçons;  facultatif 
pour  les  filles.  Classes  séparées.  5  leçons  par  semaine. 

Plan  général.  Fin  de  l'Algèbre  élémentaire,  équations  du  second 
degré  à  deux  inconnues;   variations.   Fin  de  la  Géométrie  plane. 
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condensée  comme  dans  les  Mathématiques  II.  Continuation  du 
dessin  mécanique  en  rapport  avec  le  travail  d'application.  La  Tri- 
gonométrie du  triangle  plan  en  rapport  avec  les  figures  semblables. 
Mesures  pratiques  de  figures  planes  et  solides,  à  l'aide  de  la  Trigo- 
nométrie. Usage  du  théodolite.  Géométrie  dans  l'espace  combinée 
avec  la  Géométrie  plane  aussi  loin  que  cela  peut  se  faire  raison- 
nablement. 

Programme  détaillé. 

1.  —  Algèbre;  équations  du  second  degré  à  deux  inconnues. 
Graphiques  permettant  d'illustrer  ce  qui  suit  : 

a)  La  nature  des  racines  (imaginaires  qui  sont  toujours  par 
paires,  etc.). 

b)  Nombre  des  racines. 

cl  Les  trois  formes  des  coniques  (avec  leur  nom). 

2.  —  L'étude  de  la  sfariation  doit  comprendre  un  nombre  pas 
trop  considérable  d'expériences  simples  de  physique,  avec  pro- 
blèmes de  mesures  qui  s'y  rapportent.  Le  programme  régulier  de 
Physique  cette  année -doit  être  lié  aussi  étroitement  que  possible 
à  ce  travail. 

3.  —  Fin  de  la  Géométrie  plane.  Rapports  et  proportions  avec 
applications  simultanées  à  l'Algèbre  et  la  Géométrie.  Les  limites 
et  les  cas  incommensurables  seront  considérés  en  passant,  sans 
tentatives  de  preuves  rigoureuses. 

4.  —  Figures  semblables  conduisant  à  la  Trigonométrie  du 
triangle  plan.  Usage  d'instruments  simples  construits  par  la  classe  ; 
par  ex.,  parmi  les  anciens,  les  «  riga,  baeulus^  quadransy  spéculum, 
squadro,  »  etc.,  puis,  usage  du  théodolite  et  de  la  planchette. 

Calculs  de  mesures  et  problèmes  de  Physique  à  eiTectuer  par  la 
règle  à  calcul  et  par  les  logarithmes. 

5.  —  Les  mesures  dans  la  Géométrie  de  Vespace, 

6.  —  Autant  que  possible  les  problèmes  de  garçons  toucheront 
au  commerce,  à  la  mécanique,  à  la  Physique,  et  les  applications 
pratiques  à  des  mesures  topographiques  et  de  bâtiments;  les  pro- 
blèmes destinés  aux  filles  (dans  leur  cours  facultatif)  rouleront  sur 
l'économie  domestique,  y  compris  le  dessin,  l'hygiène  et  les  ques- 
tions civiques  touchant  la  maison. 

Année  XL  Mathématiques  V.  Facultatif  pour  garçons  et  filles. 
Classes  séparées  de  préférence.  5  leçons  par  semaine. 

Plan  général.  Un  cours  conduisant  à  la  Mécanique  et  à  la  Cos- 
mographie et  introduisant  le  triangle  sphérique,  les  éléments  de 
Géométrie  analytique  et  le  tracé  des  courbes  d'une  façon  générale. 

Progf^amme  détaillé, 

1.  —  Rapport  entre  ce  programme  et  celui  de  Physique,  Pendant 
cette  année  le  travail  de  la  physique  est  plutôt  un  travail  de  labo- 
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ratoire.  Les  maîtres  de  mathématiques  devraient  se  tenir  constam- 
ment au  courant  de  ce  qui  se  fait  dans  ce  domaine,  en  vue  de  se 
procurer  des  problèmes  et  de  fournir  au  bon  moment  les  mathé- 
matiques nécessaires. 

2.  —  La  Mécanique  devrait  s'introduire  dans  les  applications 
d'une  façon  aussi  étendue  que  possible.  Continuation  du  dessin 
technique,  comme  jusqu'à  présent.  Lectures  de  dessins. 

3.  —  Le  cours  de  Cosmographie  qui  est  souvent  donné  dans  la 
12e  année  serait  placé  dans  cette  année-ci  et  en  relation  étroite 
avec  les  autres  branches.  Etude  de  simples  projections  de  cartes 
et  applications  de  la  Trigonométrie  et  du  dessin  géométrique  à  la 
Cosmographie.  Détermination  de  la  latitude  par  l'observation  du 
soleil  et  de  l'étoile  polaire.  Calcul  du  temps  local  et  de  la  longi- 
tude. Calcul  d'arcs  de  grand  cercle  entré  points  de  latitudes  et 
longitudes  données.  Tout  ceci  devrait  être  la  partie  objective  de 
l'étude  du  triangle  sphérique. 

4.  —  Géométrie  analytique.  Les  théorèmes  fondamentaux  relatifs 
aux  coniques,  ce  travail  étant  condensé  autant  que  possible,  comme 
celui  de  la  Géométrie  élémentaire.  Etude  des  courbes  utilisées  en 
Mécanique  et  en  Physique,  avec  applications  à  des  sujets  tels  que 
la  correction,  à  l'aide  de  la  chaînette,  des  mesures  fournies  par 
par  la  chaîne  d'arpenteur. 

5.  —  Révision  des  principaux  théorèmes  de  Géométrie  et  de  Tri- 
gonométrie. Formules  d'approximation,  comme  la  règle  de  Simp- 
son pour  les  surfaces. 

6.  —  Travail  pratique  en  plein  air  avec  le  théodolite. 

Année  XIL  Mathématiques  V  (a).  Facultatif  pour  garçons  et  fil- 
les. Classes  séparées  de  préférence.  Premier  semestre  (voir  aussi 
Mathématiques  V,  (b)  plus  loin).  4  leçons  par  semaine.  Les  mathé- 
matiques IV  sont  supposées  connues. 

Plan  général.  Un  semestre  de  travail  sur  l'Analyse  supérieure  et 
ses  applications,  avec  travail  pratique  dans  l'usage  du  théodolite 
et  de  nombreuses  applications  à  la  Mécanique.  Il  est  possible 
d'organiser  un  cours  parallèle  pour  les  filles,  comprenant  les  élé- 
ments d'Astronomie  mathématique  et  descriptive. 

Programme  détaillé, 

1.  —  Eléments  du  Calcul  différentiel  et  intégral  avec  applica- 
tions pratiques  à  la  Mécanique.  Les  problèmes  de  mesures  traités 
jusque  là  d'une  manière  plutôt  insutïisante  seront  examinés 
maintenant  clairement;  par  ex.,  la  règle  de  Simpson. 

2.  —  Travail  en  plein  air  avec  usage  du  théodolite.  Courbes  de 
chemin  de  fer,  problèmes  simples  de  construction  de  ponts  et 
autres  applications  de  la  Trigonométrie  et  du  Calcul  infinitésimal. 

',\.  —  Applications  en  vue  du  travail  V  (b),  comme  le  Calcul  des 
probabilités  et  la  méthode  des  nioiiidies  carrés. 
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Mathématiques  V  ibi.  Kxigé  pour  les  garçons,  facultatif  pour  les 
filles.  Classes  séparées.  3  leçons  par  semaine  pendant  toute  Tan- 
née. Les  Mathématiques  III  sont  supposées  connues. 

Plan  général.  Arithmétique  commerciale.  Un  cours  complet,  3 
leçons  par  semaine  pendant  Tannée  entière,  comprenant  toute 
l'Arithmétique  commerciale  nécessaire  à  une  personne  entrant 
dans  le  commerce.  Introduire  autant  que  possible  une  revison  des 
mathématiques  I,  II,  III,  et  traiter  de  toutes  les  applications  com- 
merciales actuelles. 

Eléments  de  tenue  de  livres.  Toutes  les  pratiques  surannées  et 
non  utilitaires  doivent  être  éliminées.  Pour  les  filles,  une  attention 
particulière  sera  portée  à  l'Arithmétique  et  aux  différentes  bran- 
ches de  TKcononiie  domestique,  y  compris  les  comptes  et  place- 
ments, ainsi  que  la  Chimie  domestique. 

Progra  m  m  e  dé  ta  illé . 

1.  —  Calcul,  Revision  de  la  règle  à  calcul  et  des  logarithmes. 
Explication  et  usage  des  machines  à  calculer.  Les  principes  de  la 
preuve  par  0  et  par  11. 

2.  —  Théorie  des  placements.  Les  questions  pratiqués  d'intérêts 
composés,  annuités  et  placements  en  actions  et  obligations. 

3.  —  Banque  et  change. 

4.  —  Parties  les  plus  simples  des  Mathématiques  de  la  statistique. 
Si  possible  la  méthode  des  moindres  carrés  avec  applications  à  la 
science. 

5.  —  La  construction  et  V usage  des  tables  pratiques,  comme  cel- 
les concernant  les  intérêts,  gages,  change,  températuve,  longi- 
tude, taxe,  etc. 

G.  —  Brève  étude  de  la  théorie  de  l'assurance  contre  Tincendie 
et  pour  la  vie,  renfermant  les  premiers  principes  des  probabilités. 

7.  —  Principes  fondamentaux  sur  la  commission,  le  courtage, 
l'escompte  et  autres  usages  commerciaux. 

.rajouterais  qu'on  est  en  train  d'examiner  un  programme  ana- 
logue à  celui  qui  vient  d'être  exposé,  dans  la  Horace  Mann  School 
of  Observation  au  Teachers  Collège,  Université  de  Columbia, 
New-York. 

V.  —  Questions  qui  pour  h  aient  être  examinées  par  des  congrès 

INTERNATIONAUX. 

Je  terminerai  en  exprimant  le  vœu  que  ces  congrès  internatio- 
naux puissent  augmenter  encore  de  valeur  par  la  clarté  qu'ils  ap- 
portent dans  les  domaines  de  la  pensée,  en  examinant  parfois,  par 
l'intermédiaire  de  comités,  quelques  questions  concernant  l'ins- 
truction secondaire.  Les  différents  pays  ne  peuvent  pas  être  uni- 
formes dans  leurs  programmes,  leurs  systèmes  scolaires,  pas  plus 
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que  dans  leurs  méthodes  d'enseignement,  mais  Tinfluence  d'un 
congrès  de  cette  nature  pourrait  être  d'une  grande  utilité  à  ceux 
qui  cherchent  sérieusement  à  améliorer  renseignement  des  ma- 
thématiques. Parmi  les  questions  qui  pourraient  être  discutées 
profitablement,  j'indiquerai  les  suivantes  : 

1.  Quels  ont  été  les  résultats  des  tentatives  faites  en  vue  de  sup- 
primer la  séparation  entre  l'Algèbre  et  la  Géométrie,  ou  d'ensei- 
gner les  deux  simultanément,  et  peut-on  déjà  en  déduire  une  re- 
commandation à  cet  égard  ? 

2.  Quels  ont  été  les  résultats  des  tentatives  d'enseigner  la  Géo- 
métrie démonstrative  avant  l'Algèbre?  S'ils  ont  été  favorables, 
quelle  est  la  nature  de  la  Géométrie  la  mieux  adaptée  à  cette  mé- 
thode apparemment  psychologique? 

3.  Quelle  est  l'opinion  d'observateurs  impartiaux  sur  la  Géomé- 
trie de  Méray  en  France  et  sur  les  travaux  du  genre  de  ceux  de 
de  Paolis  en  Italie,  touchant  la  fusion  de  la  Géométrie  plane  et 
de  la  Géométrie  de  l'espace  ? 

4.  Que  s'est-il  fait  dans  les  différents  pays  en  ce  qui  concerne 
la  fusion  de  la  Géométrie  plane  et  de  la  Trigonométrie. 

5.  Qu'y  a-t-il  à  faire  pour  faciliter  l'introduction  des  idées  élé- 
mentaires de  l'Analyse  supérieure  dans  l'Algèbre  secondaire  ? 

6.  Quel  est  le  minimum  convenable  de  la  Géométrie  d'Euclide 
servant  de  base  à  la  Géométrie  analytique,  au  Calcul  infinitési- 
mal et  à  la  Mécanique  ? 

7.  Quels  sont  les  liens  appropriés  convenables  à  établir  entre 
les  Mathématiques  secondaires  et  la  Physique? 

8.  Quelle  place  les  Mathématiques  secondaires  doivent-elles  oc- 
cuper en  ce  qui  concerne  la  nature  des  applications  et  les  rap- 
ports des  Mathématiques  appliquées  aux  Mathématiques  pures  ? 

9.  Quelle  devrait  être  la  nature  relative  des  cours  des  écoles  se- 
condaires destinés  à  ceux  qui  n'ont  pas  l'intention  de  continuer  à 
l'université  et  à  ceux  qui  ont  l'intention  de  le  faire?  En  d'autres 
termes,  des  cours  complets  et  des  cours  préparatoires  ? 

Ces  questions  et  d'autres  de  ce  genre  attirent  l'attention  sérieuse 
des  professeurs  américains.  Comme  nous  nous  sommes  toujours 
tournés  du  côté  de  l'Europe  pour  y  chercher  des  propositions 
conservatives  mais  aussi  d'une  réelle  utilité,  quelques-uns  d'entre 
nous  seraient  heureux  si  le  Congrès  jugeait  bon  de  former  des  co- 
mités internationaux*  pour  l'étude  de  sujets  de  cette  nature.  Une 
entente  n'est  pas  d'une  importance  capitale,  mais  un  échange  de 
vues  et  des  propositions  seraient  toutefois  d'une  utilité  manifeste. 

David-Eugène  Smith  (New-York). 

^  On  sait  quo    le   Congres   a  accepté   cetto    proposition    et    qu'il   a   chargé   MM.    Klksn, 
Grkknhill  et  Fkhk  de  constituer  une  Commission  internationale.  {La  Bèd.) 
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1.  —  Il  est  réjouissant  de  constater  qu'à  Theure  actuelle,  dans 
les  principaux  pays,  renêei(2fnement  scientifique  fait  l'objet  d'étu- 
des approfondies  en  vue  d'une  meilleure  adaptation  des  plans 
d'études  et  des  méthodes  aux  besoins  de  la  vie  économique  et  de 
la  science  moderne.  D'importantes  réformes  sont  proposées;  elles 
intéressent  également  les  divers  degrés  de  l'enseignement.  Les 
savants  ont  compris  dès  le  début  qu'ils  ne  devaient  pas  rester 
étrangers  à  ce  mouvement  dont  ils  seront  les  premiers  à  utiliser 
les  bons  résultats.  Le  comité  du  Congrès  a  donc  été  bien  inspiré 
en  provoquant  une  série  d'études  similaires  sur  l'enseignement 
mathématique  dans  les  principaux  pays. 

Je  veux  essayer  de  donner  ici  un  aperçu  très  bref  de  ce  qui  se 
fait  en  Suisse.  La  tache  n'est  pas  aussi  simple  qu'on  pourrait 
l'imaginer  à  première  vue,  car  on  se  trouve  en  présence,  non  pas 
d'un  type  unique  d'écoles,  mais  d'établissements  variant  d'un 
canton  à  un  autre.  Kn  Suisse  l'instruction  publique  est  en  effet 
du  ressort  des  cantons,  au  nombre  de  vingt-deux.  Si  j'ajoute  que 
dans  plusieurs  d'entre  eux  l'organisation  est  municipale,  vous 
comprendrez  que  la  plus  grande  diversité  règne  chez  nous  dans 
les  plans  d'études  ou  tout  au  moins  dans  l'organisation  des  études. 

Les  inconvénients  d'un  pareil  système  sont  minimes  à  côté  des 
avantages  qu'offre  une  organisation  qui  permet  de  tenir  compte, 
dans  la  mesure  du  possible,  des  intérêts  régionaux.  Cette  grande 
indépendance  des  autorités  scolaires  facilite  considérablement 
l'étude  et  l'accomplissement  de  réformes,  d'autant  plus  qu'une 
grande  liberté  d'initiative  est  généralement  laissée  au  corps  en- 
seignant. Moins  il  y  a  de  rouages  purement  administratifs,  plus 
les  progrès  sont  faciles  à  réaliser.  On  ne  sera  donc  pas  surpris  de 
constater  que  des  demandes  de  réformes  faisant  encore  l'objet 
de  nombreuses  démarches  dans  les  grands  pays,  ont  reçu  satis- 
faction depuis  longtemps  en  Suisse.  Ainsi,  pour  ne  donner  qu'un 
exemple,  je  signalerai  le  fait  que  dans  plusieurs  gymnases  scien- 


^  Rapport  présente  au  4*  Congrès  international  des  mathématiciens,  Rome,  avril  1908. 
i^eclion  IV  (Philosophie,  Histoire  et  Enseignement),  par  H.  Fkhr,  Professeur  à  l'Université 
de  Genève. 

L'Eatteigaemcnt  matliém.,  10«  année;  1908.  19 
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tifiques'  la  première  initiation  au  calcul  différentiel  figure  au 
programme  depuis  plus  d'un  demi-siècle. 

Le  temps  nécessairement  très  limité  accordé  à  chaque  com- 
munication m'oblige  de  restreindre  le  plus  possible  le  sujet.  Je 
me  bornerai  à  vous  montrer  la  place  qui  est  faite  aux  mathémati- 
ques dans  nos  gymnases.  Toutefois,  avant  d'aborder  cette  ques- 
tion, il  est  indispensable  de  jeter  un  coup  d'œil  très  rapide  sur 
l'organisation  même  des  établissements  secondaires. 

2.  —  Les  écoles  moyennes  conduisant  aux  études  supérieures, 
portent  des  noms  divers  suivant  les  cantons  :  Collège,  Gymnase^ 
obère  Realschule,  Kantonsschiile.  C'est  cette  dernière  dénomi- 
nation qui  est  la  plus  répandue  dans  les  cantons  de  langue  alle- 
mande. 

Examinés  au  point  de  vue  de  leur  organisation  extérieure,  ces 
établissements  présentent  des  différences  assez  notables.  On  y 
trouve  généralement  deaa:  cycles.  Le  premier  cycle  est  de  3  ou  4 
ans  et  forme  le  collège  on  gymnase  inférieur;  le  second  cycle 
comprend  4  ans  ou  (4  ans  7i  dans  certains  cantons)  ;  les  élèves  y 
entrent  à  Tâge  de  14  ou  15  ans. 

Les  gymnases  se  divisent  en  2  ou  3,  quelquefois  même  k  sections^ 
suivant  les  langues  étrangères  qui  y  sont  enseignées.  Nous  lais- 
serons de  côté  la  section  commerciale  que  Ton  trouve  dans  plu- 
sieurs établissements.  Dans  quelques  villes  l'école  de  commerce 
forme  en  effet  une  section  de  l'Ecole  cantonale,  par  exemple  à 
Zurich,  Berne,  Lucerne,  Aarau,  Bàle,  St-Gall. 

Les  deux  grandes  sections,  communes  à  tous  les  gymnases  sont: 
a)  la  section  classique,  qui  conduit  à  toutes  les  Facultés  univer- 
sitaires (et  à  l'Ecole  polytechnique  fédérale  moyennant  un  com- 
plément d'études  mathématiques)  ;  les  branches  spéciales  sont  le 
Latin,  le  Grec  et  la  Philosophie. 

b)  La  section  technique  ou  industrielle,  qui  conduit  plus  parti- 
culièrement aux  carrières  scientifiques,  techniques  ou  industriel- 
les. Elle  porte  des  noms  différents  suivant  les  villes  :  à  Aarau  et 
à  Genève,  c'est  la  section  technique,  à  Berne  Vécole  réale  (Real- 
schule),  à  Bâle  Yobere  Healschule),  à  Zurich,  Frauenfeld  et  St-Gall 
V Industrieschule,  dans  les  cantons  de  Vaud  et  de  Neuchâtel  c'est 
le  Gymnase  ou  la  section  scientifique,  etc. 

Les  élèves  qui  sortent  de  cette  section  sont  admis  directement 
aux  Facultés  des  Sciences  et  des  Lettres  à  la  Faculté  technique 
de  Lausanne  et  à  l'Ecole  polytechnique  fédérale. 

Le  Gymnase  de  Genève  possède  encore  deux  autres  sections  :  c)  la 
section  réale,  créée  en  1886,  qui  comprend,  à  côté  de  l'étude  des  lan- 


^  Ainsi  à  Bftie,  l'Ecole  réalo  supérieure  a  été  prolongée  d'une  classe  en  1856-67  avec  le 
programme  suivant:  Algèbre  supérieure,  2  heures;  G^éométric  analytique,  2;  Calcul  diffé- 
rentiel et  intégral  2;  Mécanique  4;  Géométrie  descriptive  4;  Minéralogie  2;  Histoire  des 
découvertes  1  (V.  Geschichte  der  obern  healschule  zu  Basel,  1905). 
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gués  modernes,  celle  du  latin.  Elle  correspond  à  peu  près  à  la 
section  Latin-sciences  en  France  et  au  Realgymnasium  allemand. 
Une  section  analogue  a  été  créée  à  Zurich  en  1905.  L'examen  de 
sortie  donne  accès  à  toutes  les  facultés  universitaires. 

d}  la  section  pédagogique^  qui  prépare  les  candidats  à  rensei- 
gnement primaire  et  qui,  en  outre,  conduit  aux  Facultés  des 
Sciences  et  des  Lettres  (pour  les  lettres  modernes  et  les  sciences 
sociales).  L'enseignement  scientifique  est  le  même  que  dans  la 
section  réale. 

A  la  fin  du  Gymnase  les  élèves  obtiennent,  après  examen,  un 
diplôme  de  maturité  qui  porte  le  nom  de  la  section  correspon- 
dante. 

3.  —  Passons  à  Y  organisation  des  études  mathématiques.  Dans 
plusieurs  établissements  celles-ci  se  répartissent  sur  deux  cycles; 
le  premier  cycle  correspond  au  Gymnase  inférieur  et  a  pour  but 
de  fournir  une  première  initiation  à  T Algèbre  et  à  la  Géométrie. 
Dans  cette  première  étude,  qui  est  déjà  précédée  d'une  première 
préparation  fournie  par  TEcole  primaire,  renseignement  de  la 
Géométrie  est  basé  uniquement  sur  la  méthode  intuitive,  le  maî- 
tre a  recours  à  la  superposition  et  à  la  décomposition  des  figures  ; 
les  élèves  sont  appelés  à  faire  des  constructions  à  l'aide  des  ins- 
truments, notamment  des  exercices  simples  sur  des  lieux  géomé- 
triques. 

Le  temps  consacré  à  l'Arithmétique  et  à  l'introduction  à  l'Algè- 
bre et  à  la  Géométrie  est  généralement  de  4  heu^^es  par  semaine. 

Sans  doute  cette  période  d'initiation  n'existe  pas  dans  tous  les 
établissements,  d'une  manière  également  complète,  mais  partout 
où  elle  a  été  appliquée  elle  a  donné  d'excellents  résultats.  Il  me 
parait  inutile  d'insister  ici  sur  la  nécessité  de  faire  précéder 
l'étude  théorique  des  mathématiques  d'un  enseignement  intuitif 
dans  lequel  on  familiarise  les  jeunes  élèves  avec  les  figures  géo- 
métriques et  leurs  propriétés  les  plus  simples  et  avec  l'emploi 
de  la  règle  et  du  compas  dans  la  résolution  des  problèmes  élé- 
mentaires. En  procédant  ainsi  les  maîtres  n'ont  fait  que  suivre 
la  voie  tracée  par  Pestalozzi,  qui  devait  nécessairement  laisser  de 
nombreux  disciples  pariîii  ses  compatriotes,  dont  le  plus  illustre 
est  sans  doute  le  grand  géomètre  Steiner.  Une  nouvelle  impulsion 
vient  d'être  donnée  à  cet  enseignement  d'initiation,  tout  au  moins 
dans  les  milieux  où  il  n'avait  pas  encore  obtenu  son  plein  déve- 
loppement, par  M.  Laisant.  l'un  des  fondateurs  de  nos  Congrès, 
grâce  à  son  récent  livre  sur  Y  Initiation  mathématique  *. 

4.  —  Examinons  maintenant  quel  est  le  but  et  le  plan  d'études 
de  l'enseignement  mathématique  dans  la  di%^ision  supérieure  des 


*  *••  «^ditioD,  Paris-Genève,  1908,  prix  :  2  în.\  traduction  allemande  par  Schicht,  Leipzig- 
Wien,  1908;  traduction  italienne  par  G.  Lazzrri,  Firenze,  1908.  Il  y  a  aussi  une  traduction 
|>olonaise. 
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gymnases.  Si  Ton  parcourt  les  divers  programmes,  on  constate 
que  Ton  a  généralement  reconnu  qu'à  côté  du  rôle  qu'exercent 
les  mathématiques  sur  le  développement  logique  de  la  pensée 
chez  rélève,  il  y  avait  à  tenir  compte  de  l'importance  des  mathé- 
matiques dans  la  vie  journalière  et  dans  l'étude  des  phénomènes 
de  la  nature. 

Je  citerai  le  texte  suivant  du  but  de  l'enseignement  mathéma- 
tique de  la  Kantonsschule  de  Zurich  (Programme  1907,  section 
classique)  : 

«  LehrzieL  »  «  Fertigkeit  im  numerischen  Rechnen,  besonders 
«  auch  im  Kopfrechnen,  und  Gewandheit  in  der  Aufl^>sung  von 
«  Aufgaben  des  bûrgerlichen  Lebens.  Erziehung  zu  klarem,  lo- 
«  gischem  Denken  und  Ausbildung  des  rflumlichen  Anschauungs- 
«  vermôgens.  Einsicht  in  die  mathematische  Behandlungsweise 
«  von  Fragen  des  praktischen  Lebens  und  einfachen  gesetzmâs- 
«  sigen  Erscheinungen  der  Natur.  » 

Dans  le  programme  de  la  section  réale  cette  dernière  partie  a 
été  complétée  comme  suit  : 

«  Erwerbung  der  Fâhigkeit,  Aufgaben  des  praktischen  Lebens. 
«  der  Natur  und  der  Technik  auf  mathematischem  Wege  behan- 
«  deln  und  lOsen  zu  kônnen.  »  ^ 

Pour  atteindre  ce  but  les  gymnases  accordent  une  large  place 
aux  considérations  empruntées  aux  sciences  appliquées.  Ainsi 
dans  plusieurs  établissements  (classiques  et  industriels)  l'enseigne- 
ment des  notions  de  Trigonométrie  sphérique  est  suivi  d'un  cours 
de  Géographie  mathématique  ou  de  Cosmographie.  Dans  les  sec- 
tions industrielles  des  principaux  gymnases  le  dessin  technique 
comprend,  dans  les  dernières  classes,  une  série  de  leçons  de  levé 
(le  plans  avec  de  nombreux  exercices  pratiques  sur  le  terrain. 

Quant  au  temps  affecté  à  renseignement  mathématique,  il  est 
généralement  de  4  heures^  dans  les  sections  classiquesy  el  de  6  à  8 
heures  (quelquefois  même  dix  heures  dans  la  dernière  classe)  dans 
les  sections  industrielles. 

Le  plan  d'études  des  sections  classiques  comprend  l'Algèbre, 
la  Géométrie,  la  Trigonométrie,  la  Géométrie  analytique,  la  Cosmo- 
graphie. 

Dans  les  sections  industrielles  ces  mêmes  branches  sont  étu- 
diées d'une  manière  plus  approfondie  ;  on  y  trouve  en  outre  les 
éléments  de  l'Algèbre  supérieure  et  du  Calcul  différentiel  et  inté-r 
gral  et  la  Géométrie  descriptive. 

5.  —  L'étendue  des  programmes  de  ces  différentes  branches 
présente  quelques  différences  lorsqu'on  passe  d'une  ville  à  l'autre. 
C'est  surtout  dans  le  domaine  de  la  Géométrie  que  l'on  trouve  une 
plus  grande  variété.  Les  gymnases  de  la  Suisse  orientale  accor- 
dent généralement  une  place  plus  grande  aux  notions  empruntées 
à  la  Géométrie  moderne. 
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Mais  tous  les  programmes  ont  nécessairement  unepartie  commu- 
ne, un  minimum,  correspondant  aux  prescriptions  de  deux  commis- 
sions fédérales.  En  effet,  bien  que  les  écoles  moyennes  ne  dépendent 
que  de  l'administration  cantonale  ou  municipale,  le  Gouvernement 
fédéral  exerce  cependant  une  certaine  influence,  et  indirectement 
un  contrôle,  sur  les  études  secondaires  supérieures  dans  les  sec- 
tions classiques  et  industrielles.  Cela  provient  de  ce  qu'en  Suisse 
les  carrières  médicales  sont  soumises  à  un  diplôme  fédéral.  Il  a 
été  institué  des  examens  fédéraux  de  maturité  pour  les  candidats 
aux  professions  médicales.  Les  diplômes  cantonaux  peuvent  être 
jugés  équivalents,  s'ils  sont  délivrés  par  des  écoles  dont  l'organi- 
sation et  le  programme  garantissent  une  bonne  préparation  aux 
études  universitaires.  A  cet  effet  le  Conseil  fédéral  fait  dresser  une 
liste  des  écoles  moyennes  suisses  dont  les  certiflcats  de  sortie 
sont  reconnus  comme  certificats  de  maturité. 

Le  programme  fédéral  exigeant  la  connaissance  du  latin,  avec 
le  grec  comme  branche  facultative,  les  gymnases  classiques  ou 
réaux  doivent  nécessairement  en  tenir  compte  dans  le  plan  d'étu- 
des. Il  constitue  pour  eux  un  minimum  qui  est  généralement  dé- 
passé. 

Voici  le  texte  du  programme  fédéral  de  maturité  pour  les  can- 
didats  aux  professions  médicales,  en  ce  qui  concerne  les  Mathéma- 
tiques et  la  Physique. 

Mathématiques,  a j  Algèbre,  Opérations  algébriques.  Equations  du  premier 
et  du  deuxième  degré  à  une  et  à  plusieurs  ioconaues.  Logarithmes.  Progres- 
sions arithmétiques  et  géométriques.  Intérêts  composés  et  annuités.  Eléments 
de  la  théorie  des  combinaisons  et  du  calcul  des  probabilités.  Binôme  de 
Newton  avec  exposants  entiers. 

b)  Géométrie.  PUnimélrie,  stéréométrie,  trigonométrie  plane.  Habileté 
dans  la  construction  de  figures  géométriques.  Géométrie  analytique  plane  : 
point,  ligne  droite,  cercle;  théorie  élémentaire  des  sections  coniques  (formes 
d'équations  les  plus  simples).  Application  de  la  théorie  des  coordonnées  à  la 
représentation  graphique  de  fonctions  analytiques  simples  et  de  fonctions 
élémentaires  de  quantités  physiques  et  mécaniques. 

Physique.  —  Propriétés  générales  des  corps  solides,  liquides  et  gazeux. 
Lois  principales  du  son,  de  la  lumière,  de  la  chaleur,  du  magnétisme  et  de 
l'électricité. 

Eléments  d^  géographie  physique. 

(Programme  du  6  Juillet  Î906.) 

Cest  là  le  minimum  des  connaissance  mathématiques  que  four- 
nissent les  gymnases  classiques  en  Suisses.  Vous  constatez  qu'il 
contient  la  Géométrie  analytique,  qui  est  du  reste  enseignée  depuis 
longtemps  dans  le  Gymnase  classique  avant  même  que  le  pro- 
gramme fédéral  en  fit  mention.  On  y  trouve  aussi  les  applications 
à  la  représentation  graphique  de  fonction  simple.  Cette  dernière 
partie  a  été  ajoutée  en  190().  Ces  notions  se  trouvaient  déjà  impli- 
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citement  comprises  dans  renseignement  de  la  géométrie  analyti- 
que ;  il  s'agissait  surtout  de  les  développer  en  tenant  compte  des 
besoins  modernes  des  sciences  appliquées.  ^Association  suisse 
des  professeurs  de  mathématiques  Ta  reconnu  sans  peine  en  adop- 
tant à  l'unanimité  les  thèses  que  j'ai  eu  l'honneur  de  lui  soumettre 
en  Décembre  1904  et  dont  voici  le  texte  *  : 

I.  En  raison  de  leur  importance  et  de  leur  portée^  la  notion 
de  fonction  et  les  problèmes  fondamentaux  qui  s'y  rattachent  appar- 
tiennent au  programme  de  l'enseignement  mathématique  des 
écoles  moyennes, 

II.  Quant  à  V étendue  et  à  la  méthode  on  dei^ra,  d'une  party 
se  borner  au,r  notions  fondamentales^  et  à  leurs  applications  typi- 
ques les  plus  simples,  et,  cT autre  part,  éditer  un  exposé  purement 
abstrait. 

Sur  la  proposition  de  M.  le  professeur  Suter  il  a  été  ajouté  un 
troisième  vœu,  adopté  également  à  l'unanimité: 

III.  //  est  désirable  que  dans  l'enseignement  secondaire  supé- 
rieur, notamment  dans  les  gymnases,  une  plus  grande  place  soit 
accordée  au  dés>eloppement  historique  des  mathématiques. 

6.  —  Le  programme  ci-dessus  se  retrouve  donc  nécessairement 
dans  le  programme  des  gymnases  qui  doivent  en  tenir  compte  dans 
l'élaboration  de  leur  plan  d'études.  Chaque  établissement  étant 
libre  de  fixer  son  programme  détaillé,  on  trouve  une  grande  variété 
dans  les  programmes.  En  général  le  programme  fédéral  est  dé- 
passé ou  tout  au  moins  traité  d'une  façon  très  large.  Ainsi  les  uns 
accordent  une  place  importante  aux  notions  de  la  géométrie  mo- 
derne et  à  l'étude  synthétique  des  sections  coniques.  La  Stéréo- 
métrie comprend  quelquefois  des  notions  de  Géométrie  descriptive 
(par  ex.  Frauenfeld)  et  cette  façon  plus  large  d'envisager  la  stéréo- 
métrie devrait  être  adoptée  dans  tous  les  établissements  n'ayant 
pas  un  enseignement  proprement  dit  de  Géométrie  descriptive. 
Plusieurs  gymnases  (par  ex.  Berne,  La  Chaux-de-Fonds,  St-Gall} 
font  suivre  la  Trigonométrie  plane  des  éléments  de  Trigonométrie 
sphérique  et  de  ses  applications  simples  à  la  Géographie  mathé- 
mathique.  Quelques  programmes  mentionnent  encore  des  équa- 
tions cubiques,  les  notions  sur  les  nombres  complexes  et  les  équa- 
tions en  général,  (par  ex.  Berne,  La  Chaux-de- Fonds),  ou  les 
séries  i  Berne  i.  La  notion  de  fonction  avec  représentation  graphi- 
que figure  explicitement  dans  la  plupart  des  programmes;  quel- 
ques-uns ajoutent  les  premières  notions  de  calcul  différentiel  et 
intégral  (par  ex.  Frauenfeld,  Schaffhouse). 

Nous  ne  ferons  pas  ici  une  étude  comparée  complète  des  divers 


*  Oer  Fitnktionsbegrîff  ini  mathematischen  Unterricht  der  MUtelschnU.  Vortrag  gehalten  in 
dcr  Vcreiiiigungder  Mathematiklchrcran  schweizepischen  Mitlclschiilen  am  17.  Dozember  1904, 
—  Traduction  française  dans  l'Enseignement  ntathémafiquc,  7»  année.  La  notion  de  fonction 
dans  l'enseignenienl  mathématique  des  écoles  moyennes,  p.  178-187,  1905. 
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programmes.  Ce  qui  précède  montre  suffisamment  qu'en  Suisse 
les  mathématiques  occupent  une  bonne  place  dans  les  établisse- 
ments classiques.  Personne  ne  conteste  chez  nous  que  les  mathé- 
matiques appartiennent  à  Tensemble  des  connaissances  qui  for- 
ment la  culture  générale  indispensable  à  toutes  les  carrières  libé- 
rales et  chacun  reconnaît  que  les  éléments  que  Ton  enseigne  dans 
les  gymnases  sont  à  la  portée  de  tout  cerveau  normalement  cons- 
titué. La  légende  de  la  bosse  des  mathématiques,  pour  ce  qui  est 
des  éléments,  tend  de  plus  en  plus  à  disparaître. 

7. —  Si  nous  passons  maintenant  aux  sections  scientifiques  (in- 
dustrielles ou  techniques)  nous  constatons  qu'ici  aussi  il  y  a  un 
programme  minimum  que  doivent  avoir  parcouru  les  élèves  qui 
entrent  à  TEcole  polytechnique  fédérale  (Zurich).  Le  Conseil  de 
TEcole  établit  une  liste  des  gymnases  scientifiques  dont  le  di- 
plôme de  maturité  dispense  des  examens  d'admission.  Ce  pro- 
gramme comprend  les  objets  suivants  concernant  les  mathéma- 
tiques : 

Les  éléments  d'Algèbre  (y  compris  les  notions  sur  la  théorie 
des  équations  et  les  séries),  la  Géométrie  à  deux  et  à  trois  dimen- 
sions, la  Trigonométrie  plane  et  sphérique  ;  la  Géométrie  analy- 
tique à  deux  dimensions  avec  des  notions  sur  la  Géométrie  ana- 
lytique à  trois  dimensions,  la  Géométrie  descriptive.  Les  éléments 
de  la  théorie  du  mouvement  et  de  la  mécanique  des  corps  solides, 
liquides  et  gazeux. 

Voici,  à  titre  d'exemple,  comment  ces  branches  ont  été  répar- 
ties dans  le  plan  d'études  de  quelques  gymnases. 

Bale  :  Obère  Rf.alschule.  (Durée  'i  ans  7»;  âg«  d'admission:  1'*  ans  ré- 
volus). 

Classe  I.  —  Arithmétique  et  Algèbre  jusqu'aux  équations  du  premier  de- 
>çré  à  plusieurs  inconnues  (3  h.)  —  Géométrie  ;  planimétrie  et  commencement 
de  la  stéréométrie  (3  h.| —  Dessin  géométrique  (2  h.). 

Classe  If.  —  Algèbre  :  Puissances  entières  et  fractioimaires,  logarithmes. 
Equations  du  second  degré  {3  h.) —  Géométrie,  Stéréométrie  (2  h.) —  Des- 
sin géométrique  (2  h.). 

Classe  m.  —  Algèbre  :  Progressions.  Intérêts  composés,  annuités  appli- 
cations au\  calculs  des  assurances.  Analyse  combinatoire.  Déterminants  (3  h.) 
—  Géométrie  :  Trigonométrie  plane  et  sphérique  '3  h.)  —  Dessin  géométri- 
que aven  travaux  pratiques  sur  le  terrain'  (2  h.). 

Classe  IV,  —  Algèbre  :  La  loi  du  binôme.  Séries.  Nombres  complexes. 
Résolutions  des  équations  du  degré  supérieur,  équations  transcendantes 
(2  h.)  —  Géométrie  analytique  (2  h.)  —  Géométrie  descriptive  (2  h.)  —  Des- 
sin géométrique,  épures  de  Géométrie  descriptive  (2  h.). 

Classe  V.  —  |1  semestre.)  —  .\lgèbre  :  Eléments  du  Calcul  différentiel 
avec  applications  simples  à  la  Géométrie  et  à  la  Physique  (3  h.)  —  Géomé- 
trie analytique  h  3  dimensions  (3  h.)  —  Géométrie  descriptive  (2  h.);  épu- 
res (2  h.). 

Les  éléments  de  mécanique  font  généralement  partie  du  pro- 
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gramme  de  Physique  (Baie,  Zurich,  Genève,  etc.);  toutefois  dans 
quelques  gymnases  ils  sont  enseignés  par  le  professeur  de  mathé- 
matiques et  figurent  au  plan  d'études  pour  1  à  2  h.  par  semaine 
pendant  1  k  2  ans.  (Lausanne,  La  Chaux-de*Fonds),  etc. 

On  retrouve  ce  programme  avec  plus  ou  moins  de  développe- 
ment dans  les  divers  gymnases.  Pour  donner  une  idée  exacte  de 
Tampleur  avec  laquelle  il  est  traité,  nous  reproduisons  ici  le  pro- 
gramme détaillé  du  Gymnase  de  Zurich  (section  industrielle)  en 
conservant  le  texte  original. 

Znrich  ;  Industriesckule.  (Durée  des  éludes  :  4  ans  ^/a  ;  âge  d  admission: 
14  ans  révolus). 

Mathematik  —  L  Kl.  6  St.  Rechnen.  Répétition  der  gewôhnlichen  und 
Dezimalbriiche,  des  Dreisatzes  und  seiner  Anwendung  auf  die  bûrgerlichen 
Rechnungsarten.  Teilbarkeit  ganzer  Zahlen.  Ausziehen  der  Quadralwurzel 
aus  dekadischen  Zahlen.  Verhultnisse  und  Proportionen.  Ubuugen  iui  Kopf- 
rechnen.  —  Avithmetik .  —  Hlinfuhrung  der  allgemeinen  und  der  negativen 
Zahlen.  Die  vier  Grundopcrationen  mit  allgemeinen  ratîonalen  Zahlen  und 
Ausdrùcken.  Sâtze  ûber  Quadratwurzein  aus  Produkten  und  Quotienten.  — 
Algehra.  —  Gleichungen  de»  ersten  Grades  mit  einer  Unbekannten.  Toxt- 
gleichungen,  insbesondere  aus  dem  bûrgerlichen  Rechnen  und  der  Plani- 
metrie.  —  Planimetrie.  —  Verschiebung,  Drehung,  Messung.  DieLehrevon 
den  Winkeln  und  deu  Parallelen,  die  allgemeinen  Satze  iiber  das  Dreieck, 
das  Parallelogramm  und  das  Trapez.  Zenlrale  und  axiale  Syrametrie.  Ver- 
gleichung,  Yerwandlung.  Teilung  und  Messung  der  Flâchen.  Rechtwinkligc 
Koordinaten.  Siitze  iiber  Winkel,  Sehnen  und  Tangenten  des  Kreises, 
Berechnung  der  Bogen  und  Sektoren.  Die  Lehre  von  den  proportionalen 
Strecken  und  der  Ahnlichkeit  und  deren  Verwendung  zur  Untersuchung  von 
Dreieck  und  Kreis.  ïeilverhaltnis  und  harmonischc  Teilung.  Die  drei  Flâ- 
chensîitze  des  rechtwinkligen  Dreiecks,  die  Winkelhalbierenden,  Schvver- 
linien  und  Hôhen  des  Dreiecks.  Konstruktion  fundamentaler  algebraischer 
Ausdrûcke  (Dimension).  Verhâltnis  âhnlicher  FlUchen. 

II.  Kl.  6  St.  Rechnen,  —  Uberschlagsrechnungen  im  Kopf.  Die  Kubikwurze). 
Abgekurzte  Operationen.  Rechnen  mit  begrenzter  Genauigkcit.  —  Arilhmetii. 
—  Potenzen  und  Wurzeln  mit  positîven  und  negativen,  ganzen  und  gcbrochenen 
Exponeuten.  Begrifif  der  irrationalen,  imaginaren  und  komplexen  Zahlen.  — 
Algehra.  —  Die  linearen  Gleichungssysteme  mit  mehreren  Unbekannten. 
Ubungen  im  Ansetzen  und  Lôsen  von  Textgleichungen,  ans  dem  bûrger- 
lichen Lcben,  der  Arithmctik,  der  Géométrie  und  der  Mechauik.  —  Ebene 
Trigonométrie  (im  Sommer)  :  Funktionen  spilzer  Winkel.  Auflôsung  des 
rechtwinkligen  Dreiecks.  Anwendungen  auf  die  regularen  Vielecke  und  die 
Berechnung  von  n,  auf  praktische  Géométrie,  Stéréométrie  und  Physik.  Die 
einfachsten  Satze  zur  Auflôsuqg  des  allgemeinen  Dreiecks  Funktionen 
stumpfer  Winkel.  —  Stéréométrie  (im  Winter)  :  Ëinfûhrende  Anschauungen. 
AUgemeine  und  spezielle  Lage  der  drei  Raumelemente.  Winkel  und  Ab- 
stânde,  dreierlei  Symmetrie  Unendlich  ferne  Raumelemente.  Eigenschaften 
von  Zylinder-,  Kegel-,  KugeIflUchen  und  ihren  Tangentialebenen.  Berech- 
nung von  Oberflache  und  Volumen  des  geraden  Prismas.  Das  Prinzip  der 
Volumonvergleichung.  Volumen  von  voUstUndigen  und  schief  abgeschniltcnen 
Prismen  und  Zylindern,    von  Pyramiden.  Kegeln  und   ihren   Stumpfen,  von 
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Kugeln  und  Kugelteilen,  von  Prismatoiden.  Gewichlsberechnung  bei  lech- 
nisch  wichtigen  Formen. 

III.  Kl.  6  St.  Rechnen.  —  Inlerpolierendea  Rechnen  mit  Zahlen-  und  gra- 
phîschen  Tabellen.  Logarithmisches  Rechnen  mit  fûnfstelligeu  Tabellen.  — 
Arithmetik.  —  Polenzen  mit  irralioualen  Exponeuten.  Die  Lehre  von  deii 
Logarithmen  und  ihrer  Anwendung  auf  Arithmetik,  Géométrie.  Physik  und 
Ëxponentialgleichungen.  Arithmetische  und  geometrische  Progressionen. 
Nâherungs-  und  Grenzwert  bei  falienden  geometrischen  Reihcn.  Zinseszius-, 
Amortisattons-  und  Rentenrechnung.  Die  EIcmente  der  Lebeusvereicherung. 
Das  numerische  und  das  graphische  Rechnen  mit  komplexen  Zahlen.  Der 
Moivresche  Lehrsatz.  —  Algebra  :  Lineare  diophantische  Gleichungen.  — 
Ehene  Trigonométrie  (ira  Sommer)  :  Allgeraeingùltige  Definitionen  und 
Additionstheoreme.  Gebrauch  der  Logarithmen  und  des  Hilfswinkels.  Zu- 
sammenhang  der  trigonometrischen  Sktze.  Anwendungen  aurVermessungen. 
Stéréométrie  und  Physik.  —  Neuere  Géométrie  (im  Winter)  :  Potenz  und 
Potenzlinieu  in  bezug  auf  deu  Kreis.  Harmonische  Gruppen  und  Linealkon- 
struktionen.  Polaritât  in  bezug  auf  den  Kreis.  Ahnlîchkeitscentra  und 
-Axen  von  Kreisen.  Uebersicht  der  planimetrischen  Koustruktionsmethoden. 

IV.  Kl.  6  St.  im  Sommer,  5  St.  im  Winter.  Arithmetik.  —  Die  gemeinen 
Keltenbrûche.  Kombiuatorik.  Binomischer  Lehrsatz  fur  positive  ganze  Ex- 
ponenten.  Mathematische  und  empirische  Wahrscheinlichkeit  und  An- 
wendungen. —  Algebra,  —  Die  Auflôsung  der  Gleichungen  des  dritteu 
Grades.  Die  Zahl  der  Wurzeln  und  die  Wurzelfaktoren  der  algebraischen 
Gleichung.  Auflôsung  nnmerischer  Gleichungen  durch  Niiherung.  —  Ana- 
lysis.  —  Begriff,  graphische  Darstellung  und  Einteilung  von  Funktionen. 
Stetigkeil,  NulU,  Maximal-  und  Minimalstellen,  Grenzwerte.  Das  Tangenten- 
verfahren  zur  Bildung  der  abgeleiteten  Funktion.  —  Spharische  Trigono- 
métrie (im  Sommer).  —  SphUrik.  Spharische  und  rUumliche  Koordinaten. 
Die  Auflôsung  der  speziellen  Dreiecke.   Die  HauptsUtze  fur  das  allgemeine 

.  Dreieck.  Die  Lôsung  der  Grundaufgaben  und  die  FlHchenberechnung.  An- 
wendungen auf  Stéréométrie,  darstelleude  Géométrie  und  Géographie.  — 
Mathematische  Géographie.  —  Beobachtungen  an  den  scheinbaren  tâglichen 
Fixstembewegungen.  Horizont-  und  Aquator-Koordinaten.  Die  scheinbare 
jâhrliche  Bewegung  der  Sonne.  Geographische  und  nautische  Ortsbestim- 
raung.  Koordinatengeometrie  (im  Winterl  —  Recht-  und  schiefwinklige  und 
polare  Koordinaten,  ïransformationen,   Gerade  Linie  und  Kreis. 

Y.  Kl.  6  St.  (im  Sommer).  Algebra.  —  Begriff  und  Summe  von  konver- 
genten  Rciheu.  Die  einfachsteu  Konvergeuzkriterien.  Die  Entwicklung  der 
Elementarfunktionen  in  Potenzreihen.  Berechnung  und  Zusammenhang  dieser 
Funktionen.  —  Koordinatengeometrie .  —  Die  Parabel.  Gemeinsame  Delini- 
tion  der  Kegelschnitte.  Die  Zeutralkegelschnitte.  Die  zeulralen,  fokalen  und 
Flâcheneigenschaften.  Geometrische  Ôrter  zweiten  Grades. 

Bachhaltnng.  —  I.  Kl.  1  St.  im  Sommer;  2  St.  im  Winter.  —  Zins-  und 
Diskoutrechnung.  Zahlungsverkehr,  Wechsel  und  Scheck  nach  dem  schwei- 
zerischen  Obligationenrecht  und  in  ihren  wichtigsten  volkswirtschaft- 
lichen  Funktionen.  Bankverkehr  und  Konlokorrente.  Entwicklung  derGrund- 
sâlze  der  doppelten  Buchhaltung  und  Erklârung  der  wichtigsten  Bûcher. 
Durchfùhrung  einos  einmonatlichen  Geschiiftsganges  eines  industriellen 
Betriebes   nach  der  amerikauisrhen  Form. 

Aile  sehriftlichen  Arbeiten  sind  saubcr  und  gefallig  aiisziifahren. 
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GeonatiiflcliM  Zeichneii. 

Die  ZeiebeaÎB^traaeaie.  iesb««oadiPre  die  Rei««xeage.  ■■tevlîe^ea  der  KoatroUe  des 
Faehlehrers  oad  werdeo  am  belles  nad  am  biliigstea  Bacli  seiaem  Rate  aagesclMn. 

I.  Kl.  2  St.  —  Cbuo^en  im  exakleoandgewaadteiiGebraachderZeîchemn- 
frtranienle.  Eîofacfae  Sitoatioasplâne.  Koostraklionsaafgaben  im  Anschlass 
ao  den  geomelrischco  Uolerrirht  :  Bestimmen  ron  Dreîeckeo  nnd  Vier- 
ecken,  FlâchenverwandlnogeD  und  -teiluagen.  Rreisaafçabeii,  geometriscfae 
Orter.  Melbodeo  der  Benre^ng  und  Abbîldong. 

II.  KL  2  St.  —  Im  Sommer:  Koostraklioosaufçabea  zar  Fortsetzang  der 
Plaoimetrie.  iosbesondere  der  Lehre  von  der  Ahnlichkeit.  Graphîsche  Dar- 
iitellungen  von  Fonktîon.  Zeichnen  voo  Kurven  alsÔrtem.  msbesondere  von 
KegelschnitU'n.  —  Im  VVînter  :  Darstellang  von  einfacben  stereometrischen 
Forroen  in  schiefer  Parallelprojektion.  Ausfïïhrung  der  Aafgaben  der  kon- 
slruierenden  Stereomelrie.  Uerstellnug  von  Scbniften,  Netzen.  Modellen. 
Symmetriekonstrnktionen.  Koustrnktion  von  Ellipsen  ais  scbiefen  Kreispro- 
jektionen.  Konstruktionen  geomelrischer  Ôrter. 

Darstellende  Géométrie.  —  HI.  KL  3  St.  im  Sommer,  4  St.  im  Winter. — 
Kolierle  Sormalprojektion,  —  Die  Lôsung  von  Aufgaben  mittelst  des  um- 
gelegten  Differenzdreiecks.  Darstellung  von  Raumgebilden,  besonders  von 
ebenen  Figuren.  Schichtenlinien.  i'm-  und  Aulklappungen  um  Haupigeradeu. 
Lehre  vom  Dreikant  und  von  den  Polyedem.  Normale  und  schiefe  Affinitât. 
Die  Ellipse  als  affine  Figur  des  Kreises.  —  Konjugierîe  Sormalprojektio- 
nen.  —  Die  Zweitafelprojektion  der  Raumelemente  einfacfaer  Objekte  im 
erslen  Quadranten.  Ableituog  neuer  Projekiionen  mittelst  Transformation 
und  Drehung.  Schnitt-  und  metrische  Aufgaben.  Raumelemente  in  allen  vier 
Quadranten. 

IV.  KL  3  St.  im  Sommer,  'i  St.  im  VVinler.  —  Die  Lôsung  der  Grund- 
aufgaben  durch  Transformation  und  Drehung.  Die  Darstellung  der  Zylinder-» 
Kegel-  und  Kugeiflâchen  und  îhre  Benutzung  als  Ôrter.  Hyperboloid, 
Schraubenlinien  und  -Flâcheu.  Rotationsflâchen.  Das  Dreitafelsysleni.  Quer- 
schnitte  und  Durchdringungen  von  Polyedern.  Seibstsehalten  und  ebene 
Schlagschatten.  Durchdringungen  von  Polyedern.  Zylîndern,  Kegein  und 
Kugeln.  Abwickelungen.  Technische  Anwendungen.  Schattenkonslruktionen. 

V.  KL  3  Si.  ira  Sommer.  —  Ebene  Sclinilte  von  Pyramidenmântela  und 
kollineare  Verwandlschaft.  KoUineare  Konslruktion  von  Kegeischnîtten. 
HauptbegrifTe  der  georaetrischen  Perspektive.  Perspektivische  Darstellung 
nach  Massen. 

Physik.  —  Der  Unterrichl  wird  sowohi  experimentell  als  matliematisch 
durchgefiihrl.  —  IL  Kl.  2  Si.  im  Sommer.  3  Si.  im  Winter.  Einleitendes  ùber 
Aufgabe  und  Méthode  der  Physik.  Liingen-  und  Zeitmessung.  Mechanik 
der  festen  Kôrper  :  Begrilf  von  Geschwindigkeit,  Beschleunîgung.  Krafi, 
.Masse,  Gewichl,  Arbeit  und  Energie.  Bewegung  bezw.  Gleichgewicht  unler 
dem  Einflusse  einer  oder  mehrerer  Krafte.  Der  Wurf.  Die  Masrhinen.  Die 
VVagc.  Bewegung  untcr  dem  Einflusse  einer  beliebigen  Zentralkraft.  Das 
Sonne  11  System. 

II L  Kl.  2  St.  ira  Sommer,  3  St.  ira  Winter.  —  Energie  rotierender  Kôrper. 
Der  Kreiscl.  Das  PendeL  ElastizitiU.  Der  Stoss.  Mechanik  der  fliissigen 
Kôrper.  Das  spezilische  Gewicht.  Kapillaritiit.  Diffusion  Osmose.  Hydro- 
dynamik.  Wasserkriiflpn.  WasserrUdeu.  Mechanik  der  gasfôrmigen  Kôrper: 
Kinotische     (iastheorie.     Der    Lnftdruck.    Anwendungen    dos    Luftdruckes. 
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Pumpen.  Molekularerschetoungen  in  Gaseu.  Wellenlehre  :  transversale  und 
longitudinale  Schwingungen.  Interfei'enz.  Réflexion  und  Brechung.  Slehende 
Schwingungeu.  Resonanz.  Akustik  :  Die  Erregung.  Fortpflnnzung  und  Wahr- 
nehmung  des  Schalles.  Optik  :  die  Ausbreitung  des  Lichles  im  Raume.  Die 
Reflexion  des  Lichtes. 

IV.  Kl.  3  St.  im  Sommer,  2  St.  im  Winter.  Die  Brechung  des  Lichtes. 
Die  Dispersion.  Achromasie.  Die  oplischen  Erscheinungen  der  Atmosphare. 
Spektralanalyse.  Fluoreszenz  und  Phosphoreszenz.  Das  Auge  und  das  Sehen. 
D\e  oplischen  Instrumente.  Interfereuz  und  Beugung.  Polarisation  und  Dop- 
pelbrechung.  Wiirme  :  Thermometrie.  Ausdehnung  der  festen,  flûssigen  und 
gasfùrmigen  Kôrper.  Kalorimetrie.  Aenderung  des  Aggregatziistandes. 
Hygrométrie.  Warmeleitung  und  Wàrmestrahlung.  Wiirmequellen.  Wàrrae 
und  Arbeit.  Die  Grundgesetze  der  Elektrostatik.  Das  elektrische  Potential. 
Kapazitàt.  Koudensatoren.  Das  elektrostatische  Masssystem.  Dor  Magnetis- 
mus  :  Magnetische  Feldstarke  und  Kraftlinien.  Das  magnetische  Kraftfeld 
der  Erde. 

Physikalisches  Praktikum  im  Winter  :  2  St.  in  Halbklassen  aile  14  l'age  '• 
Liingenmessungen.  Priifung  einer  Wage.  Dichtebestimmungen.  Elastizitâts- 
raodul.  Schallgeschwindigkeit  aus  Staubtiguren.  Krûmmungsradius  und 
Brennweite  einer  Linse.  Brechungsexponent.  Spektralanalyse  und  Wellen- 
lânge  eincs  Lichtstrahles. 

V.  Kl.  2  St.  Die  galvanischen  Elcmenle.  Der  elektrische  Strom.  Das  mag- 
netische Feld  eines  elektrischen  Stromes.  Elektromagnetismus.  Das  Biot- 
Savart'sche  Gesetz.  Das  Ohm'sche  Geselz  und  die  Kirchhofl"schen  Satze. 
Das  elektromagnetische  Masssystem.  Elektrolyse.  Die  Polarisation  und  die 
Akkumulatoren.  Stromenergie  und  WHrnie.  Glùhlicht  und  Bogenlicht.  Ther- 
moelektrizitât.  Die  InduklionsstrAme.  Das  Gesetz  von  Lenz.  Selbstinduktion. 
Foucaultstrôme.  Induktionsapparate.Entladuogserscheinungen  in  verdiinnten 
Gasen.  Die  dynamoelektrischen  Maschincn.  Telephon  und  Mikrophon. 
Elektrische  Schwingungen.  Teslaslrôme.  Elektrische  Wellen,  Funken- 
lelegraphie. 

8. —  Il  y  aurait  maintenant  encore  une  série  de  questions  à 
développer  ici  en  vue  de  donner  un  tableau  complet  de  l'organi- 
sation des  études  mathématiques  dans  les  gymnases  suisses.  11 
serait  intéressant  d'avoir  quelques  indications  sur  les  méthodes 
d'enseignement  et  tout  particulièrement  sur  renseignement  de  la 
Géométrie,  sur  l'emploi. des  modèles  mathématiques,  sur  Tusage 
des  manuels,  sur  la  part  accordée  aux  exercices  et  aux  problèmes 
dans  les  leçons  et  dans  les  examens,  etc.  Ici  encore  la  plus  grande 
liberté  est  laissée  au  corps  enseignant  et  Ton  constate  de  grandes 
différences  lorsqu'on  passe  d'un  gj-mnase  à  un  autre. 

Je  me  suis  borné  à  faire  un  tableau  de  la  place  accordée  aux 
mathématiques.  Ce  n'est  pas  le  lieu  ici  de  l'accompagner  d'une 
étude  criticiue  qui  s'adresserait  plutôt  à  quelques  établissements 
qu'à  l'ensemble  des  écoles  moyennes.  Car  il  y  a  évidemment  des 
lacunes  plus  ou  moins  grandes  dans  quelques  gymnases.  Ainsi, 
en  Géométrie,  on  n'accorde  pas  toujours  une  place  assez  large  à 
la  Stéréométrie  et  h  la  Géométrie  pratique,  tandis  que  la  Trigo- 
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noinétrie  est  quelquefois  trop  développée.  Dans  plusieurs  gym- 
nases on  néglige  par  exemple  Tétude  du  prîsmatoïde,  dont  la 
formule  du  volume  donne  lieu  à  des  généralisations  remarqua- 
bles. D^autre  part  il  serait  désirable  de  donner  une  courte  étude 
synthétique  des  sections  coniques,  en  partant  du  cône  de  révolu- 
tion, en  la  plaçant  avant  Tétude  analytique. 

Quant  à  la  préparation  du  corps  enseignant,  elle  varie  d*un 
canton  à  un  autre  ;  il  en  est  de  même  des  exigences  de  TEtat,  qui 
ne  sont  pas  toujours  assez  élevées.  L'organisation  des  études  pour 
les  candidats  à  renseignement  est  encore  insuffisante  aussi  bien 
dans  les  universités  qu'à  l'Ecole  polytechnique  fédérale.  Sous 
ce  rapport  il  conviendrait  d^examiner  avec  soin  les  conseils  que 
donne  le  rapport*  de  MM.  Klein  et  Gutzmer  (Dresde  1907). 

Cette  diversité  dans  la  préparation  est  peut-être  même  une 
force  stimulante,  car  le  corps  enseignant,  dans  son  ensemble, 
est  à  la  hauteur  de  sa  mission.  11  a  conscience  que  renseignement 
mathématique  est  perfectible.  Aussi  est-ce  avec  le  plus  grand  in- 
térêt qu'il  suit  les  discussions  et  les  efforts  qui  se  font  dans  les 
pays  voisins. 

II.  Fehr. 


LE  PREMIER  LIVRE  DE  LA  GEOMETRIE  NATURELLE^ 


CHAPITRE  III 

Encore  quelques  propriétés  du  triangle.    Angles  tr cèdres  et 
polyèdres.  Le  théorème  du  parapluie. 

Comparaison  des  lon(;ueurs  droites.  (Sans  figure.)  —  Deux 
droites  étant  données,  si  on  porte  l'une  sur  le  prolongement  de 
l'autre  et  bout  à  bout,  la  nouvelle  droite  formée  sera  à\ie  la  somme 
des  deux  premières  ;  des  deux  modes  de  superposition  des  droites 
égales  il  résulte  que  la  somme  de  deux  droites  est  indépendante  de 
l'ordre  dans  lequel  elles  ont  été  ajoutées  l'une  à  l'autre  ;  on  défi- 
nira de  même  la  somme  de  plusieurs  droites  et  cette  somme  jouira 
des  propriétés  suivantes  :  1°  la  somme  est  indépendante  de  Tordre 
de  jonction  des  parties  ;  2**  dans  la  somme  de  plusieurs  droites, 
un  ensemble  quelconque  des  portions  de  la  somme  peut  être  rem- 
placé par  leur  somme  partielle. 


*  Reproduit  dans  VEnseign.  math,  du  15  janv.  1»08;  p.  5-4i). 
■  Voir  UEnseign.  math,  du  15  mai,  1908;  p.  185-207. 
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On  résume  les  propriétés  qui  précèdent  en  disant  que  Taddi- 
tîon  des  droites  est  une  opération  commntatis^e  et  associatwe. 

Signes  (f  égalité  et  d'inégalité,  —  Plusieurs  barres  étant  rangées 
par  ordre  de  taille  croissante,  de  taille  égaie,  ou  de  taille  décrois- 
sante,  donnent  à  Toeil  les   trois   gtoupe- 

n^ents  suivants  (Fig.  20)  :  de  là  est  né  Tem-       ||||j         lj[|  [j         |ij|  ^ 
ploi   des   signes   d'inégalité   et   d'égalité  :        ''I!         |||{  |,  ||l' 

a  <Zh^  a  =  by  a^  b^  qui  signifient  respec- 
tivement  : 

a  plus  petit  que  b,  a  égale  b,  a  plus  grand  que  b. 

Quelques  remarques  évidentes.  V  Dire  qu'une  droite  a  est  plus 
grande  qu'une  autre  b^  ou  supérieure  à  une  autre  ^,  veut  dire  que 
la  droite  «  =  la  droite  b  augmentée  de  quelque  chose  ;  l'addition 
étant  une  opération  commutative,  il  résulte  de  la  remarque  pré- 
cédente que  si  l'on  a  : 

i,  ^   , ,     on  devra  aussi  avoir:  a  4-  a'  <i  h  -^  h'  . 

2*  Quand  on  ajoute  une  droite  A  un  certain  nombre  de  fois  à 
elle-même,  si  par  exemple  on  forme  la  droite  égale  à  A  +  A  +  A, 
la  nouvelle  droite  est  dite  égale  à  l'ancienne  multipliée  par  3  ;  en 
général  si  m  est  un  nombre  entier,  et  si  on  forme  la  droite  égale 
à  A  +  A  ...  +  A,  réunion  de  m  droites  égales  à  A,  on  dit  qu'on  a 
formé  la  droite  A  multipliée  par  //i,  ce  que  l'on  écrit  X.m. 

3**  L'addition  étant  une  opération  commutative  et  associative  on 
voit  immédiatement  que  f  A  +  B  +  C  +  D)./w  =  (A . /?i)  +  (Br,m) 
+  (C./w)  +  (D./w). 

4*  On  admet  comme  évident  qu'une  droite  A  étant  donnée  et  un 

nombre  entier  m  étant  également  donné,   il  existe  toujours  une 

droite  X  (qui  multipliée  par  m  reproduira  A  ;    on    appelle  cette 

droite  la  /w'"*«  partie  de  A  ;  on  dit  encore  que  X  dérive  de  A  par 

1 
l'emploi  du  nombre  sectionnaire  -  . 

Ainsi,  par  définition^  les  égalités  : 

1 
A=:A.m.     ou     Xi=A.  — ;  sont  complètement  équivalentes. 

5"*  On  définira  de  même  le  produit  d'une  droite  par  plusieurs 
nombres  entiers  ou  sectionnaires  envisagés  dans  l'ordre  de  l'écri- 
ture. Exemple  :  A  .3 .  7  .  5  signifiera  :  longueur  droite  A  que  l'on 

multiplie  par  3  :  résultat  dont  on  prend  le  quart  :  résultat  que  l'on 
multiplie  par  5  ;  et  l'on  démontrera  sans  peine  que  l'ordre  des  fac- 
teurs entiers  ou  sectionnaires  n'exerce  aucune  influence  sur  le 
résultat. 
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&*  Si  p  désigne  un  nombre  entier  ou  sectionnaire  on  a  : 

(A  +  B  +  C)  .  /^  =  (A  .  /,)  +  (B  .  /,)  +  C  .  /,) 

et  par  conséquent  aussi,  si  l'on  a  :  A  .  /?  >  A'.  /?  on  peut  conclure  : 
A>A'. 

Les  principes  q_ui  précèdent  contiennent  toute  V arithmétique  et 
toute  Valgèhre, 

I.  —  Angle  d*un  triangle. 

Deux  demi-droites  OX  et  OY  peuvent  former  (Fig.  21)  soit 
un  angle  creux,  soit  un  angle  pointu^  l'un  supérieur^  Vautre 
inférieur  à  2  droits. 

Lorsqu^on  admet,  comme  nous  l'avons  admis  jusqu'ici,  que 
par  deux  points  absolument  quelconques  ne  passe  jamais 
qu'une  seule  droite  on  peut  affirmer  que  tout  angle  engagé 
dans  un  triangle  est  un  angle  pointu.  Démontrons  le  : 


Fig.  21.  Fig.  22. 

Soit  BAC  (Fig.  22)  un  angle  engagé  dans  un  triangle  BAC, 
sur  le  plus  grand  des  deux  côtés  de  cet  angle  prenons  une  lon- 
gueur égale  à  celle  du  plus  petit  soit  D  le  point  ainsi  obtenu 
sur  AC,  nous  obtenons  un  triangle  isocèle  BDA;  soit  Ile  mi- 
lieu de  BD,  joignons  1  à  A,  nous  obtenons  une  droite  per- 
pendiculaire à  BD,  menons  A  perpendiculaire  à  AI  cette 
droite  ne  saurait  pénétrer  dans  l'intérieur  du  triangle  BDA, 
car  elle  couperait  BD,  ce  qui  n'est  pas  possible,  donc  Tangle 

BAC  engagé  dans  le  triangle  est  formé  de  droites  toutes  si- 
tuées d'un  même  côté  de  AX,  donc  l'angle  considéré  ne 
peut  atteindre  2  droits. 

II.  —  Propriété  de  l'angle  extérieur  d'un  triangle. 

Définition,  —  On  appelle  angle  extérieur  d'un  triangle, 
l'angle  formé  en  un  sommet  par  l'un  des  côtés  du  triangle  et 
par  le  prolongement  de  l'autre.  (C'est  aussi  un  angle  pointu). 
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Théorème.  —  L'angle  extérieur  d'un  triangle  est  supérieur 
à  tout  angle  intérieur  qui  n'a  pas  même  sommet  que  lui. 

Faisons  voir  par  exemple  que:  (Fig.  23)  XAC  >  ACB.  Joi- 
gnons le  troisième  sommet  B  au  milieu  D  de 
AC  et  prolongeons  BD  d'une  longueur  égale 
en  DB',  joignons  B'  à  A,  là  droite  AB'  sera  si- 

tuée  dans  Tangle  extérieur  DAX  ;  les  angles 
opposés  par  le  sommet  BDC  et  ADB'  valent 

chacun  2  droits  diminués  de  l'angle  ADB  ils 
sont  donc  égaux  ;  alors  les  deux  triangles  ADB'  et  BDC  ayant 
un  angle  égal  compris  entre  deux  côtés  égaux  chacun  à  chacun, 
sont  égaux;  et  par  suite  les  angles  opposés  respectivement 

à  DB'  et  BD  côtés  égaux,  seront  égaux;  ainsi  B'AD  =  DCB; 

mais  B'AD  est  portion  de  Tangle  extérieur  CAX,  donc  enfin 
on  a  bien  : 

XAC  >  ACB. 


III.  —  Comparaisons  simultanées  de  2  côtés  d*un  triangle 
et  de  leurs  angles  opposés. 

Théorème.  —  Si  deux  côtés  d'un  triangle  sont  inégaux  les 
angles  opposés  à  ces  côtés  sont  inégaux  dans  le  même  ordre 
de  taille. 

Comparons  (Fig.24)  les  deux  côtés  AB  et  AC  d  u  triangle  ABC; 
soit  le  côté  AC>  AB.  PrenonssurAC  un  segment  AD  =  AB  et 

joignons  BD  ;  Tangle  ADB  =:::  ABD  (puisque 
le  triangle  ABD  à  deux  côtés  égaux)  ;  l'angle 

ADB  extérieur  est  plus  grand  que  Tangle 
DCB  du  triangle  partiel  BDC  ;  l'angle  ABD 

portion  de  Tangle  ABC  est  donc  plus  grand 
que  l'angle  ACB,  donc  à  plus  forte  raison  Tangle  total  ABC 
dépassera-t-il  ACB. 

Théorème  (réciproque  du  précédent).  —  Si  deux  angles 
d'un  triangle  sont  inégaux,  les  côtés  opposés  à  ces  angles 
sont  inégaux  et  dans  le  même  ordre  de  taille. 
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Soient  (sans  figure)  A  et  B  deux  angles  d\in  triangle  et 
soient:  «  et  6  les  côtés  respectivement  opposés  à  ces  angles: 

je  dis  que  l'inégalité  A  >  B  entraînera  comme  conséquence 
rinégalité  a  ^;>  b. 

En  effet,  en  comparant  a  et  6,  trois  cas  peuvent  seuls  se 
présenter  ;  ou  bien  1**  :  a  <^  6 ,  ou  bien  2^:  a  ==.  b\  ou  bien 
3**  :  a  >  6  ;  or  le  cas  de  a  <  6  entraînerait,  d'après  le 
théorème  précédent  A  <[  B  et  le  cas  Ae  a  =  b  entraînerait 
comme  nous  l'avons  vu,  au  début  de  ces  leçons  A  =  B.  Ces 
deux  suppositions  provisoires  a  <^  b  el  a  =  b  entraîneraient 
donc  des  conséquences  contradictoires  avec  l'hypothèse;  on 
aura  donc  bien  a  y>  b  tout  comme  on  avait  d'abord  A  >  B. 

Remarque.  —  (^e  genre  de  raisonnement  est  ce  qu'on 
nomme  un  raisonnement  par  l'absurde, 

IV.  —  Un  côté  d'un  triangle  est  plus  petit  que  la  somme 
des  deux  autres. 

Il  n'y  a  lieu  à  démonstration  que  si  le  côté  considéré  n'est 
pas  le  plus  petit  de  tous,  soit  alors  (Fig.  25)  AB  >  AC.  Prolon- 
geons AG  d'une  longueur  CD,  de  manière 
que  AD  =  AB,  joignons  BD;  envisageons 
d'une  part  le  triangle  isocèle  ABD  et  d'autre 
pari  le  triangle  CBD.  Dans  ce  dernier,  l'angle 
CBD  portion  de  ABD  sera  plus  petit  que  celui- 
ci  ou  que  son  égal  CDB  ;  on  a  donc  un  triangle 

CBD  dans  lequel  CDB  >  CBD  ;  on  peut  donc  affirmer,  d'après 
le  théorème  précédent,  que  CD  <  CB  ;  ABAD  se  compo- 
sant de  AC  et  de  CD  sera  donc  moindre  que  AC  +  CB. 

V.  —  Comparaison  de  deux  triancfles  qui  ont  deux  côtés  égaux 
chacun  à  chacun  comprenant  deux  angles  inégaux. 

Théorème.  —  Si  deux  triangles  ont  deux  côtés  égaux  cha- 
cun à  chacun  comprenant  un  angle  inégal,  les  côtés  opposés 
à  cet  angle  dans  les  deux  triangles  seront  inégaux  et  dans  le 
même  ordre  de  taille. 
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Portons  (Fig.  26)  le  triangle  A'B'C  vers  le  triangle  ABC,  de 
manière  à  juxtaposer  deux  côtés  égaux  A'B'  sur  AB  et  à  placer 
les  deux  triangles  dans  une  même  région  de  leur  plan  com- 
mun, par  rapport  à  ce 
côté  coïncidant  ;  soit 
ABD  la  nouvelle  venue 
du  triangle  A'B'C,  soit 
AX  la  bisseclrice  de 
Tangle  formé  par  les 
deux  autres  côtés  après 
ce  transport. 

Cette  bissectrice  in- 
térieure au  plus  grand 
angle  BAC  va  couper  le  Fig.  26. 

côté  BC  en  I,  joignons 

ID;  nous  formons  ainsi  deux  triangles  ADK  AIC,  égaux 
comme  ayant  un  angle  égal  compris  entre  deux  côtés  égaux 
chacun  à  chacun,  puis  de  Tégalilé  de  ces  triangles  nous  con- 
cluons DI  =  IC. 

D'autre  part,  dans  le  triangle  BDI  nous  avons,  si  D  n'est 
pas  sur  BI^ 

BD  <  DI  +  IB     ou     BD  <  BI  -h  IC     ou     BC. 

Si  D  était  sur  BI,  il  serait  forcément  entre  B  et  I  et  on 
aurait  BD  =  BI  —  ID  et  à  plus  forte  raison  BD  <  BI  +  ID. 

Théorème  (réciproque  du  précédent).  —  Si  deux  triangles 
ont  deux  côtés  égaux  chacun  à  chacun^  mais  si  leurs  troi- 
sième côtés  sont  inégaux,  les  angles  opposés  à  ces  côtés  seront 
aussi  inégaux  et  dans  le  même  ordre  de  taille. 

Nous  démontrerons  cette  réciproque  par  la  réduction  à 
Tabsurde  ;  soient  :  b^c.a^  les  côtés  du  premier  triangle, 
b\c\a\  les  côtés  du  second;  soient  A  et  A'  les  angles  de  ces 
triangles  respectivement  opposés  aux  côtés  a  et  a' . 

Nous  supposons  donnés  les  renseignements  suivants  : 

b  z=z  b'     €-==.€'     a  <^  a'  .,.  (hypothèses  données  ) 

voulant  comparer  les  angles  A  et  A',  nous  ne  pouvons  que 
faire  les  suppositions  suivantes  : 

1"  A  >  A';       2«  A  =  A';       3o  A  <  A';  (hypothèses  provisoires). 
L'Enseignement  mathém.,  10*  année;  1908.  20 
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Or,  d'après  le  théorème  direct  la  supposition:  A  >  A'  en- 
traînerait: a  >  a\  ce  qui  n'est  pas  ;  la  supposition  A  =  A'  en- 
traînerait: a  =  a\  ce  qui  n'est  pas  non  plus  ;  la  seule  suppo- 
sition qui  reste  donc  possible  est  :  A  <  A'. 


VI.  —  Définition  et  propriétés  de  Tangle  trièdre. 

On  appelle  angle  trièdre  la  figure  27  formée  par  3  demi- 
droites  et  par  les  trames  angulaires  qui  les  réunissent  deux 

à  deux. 

Ces  trames  angulaires  portent  en- 
core le  nom  àe  faces  du  trièdre,  leurs 
intersections  ou  les  demi -droites 
déjà  considérées  se  nomment  les 
arêtes  du  trièdre. 

Deux  faces  forment  sur  leur  arête 
commune  un  angle  dièdre  que  Ton 
nomme:  un  dièdre  du  trièdre.  Le 
trièdre,  sorte  de  capuchon,  n'est  pas 
une  figure  fermée;  mais  un  angle 
trièdre  présente  néanmoins  certaines 
analogies  avec  un  triangle  ;  nous  al- 
lons par  exemple  démontrer  le  théorème  suivant  : 

Théorème.  —  Dans  tout  angle  trièdre  une  face  est  plus 
petite  que  la  somme  des  deux  autres. 

Il  nV  a  lieu  à  démonstration  que  pour 
la  face  qui  n'est  pas  la  plus  petite;  dans  le 
plan  de  cette  face  qui  prolonge  le  triangle 
ASB  (Fig.  28)  reproduisons  donc  un  angle 
égal  à  la  face  adjacente  plus  petite,  à  partir 
de  Tarête  commune  aux  deux  faces  et  dans 
une  portion  de  la  plus  grande  des  deux 
faces;  nous  obtenons  ainsi  Tangle  ASD 
portion  de  ASB  et  reproduction  de  la 
face  ASX;  sur  Taréte  SX  prenons  une  lon- 
gueur se  =  SD. 

Menons  CA,  CB,  CD;  grâce  à  notre 
choix  des  points  C  et  D,  les  deux  triangles  ASD  et  ASC, 


Fig.  28. 
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déjà  réunis  par  le  côté  commun  SA  seront  égaux,  et  leur 
égalité  nous  apprendra  ensuite  que  AD  -=  AC;  d'autre  part 
le  triangle  ABC  nous  donne 

AB  HT  AD  -f  DB  <  AC  +  CB 

et  comme  AD  =  AG,  nous  concluons 

DB  <  CB  . 

Mais  alors  les  deux  triangles    GSD  et  DSB  qui  ont  deux 

côtés  égaux  chacun   à  chacun,    ont   leurs   troisièmes   côtés 

inégaux  dans  un  ordre  de  taille  que  nous  connaissons  ;  donc, 

d'après  le  théorème  précédent,  nous  concluons  : 

/\         /\ 
DSB  <  CSB  . 

ainsi,  quand  dans  la  plus  grande  face  on  a  enlevé  une  por- 
tion égale  à  une  face  voisine  on  trouve  un  résidu  pluç  petit 
que  l'autre  face  voisine  ;  c'est  donc  que  la  première  face 
était  plus  petite  que  la  somme  des  deux  autres. 

VU.  —  Théorème  du  parapluie. 

Théorème.  —  La  somme  des  faces  d*un  trièdre  est  moindre 
que  4  droits. 

Soit  (Fig.  29)  un  trièdre  de  sommet  S  et  soient  SA,  SB, 
se  ses  3  arêtes. 

En  prolongeant  l'arête 
SA  en  SX  nous  formons 
un  autre  trièdre  d'arêtes 
SB,  se,  SX.  Dès  lors,  en 
appliquant  le  théorème 
précédent  au  nouveau  triè- 
dre, et  en  remarquant  que 
deux  des  faces  du  nouveau 
trièdre  sont  des  suppléments  de  faces  du  premier  trièdre, 
nous  aurons: 

BSC  <  BSX  +  CSX  , 


Fig.  29. 


ou 


BSC  <  2  -.  ASB  +  2  —  ASC  , 
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d'où  on  roncliit  immédiatement  : 

/\  /\  /\  drolU 

ASB  +  ASC  4-  BSC  <  4 

Remarque^  Concevons  trois  tiges  rectilignes,  (Fig.  27)  appuyées 
comme  les  baleines  d'un  parapluie  sur  un  cercle  perpendiculaire 
à  un  axe  et  soutenues  par  trois  autres  tiges  égales  qui  s'appuient 
à  leur  tour  sur  Taxe  par  Tintermédiaire  d'une  glissière  qui  peut 
s'élever  sur  cet  axe. 

Cette  figure  représente  la  membrure  d'un  parapluie  rudimen- 
taire,  les  trois  tiges  analogues  aux  baleines  du  parapluie  forment 
par  leurs  axes  un  trièdre  dont  les  faces  augmentent  quand  le  para- 
pluie s'ouvre  et  diminuent  quand  le  parapluie  se  ferme.  Quand  le 
parapluie  s'est  ouvert  jusqu'à  ce  que  les  faces  soient  dans  un 
même  plan,  les  trois  faces  forment  trois  angles  d'un  plan,  contigus 
et  réunis  autour  d'un  point  sur  trois  droites,  ces  trois  angles  ont 
une  somme  égale  à  quatre  droits. 

Avant  que  le  parapluie  ne  fût  ouvert,  la  somme  des  trois  faces 
du  trièdre  mobile  était  moindre  que  quatre  droits  ;  comme  dési- 
gnation mnémonique  l'énoncé  du  théorème  précédent  peut  être 
retenu  sous  le  nom  de  théorème  du  parapluie. 

Vlll.  —  Autre  remarque. 

Cette  comparaison  nous  suggère  une  nouvelle  démonstration  du 
théorème.  Prenons,  (Fig.  30)  sur  les  trois  arêtes,  des  longueurs 
éofales  SA  =  SB  =  SC. 


Fig.  30. 
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Et  sur  le  plan  déterminé  par  les  trois  points  ABC  abaissons  une 
perpendiculaire  SO,  démontrons  que  l'angle  ASB  est  plus  petit 
que  sa  projection  AOB.  Soit  I  le  milieu  de  AB. 

Joignons  I  à  0  et  à  S  par  deux  droites.  SI  étant  perpendiculaire 
à  AB,  01  Test  aussi;  d'autre  part,  prolongeons  SO  d'une  quantité 
égale  en  OS'  au-dessous  du  plan  AOB  ;  si  Ton  rabattait  la  figure 
SIO  dans  son  plan  autour  de  10,  S  se  rabattrait  en  S'  d'où  on  con- 
clut SI  =  S'I,  or  dans  le  triangle  SS'I  on  a  : 

SS'  <  IS  +  IS'     ou     2SO  <  2SI     d'où     SO  <  SI  ; 

la  perpendiculaire  SO  est  moindre  que  l'oblique  SI  ;  on  montrerait 
de  même  que  10  <;  IS,  on  conclut  de  là  que  si  on  rabat  la  distance 
SI  sur  10  le  point  S  se  rabattra  en  T,  au-delà  de  0. 

L'angle  AOI  est  donc  un  angle  extérieur  du  triangle  AOT  ;  on 
conclut  de  là 

AOI  >  AÏI     ou     2AOI  >  2AÏI     ou     AOB  >  ATB 

et  comme  ATB  est  la  reproduction  par  rabattement  de  Tangle  ASB 
on  conclut  AOB  >  ASB. 

Dès  lors,  en  revenant  aux  ligures  du  trièdre  dont  le  sommet  est 
projeté  en  0  sur  le  plan  ABC,  la  somme  des  trois  faces  du  trièdre 
est  plus  petite  que  la  somme  de  leurs  projections  sur  le  plan 
ABC. 

Dès  lors  si  le  point  0  est  à  l'intérieur  du  triangle  la  somme  des 
projections  des  angles  est  précisément  quatre  droits. 

Si  au  contraire  le  point  O  est  hors  du  triangle  ABC,  chacun  des 
trois  angles  en  O  reste  cependant  un  angle  pointu  et  l'un  d'eux 
contient  les  deux  autres^  AOC  par  exemple  contient  AOB  et  BOC  ; 
la  somme  des  trois  angles  en  0  est  donc  moindre  que  deux  fois 
l'angle  AOC  et  comme  l'angle  AOC  est  moindre  que  deux  droits 
la  somme  des  triangles  en  O  est  ici  moindre  que  quatre  droits. 

Donc  dans  tous  les  cas  la  somme  des  faces  du  trièdre  est 
moindre  que  quatre  droits. 

IX.  --  Angles  polyèdres.  Théorème  du  parapluie,  applicable  aux 
angles  polyèdres  convexes. 

On  appelle  angle  polyèdre  la  figure  31  for- 
mée par  plusieurs  demi-droites  envisagées 
dans  un  certain  ordre  ;  les  faces  de  l'angle 
polyèdre  sont  les  trames  angulaires  formées 
par  les  divers  groupes  de  deux  demi-droites 
consécutives. 

Les  demi-droites  sont  les  arêtes  de  l'angle, 
polyèdre. 
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Un  angle  polyèdre  est  dit  con\>e,ve  si  toutes  ses  arêtes  demeurent 
d'un  même  côté  par  rapport  au  plan  de  chacune  de  ses  faces;  cette 
définition  est  satisfaite  d'elle-même  pour  un  angle  trièdre. 

Nous  allons  montrer  que  le  théorème  du  parapluie  s'étend  aux 
angles  polyèdres  convexes  ;  il  suflit  pour  le  voir  nettement  de  faire 
la  remarque  suivante  : 

Etant  donnés  (Fig.  32)  deux  demi-plans  T,  et  T,  comptés  à 
partir  de  leurs  intersections  respectives  OY  et  OZ  avec  un  même 


plan  P,  et  tous  deux  comptés  d'un  même  côté  de  P,  les  deux 
demi-plans  auront  toujours  une  demi-droite  commune,  située  de 
ce  même  côté. 

Considérons  dès  lors  un  angle  polyèdre  convexe  et  trois  faces 
consécutives  ;  envisageons  la  face  intermédiaire  BSC,  les  prolon- 
gements des  deux  autres  à  partir  des  arêtes  SB  et  SC  se  coupe- 
ront en  dehors  des  angles  faces  extrêmes  suivant  une  demi-droite 
SX,  si  on  remplace  alors  dans  l'angle  polyèdre  les  arêtes  SBetSC 
par  l'arête  unique  SX  on  forme  un  nouvel  angle  polyèdre  convexe 
comme  le  premier  mais  ayant  une  arête  de  moins.  En  répétant 
cette  réduction  un  assez  grand  nombre  de  fois  on  parviendra  évi- 
demment à  un  trièdre  ;  d'ailleurs  par  cette  réduction,  si  le  nombre 
des  faces  diminue,  en  revanche  la  somme  de  leurs  valettrs  Aug- 
mente. Cela  tient  à  ce  que  dans  l'angle  trièdre,  dont  les  arêtes 
sont  SB,  SX,  SC,  la  face  BSC  est  moindre  que  la  somme  des  faces 
BSX  et  XSC. 

Ainsi  par  la  réduction  considérée,  la  somme  des  angles  des 
faces  augmente  plus  (ju'elle  ne  diminue  par  la  suppression  d'une 
face.  La  somme  des  faces  augmente  donc  jusqu'à  Tobtcntion  du 
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ti'ièdre,  or  ainsi  augmentée  elle  est  moindre  que  quatre  droits,  à 
plus  forte  raison  la  somme  des  faces  de  Tangle  polyèdre  primitif 
était-elle  donc  plus  petite  que  quatre  droits. 


CHAPITRE  IV 


Les  cercles  du  plan  et  de  la  sphère.  Analogies  du  plan  et 
de  la  sphère. 

I. 

/)^/îw///o/?5.  Considérons  (sans  figure),  les  points  N,  R,  M 
de  l'espace  qui  sont  à  une  distance  donnée  d'un  même  point 
O  également  donné,  tous  ces  points  en  nombre  infini  forment 
ce  que  Ton  appelle  une  surface  sphérique  ;  le  point  O  est  le 
centre  de  la  sphère,  les  divers  segments  OM,  OR,  ON...  sont 
des  rayons  de  la  sphère. 

Ligne  d'intersection  d'une  surface  sphérique  et  d'un  plan. 
Considérons  (fig.  33)  une  surface  sphérique  de  centre  0  et  un 
plan  P;  soit  M  un  point  appar- 
tenant à  cette  surface  sphérique 
et  au  plan  P  ;  soit  H  le  pied  de  la 
perpendiculaire  abaissée  de  0 
sur  le  plan  P,  joignons  les  poiiils 
M  et  H  par  une  droite,  celle-ci 
sera  perpendiculaire  a  HO;  don- 
nons à  la  droite  M  H  envisagée 
comme  une  barre  rigide  liée  à  Taxe  HO  envisagé  comme  un 
pivot  rigide,  un  mouvement  de  révolulion  autour  de  Taxe  HO; 
dans  ce  mouvement  le  point  M,  nous  Tavons  vu,  ne  (|uitte 
pas  le  plan  P,  il  ne  quitte  pas  non  plus  la  surface  sphérique 
puisque  pendant  ce  mouvement  la  distance  OxM  ne  varie  pas: 
il  existe  donc  une  ligne  commune  au  plan  P  et  à  la  surface 
sphérique  et  cette  ligne  peut-être  définie  dans  le  plan  P  l'en- 
semble des  points  de  P  dont  chacun  est  à  une  distance  fixe 
du  point  //,  cette  ligne  est  appelée  circonférence  de  cercle. 
H  est  son  centre.  Ainsi  unet  surface  sphéri(|ue  et  un  plan  P 
ont  une  ligne  commune  qui  est  une  circonférence  de  cercle. 
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Il  nous  reste  à  établir  que  le  plan  P  et  la  surface  sphérique 
ne  peuvent  avoir  cFautre  point  commun  en  dehors  de  la  ligne 
précédente. 

En  effet  soit  (fi.  34)  X  un  point  commun  à  la  surface  de  la 
sphère  et  au  plan  P  déjà  considérés;  soit  toujours  H  le  pied 

de  la  perpendiculaire  abaissée  de  O 

7      sur  le  plan  P. 
Parmi  les  différents  points  de  la 
ligne  que   nous   savons  déjà  com- 
mune au  plan  et  à  la  surface  sphé- 
rique, il  y  en  aura  certainement  un, 
situé  sur  le  segment  HX  ou  sur  son 
prolongement  au  delà  de  X;  il  suffit 
en  effet  pour  obtenir  un    pareil  point  N  de  porter  sur  la 
droite  HX  et  du  même  côté  que  X  un  segment  HN  égal  à  la 
longueur  HM  de  la  figure  précédente. 

Or,  si  le  point  X  différait  de  N,  la  droite  joignant  le  point  0 
au  milieu  de  XN  serait  perpendiculaire  à  XN  et  devrait  se 
confondre  avec  OH;  il  y  aurait  donc  contradiction,  à  moins 
que  les  points  N  etX  ne  se  confondent. 

Remarque.  Si  (fig.  33)  les  points  H  et  M  coïncidaient,  le  cer- 
cle d'intersection  s'évanouirait  sur  le  point  H  qui  serait  alors 
le  seul  point  commun  au  plan  et  à  la  sphère. 

II.  —  Remarques. 

Cas  d'égalité  de  2  triangles  rectangles.  La  manière  dont 
nous  venons  d'utiliser  ainsi  les  propriétés  des  perpendicu- 
laires et  des  obliques  mérite  d'être  retenue  pour  elle-même  ; 
c'est  ce  que  nous  ferons  par  les  deux  théorèmes  suivants  qui 
nous  donnent  deux  cas  d'égalité  propres  aux  triangles  rec- 
tangles, et  dans  Ténoncé  desquels  on  appelle  hypoténuse  le 
côté  du  triangle  qui  est  opposé  à  l'angle  droit  de  ce  triangle. 

l**  Deux  triangles  rectangles  qui  ont  l'hypoténuse  égale  et 
un  côté  de  Vangle  droit  égal  sont  égaux. 

2*  Deux  triangles  rectangles  qui  ont  V hypoténuse  égale  et 
un  angle  autre  que  Vangle  droite  égal,  sont  égaux. 

Le  premier  théorème  se  démontre  en  essayant  (fig.  35}  le 
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Fig.  35. 


commencement  de  la  superposition  par  Tangle  droit  égal  et 
en  juxtaposant  les  2  sommets  C  et  CJ  où  se  croisent  deux  côtés 
égaux  chacun  à 
chacun;  on  aura 
soin  de  rabattre 
les  deux  triangles 
d'un  même  côté 
par  rapport  au  seg- 
ment sur  lequel 
sont  déjà  venus  se 
confondre  les  cô- 
tés de  l'angle  droit;  les  hypoténuses  devront  alors  coïncider 
en  position,  sans  quoi  on  aurait  des  obliques  égales  s'écar- 
tant  illégalement  du  pied  de  la  perpendiculaire  ce  qui,  nous 
venons  de  le  voir,  n'est  pas  possible. 

Le  second  théorème  se  démontre  en  essayant  (fig.  36)  le 
commencement  de  la  superposilion  par  l'hypoténuse  égale  et 

par  l'angle  non  droit  égal  A  =  A'.  L'angle  B'  droit  ne  variant 

pas  pendant  le  tra- 

A  A        J®*'  ^*  ^^^  sommet 

étant  venu  en  B", 
la      superposition 
commencée      doit 
s'achever      d'elle- 
même     sans    quoi 
on    pourrait,    d'un 
même      point     C, 
abaisser  sur  une  même  droite  2  perpendiculaires,  CB  et  CB". 
Autre  remarque.  Tout  angle  d'un  triangle  rectangle  aulre 
que  Tangle  droit  donné  est  aigu^  c'est-à-dire  moindre  qu'un 
angle  droit. 

En  effet,  article  VIII,  chapitre  III,  la  per- 
pendiculaire (fig.  37)  CB  sur  AB  tirée  de  C 
est  plus  courte  que  Toblique  CA  tirée  du 
même  point  C.  Or  nous  avons  vu  que,  si 
dans  un  triangle  quelconque  deux  côtés 
sont  inégaux  les  angles  opposés  sont  in- 
égaux et  dans  le  même  ordre  de  taille  que  ces  côtés.  De  l'in- 


!B  c  D 
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Fig.  36. 


Fig.  37. 
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égalité  CA  >  GB,  nous|lirons  :  angle  B  >  Angle  A;  et  comme 
Tangle  B  est  droit,  Tangle  A  est  bien  aigu. 

III.  —  Situations  mutuelles  des  droites  et  des  circonférences  d'un 
même  plan  ;  situations  des  plans  et  d*une  sphère. 

Hn  raisonnant  exactement  comme  pour  la  sphère  on  verra  que 
dans  un  même  plan  : 

1°  Si  une  droite  DD'  (fîg.  38)  et  une  circonférence  de  centre  0  ont 
en  commun  un  point  M,  distinct  du  pied  H  de  la  perpendiculaire 
abaissée  de  O  sur  la  droite  DD',  elles  auront 
-P'    encore  en  commun,  un  autre  point  M',  mais 
nul  autre  point  commun  hors  des  deux  précé- 
dents et  de  plus  le  point  H  sera  le  milieu  du 
"  segment  MM'. 

T  Si  une  droite  DD'  et  une  circonférence 

^ .,  .^u.^^^ P*    de  centre  0  ont  en  commun  un  point  II  qui 

y^  N.  est  le  pied  de  la  perpendiculaire  abaissée  deO 

sur  la  droite,   elles  n'ont  aucun  autre  point 
Q  commun.  On  dit  alors  que  la  droite  est  tan- 

j^j    3g  gente  à  la  circonférence. 

Remarque,  —  Désignons  par  d  la  distance 
du  centre  O  à  la  droite  DD'  c'est-à-dire  la  longueur  de  la  perpen- 
diculaire abaissée  sur  la  droite  et  soit  R  la  longueur  du  rayon  de 
la  circonférence.  Trois  cas  sont  à  distinguer,  suivant  qu'auront 
lieu  Tune  ou  l'autre  des  circonstances  suivantes,  qui  s'excluent 
mutuellement  : 

r£/<R.     2°rf=rR.     3«é/>R. 

On  voit  de  suite  que  le  cas  û?  >  R  empêche  la  droite  et  la  cir- 
conférence de  se  couper  ;  que  le  cas  de  rf  =  R  fait  la  droite  et  la 
circonférence  mutuellement  tangentes. 

Il  nous  reste  à  établir  que  dans  le  cas  de  <f  <  R  la  droite  et  la 
circonférence  se  coupent  toujours. 

Rappelons-nous  à  cet  effet  que  les  longueurs  a^  by  r  de  trois 
côtés  d'un  triangle  sont  assujetties  aux  inégalités  : 

a  <C^b  -{-  c,     b  <^c  -{•  a,     c  <ia  -\-  b, 
d'où  on  conclut  aussi,  si  par  exemple  a^  b,  c^a  —  b. 

Ainsi  un  côté  d'un  triangle  est  compris  entre  la  somme  et  la  dif- 
férence de  deux  autres  côtés;  soit  alors 
(Hg.  39)  H  le  pied  de  la  perpendiculaire 
abaissée  de  0  sur  DD'.  Portons  sur  DD' 
et  à  partir  de  H  une  longueur  HK  égale 
à  2R  et  joignons  O  à  K  par  une  droite. 
Nous  aurons  ()K>KII  —  HO,ouOK>R  Fîg  39. 

+  (R  _  HO),  donc  OK  est  >  R. 
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Imaginons  alors  un  point  M,  mobile  de  H  vers  K  d'une  manière 
continue,  soit  M'  une  position  du  point  voyageur,  voisine  de  la 
position  M. 

Le  triangle  OM'M  nous  donne  OM  — MM' <OM'<OM  +  MM'; 
si  donc  le  chemin  MM'  est  pris  sufïisamment  petit  ;  la  variation  de 
la  longueur  OM  sera  aussi  petite  qu'on  le  voudra  ;  en  d'autres 
termes  la  longueur  OM  est  une  fonction  continue  de  la  longueur 
MH  ;  or  quand  le  point  voyageur  va  de  la  position  H  à  la  position 
K,  c'est-à-dire  quand  la  longueur  variable  MH  varie  de  zéro  à  HK  la 
longueur  variable  OM  a  varié  depuis  la  valeur  OH  moindre  que 
R  jusqu'à  la  valeur  OK  supérieure  à  R,  d'ailleurs  OM  est  allé  tou- 
jours en  augmentant,  donc  la  çaleur  variable  de  OM  a  passe  une 
ET  UNE  SEULE  FOIS  par  la  i^alettr  fixe  R,  c'est-à-dire  que  le  point 
voyageur  a  passé  par  une  position  X  appartenant  à  la  fois  à  la 
droite  et  à  la  circonférence. 

Le  principe  que  nous  admettons  ici  est  le  suivant:  Si  une  quan- 
tité y  varie  d'une  manière  continue  en  même  temps  qu'une  quan- 
tité .r  dont  la  première  dépend,  et  si,  pour  deux  valeurs  de  jl  dis- 
tinctes, (savoir  pour  .r  =  âf  et  pour  x  =  b]  y  prend  deux  valeurs 
distinctes  savoir  c  et  d^  il  existera  au  moins  une  valeur  de  x  com- 
prise entre  a  et  ô  pour  laquelle  la  fonction  y  prendra  une  valeur 
m  quelconque  mais  comprise  entre  c  et  d.  La  démonstration  de 
ce  principe  appartient  à  l'enseignement  de  Talgèbre  et  nous  ne  la 
reproduirons  pas  ici. 

Remarque,  —  Cette  discussion  peut  être  appliquée  à  la  sphère; 
elle  nous  montre  que  tout  plan  dont  la  distance  au  centre  de  la 
sphère  est  moindre  que  le  rayon  de  cette  sphère  coupera  effecti- 
vement la  sphère  suivant  une  circonférence. 

IT.  —  Situations  mutuelles  de  deux  circonférences  d'un  plan. 

L'étude  rigoureuse  des  situations  mutuelles  de  deux  circonfé- 
rences deviendra  très  facile  si  nous  nous  reportons  encore  au 
principe  de  continuité,  mais  nous  aurons  quelques  faits  prélimi- 
naires à  établir. 

Premier  fait  préliminaire.  Si  (fig.  40),  deux  droites  OA  et  OB  sont 
obliques  sur  une  même  droite 
AB  mais  d'un  même  côté  de  la 
perpendiculaire  OH  tirée  de  O 
sur  AB,  la  bissectrice  OC  de 
l'angle  AOB  partage  le  segment 
AB  en  deux  portions  inégales, 
la  portion  CB  qui  est  la  plus 
voisine  du  point  H  est  la  plus 
petite  des  deux  portions.  Le 
triangle  ABO  dont  l'angle  en  B 
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est  obtus  donne  :  AO  >  OB  ;  portons  l'obliqne  la  pins  courte  OB 
sur  la  plus  grande;  joignons  CB',  le  triangle  CB'O  est  égal  au 
triangle  CBO,  d'où  on  conclut  que  Tangle  CBY  =  l'angle  AB'C; 

or  l'angle  CBY  est  extérieur  au  triangle  CBO  et  l'angle  BCO  est 

/\  ,  /\  ^/\ 

intérieur;  on  a  donc  CBY  >  BCO  >  CAO;  on  a  donc  dans  le 

triangle  ACB'  ;  angle  AB'C  >  angle  CAB'. 

Donc,  en  considérant  les  côtés  opposés  à  ces  angles  : 

AC  >  CB'  ;  et  comme  CB'  =  CB,  on  a  bien  : 

AC  >  CB,  comme  nous  voulions  le  démontrer. 

Deuxième  fait  préliminaire.  Considérons  [i\g,  41),  une  circon- 
férence de  centre  0.  et  un  angle  au  centre  TOA,  constituant 
l'angle  d'un  triangle  rectangle  ayant  le 
rayon  OA  comme  côté  d'un  angle  droit 
dont  le  sommet  est  en  A  ;  soit  OT  l'hypo- 
ténuse de  ce  triangle  rectangle.  Partageons 
l'angle  TOA  en  n  parties  égales,  la  corde 
AP  qui  sous  tend  les  arcs  correspondants 
à  ces  angles  au  centre  sera  moindre  que 
la  /î'"'*  partie  du  côté  AT. 

En  effet  soit  AQ  la  première  des  portions 
de  AT  détachées  par  ces  angles,  d'après  le 


■  x —  0 

Fig.  41. 

fait  établi  tout  à  l'heure  on  a 


AQ  <  QR  < 


AT 
<RT,  d'oùAQ<—  . 
n 


/\ 


Or  l'angle  QPA  étant   obtus,  et   l'angle   AQP   aigu,  on   aura 
AT 
AP  <  AQ  <  — . 
n 

Théorème.  —  Soit  (flg.  42),  M  un  point  voyageur  sur  l'arc  AB 
d'une  circonférence  de  centre  O,  soit  O'  un  autre  point  du  plan. 

La    longueur   O'M   \farie 
d'une      manière      continue 
quand  le  rayon  OM  tourne 
lui-même  d'une  manière  con 
tinue  autour  de  O. 

Kn  effet,  quand  le  rayon 
OM     tourne     d'un     angle 

MOM  ,  moindre  que     


Fig.  42. 


et   comme  O'M  — 


TA 
de  la  figure  41,  MM'  sera  moindre  que  — 

MM'  <  O'M'  <  O'M  +  MM',  on  voit  qu'on  a  pu  rendre  M'OM 
assez  petit  pour  que  la  variation  O'M'  —  OM  ou  OM  —  O'M'  soit 
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aussi  petite  qu'on  voudra.  La  variation  de  la  longueur  O'M  est 
donc  bien  continue. 

Première  conséquence.  Si  (sans  figure),  un  arc  AB  de  circonfé- 
rence réunit  un  point  A  intérieur  à  une  autre  circonférence  C  et 
un  point  B  extérieur  à  cette  même  circonférence,  Tare  considéré 
doit  traverser  la  circonférence  C  en  quelque  point  X. 

La  démonstration  se  fait  d'elle-même  en  rapprochant  le  fait  pré- 
cédent du  principe  de  continuité,  car  si  0  est  le  centre  de  la  cir- 
conférence C  de  rayon  R,  la  longueur  OM  varie  depuis  une  quan- 
tité OA  moindre  que  R  jusqu'à  une  quantité  OB  supérieure  à  R, 
elle  doit  donc  prendre  dans  Vinters^alle  la  valeur  R  lorsque  le 
point  M  est  en  un  certain  point  X  de  Tare  AB,  mais  ce  point  X 
étant  à  distance  R  de  0  appartient  évidemment  à  la  circonfé- 
rence C. 

Thbokèmb.  —  Si  deux  circonférences  (fîg.  43),  ont  en  commun  un 
point  M  situé  hors  de  la  droite  qui  réunit  leurs  centres,  elles  ont 
encore  en  commun  un  point  M' 
tel  que  la  droite  00'  passe  par 
le  milieu  de  MM'  et  est  perpen- 
diculaire à  MM'. 

La  démonstration  s'achève 
par  un  simple  rabattement  au- 
tour de  00'. 

Remarque,  —  Si  deux  circon- 
férences ont  deux  points  com- 
muns M  et  M',  les  deux  centres 
de  ces  circonférences  se  trou- 
vent sur  la  perpendiculaire  élevée  au  milieu  de  MM',  de  là  il  ré- 
sulte évidemment  que  deux  circonférences  de  centres  distincts 
ne  peuvent  avoir  plus  de  deux  points  communs  et  que  lorsqu'elles 
ont  un  seul  point  commun,  ce  dernier  point  appartient  à  la  droite 
qui  joint  les  centres. 

Critérium  des  situations  mutuelles  de  deux  circonférences.  Par 
la  remarque  précédente  on  voit  que  si  deux  circonférences  se 
coupent  on  doit  pouvoir  construire  un 
triangle  tel  que  OMO'  dans  les  figures  pré- 
cédentes ;  on  conclut  de  là  que,  si  <f  est  la 
distance  des  centres  et  que  si  R  est  le  plus 
grand  des  rayons  R  et  e'  on  aura  R  —  R' 
<d/<R-rR'. 

Nous  allons  démontrer  la  réciproque,  maïs 
auparavant  supposons  que  l'on  ait  :  d  <i  R 
—  R',  ou  d=W-W-'e, 

Soit  (fig.  44)  Il  l'extrémité  du  rayon  de  (] 
issu  de  O  vers  O',  un  point  de  la  circonfé- 
rence C  est  alors  intérieur  à  C,  aucun  autre  point  ne  saurait  alors 


Fig.  43. 


Fig  hk. 
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être  extérieur,  puisqu'alors,  comme  on  Ta  vu,  les  circonférences 
se  couperaient  et  Ton  devrait  avoir  d^K  —  R'. 

On  démontrerait  de  même  que  si  û?  >>  R  +  R'  les  circonférences 
ne  se  coupent  point  mais  sont  toutes  deux  extérieures  Tune  à 
Tautre. 

Supposons  maintenant  :  R  —  R'  <  û?  <  R  +  R'  î  si  e/ >►  R  —  R' 
il  y  a  des  points  de  C  en  dehors  de  C,  si  rf  <  R  +  R'  il  y  a  des 
points  de  C  en  dedans  de  C,  donc  d'après  un  théorème  déjà  si- 
gnalé C  et  C  se  coupent. 

V.  —  La  notion  d'orientation. 

Les  résultats  que  nous  venons  d'obtenir  peuvent  encore  s'énon- 
cer sous  une  forme  plus  claire  en  disant  ;  Un  point  M  (fig.  45  . 
d'une  figure  solide  plane  est  défini  par  ses  deux  distances  /•  et  /•' 

à  deux  points  particuliers  A  et  B 
de  la  figure.  En  effet  : 

V  Quand  le  point  M  est  fixé  en 
position  en  même  temps  que  les 
deux   points  A  et  B,  il  suffit   de 
joindre  M  à  k,  M  à  B  et  de  mesu- 
rer les  distances  /•  et/-';  celles-ci 
seront   représentées    soit   par  des 
fiches,  soit  par  des  nombres. 
yo  ^___________^  2°  Quand  les  fiches  r  et  /'  sont 

^f  données,  ainsi  que  la  fiche  d  de  la 

'  ^  distance  AB,  la  figure  est  recon- 

^y •     structible  au   moyen  d'une  règle, 

pj    45  d'un  compas  et  d'une  îeuiWcplane. 

Si  l'on  a  à  la  fois  /•  —  /'  <  rf < 
/•  +  /'  la  construction  du  point  M  sera  possible,  au  moyen  de 
l'intersection  de  deux  cercles. 

Il  y  a  toutefois  une  réserve  à  faire  ;  le  tracé  du  point  M  défini 
par  les  seules  distances  d,  /*,  /•',  conduit  en  réalité  à  deux  points 
M  et  M'.  D'ailleurs  les  deux  triangles  AMB,  et  AM'B  qui  répon- 
dent à  la. question  sont  superposables,  l'un  peut  être  amené  sur 
l'autre  par  une  rotation  d'un  demi-tour  autour  de  la  charnière  AB. 
L'assemblage  solide  de  trois  points  ne  peut  donc  pas  être  défini 
dans  l'espace  d'une  manière  absolument  complète  parla  connais- 
sance de  deux  des  points  A  et  B  et  par  celle  du  plan  passant  par 
A  et  B  dans  lequel  la  figure  doit  être  donnée. 

Passons  à  un  assemblage  solide  plan  de  quatre  points  et  deman- 
dons-nous si  cet  assemblage  est  complètement  défini  et  en  forme 
et  en  position  par  les  connaissances  des  distances  /•  et  /■'  de  M  aux 
deux  points  de  repère  A  et  B,  et  par  les  distances  s  et  s'  de  N  aux 
deux  mêmes  points  de  repère. 
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Si  les  données  précédentes  étaient  les  seules,  on  aurait  le  choix 
entre  les  quatre  assemblages  suivants  : 


i  M         (M         J  M'        i  M'  ,..      .., 


Tambiguïté  serait  donc  accrue,  puisque  non  seulement  on  pourr 
rait  hésiter  entre  quatre  assemblages  différant  tout  au  moins  par 
la  position,  mais  encore,  les  divers  assem- 
blages ne  seraient  pas  tous  superposables.  Si 
le  nombre  des  points  augmentait,  Tembarras 
pour  reconstruire  la  figure  serait  encore  accru. 
Cet  exemple  montre  nettement  que  les  lon- 
gueurs des  distances  des  divers  points  de  la 
figure  à  deux  d'entre  eux  constituent  des  don- 
nées insuflisantes  si  Ton  n'a  pas  soin  d'y  ajou- 
ter des  renseignements  purement  qualitatifs  de  situations  rela- 
tives. 

Par  exemple  nous  ajouterons  aux  renseignements  des  fiches, 
et  pour  chaque  point  nouveau  N,  un  renseignement  de  situation 
qui  sera  de  Tune  ou  l'autre  espèce  suivante  : 
1**  ou  bien  M  et  N  sont  d'un  même  côté  de  AB  ; 
2<*  ou  bien  M  et  N  sont  de  part  et  d'autre  de  AB  ; 
—   nous    nommerons   ces    renseignements    des    renseignements 
d'orientation;  —  avec  ces   renseignements  ajoutés  à  la  connais- 
sance des  distances,  l'assemblage   solide  plan  devient  complète- 
ment déûni,  et  on  n'a  plus  à  hésiter  qu'entre  deux  situations  ;  on 
passe  d'ailleurs  de  l'une  de  ces  situations  à  l'autre  par  un  demi- 
tour  exécuté  autour  de  AB. 

£nfin,  on  pourra  même  faire  cesser  toute  hésitation  entre  les 
deux  situations  du  même  solide  en  se  préoccupant  des  trois 
dimensions  du  solide. 

Nous  pourrons  par  exemple,  dans  un  solide  déterminé,  associer 
à  tout  plan  une  poupée  invariablement  liée  au  solide,  nous  pour- 
rons par  exemple    placer  la  poupée 
en  A     fig.   47),    perpendiculairement 
au  plan  considéré  du  solide,  visant  le 
point  B  de  ce  plan  ;  la  situation  du 
point  M  sera  alors  complètement  dé- 
finie;   si   une  fois  données    les   dis- 
tances MA,  MB,  on  ajoute  de  quel  côté 
(gauche,  ou  droite)  le  point  M  se  trouve  par  rapport  à  la  poupée. 
Nous  allons  retrouver  ces  notions  sur  la  sphère. 


MtMA^ 


Jr-rf^- 


Fig.  *7. 
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VI.  —  Les  cercles  de  la  sphère. 

Grands  cercles  et  petits  cercles.  Analogies  des  triangles 
sphiriques  et  des  triangles  plans. 

Toute  section  plane  de  la  sphère  est  un  cercle,  nous 
Tavons  vu,  dont  le  centre  est  la  projection  du  centre  de  la 
sphère  sur  le  plan  de  la  section  ;  si  ce  plan  passe  déjà  par 
le  centre  de  la  sphère  la  ligne  d'intersection,  des  deux  sur- 
faces sera  une  circonférence  du  plus  grand 
A<^^^^^^^I^Î^fl  rayon  possible,  c'est  une  circonférence  de  grand 
cercle. 

Par  deux  points,  A  et  B  (fig.  48),  donnés  sur 
la  surface  sphérique  passe  toujours  un  grand 
cercle,  et  un  seul  lorsque  du  moins  les  points  A 
et  B  ne  sont  pas  aux  extrémités  de  deux  rayons 
égaux  et  directement  contraires;  en  effet,  hor- 
mis ce  cas  d'exception,  les  droites  OA,  OB  dé- 
terminent un  plan  et  un  seul,  et  ce  plan  va  cou- 
per la  surface  sphérique  en  une  circonférence 
et  une  seule. 

Par  contre  si  la  circonférence  est  unique^ 
Varc  qui  réunit  les  deux  points  n'est  pas  com- 
plètement déterminé,  on  peut  hésiter  entre  deux 
arcs  AMB  et  APB. 

Nous  considérons  plus  particulièrement  Tare 
réduit  c'est-à-dire  celui  des  deux  arcs  qui  est  moindre  qu'une 
demi-circonférence  ;  cet  arc  est  l'image  sphé- 
rique   de   l'angle   pointu   déterminé   par   les 
deux  rayons  dans  la  trame  triangulaire  for- 
mée par  les  3  points  O,  A,  B. 

Deux  arcs  de  grand  cercle  issus  d'un  point 
A  vont  se  réunir  en  un  autre  point  B  nommé 
Vantipode  du  premier  (fig.  49;. 

Il  y  a  plus:  deux  grands  cercles  étant 
donnés  se  coupent  toujours  (fig.  49),  en  un 
point  X;  en  efl'et  les  plans  des  deux  grands 
cercles  sont  deux  plans  distincts  qui  ont  déjà 
en  commun  le  centre  O  de  la  sphère,  ces  deux  plans  auront 


Fig.  48. 


Fig.  49. 
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donc  une  droite  commune,  or,  un  point  X,  situé  sur  cette 
droite  commune,  à  une  distance  de  O  égale  au  rayon,  est 
un  point  de  la  surface  sphérique,  commun  aux  deux  arcs. 

Les  arcs  de  grand  cercle  sur  une  surface  sphérique  ont 
évidemment  une  grande  analogie  avec  les  droites  du  plan, 
mais  la  propriété  précédente  va  être  un  élément  de  simplifi- 
cation de  la  géométrie  de  la  sphère.  Nous  allons  poursuivre 
Texposé  des  analogies. 

Les  deux  régions  de  la  surface  sphérique  par  rapport  à  un 
grand  cercle,  sont  les  analogues  des  deux  régions  d'un  plan 
par  rapport  à  une  droite  ;  si  (fig.  50),  deux  points  A  et  B 
sont,  par  rapport  à  un  grand  cercle  de  la  sphère, 
dans  une  même  région  (1),  Tare  de  grand  cercle 
maindre  qu'une  demi-circonférence  qui  les  réu- 
nit ne  traverse  pas  la  circonférence  de  grand 
cercle  donnée;  au  contraire  deux  points  C,  D, 
appartenant  à  deux  régions  opposées  (1)  et  (2)  Fig.so. 

par  rapport  à  la  circonférence  complète  consi- 
dérée étant  réunis  par  un  arc  moindre  qu'une  demi-circon- 
férence, cet  arc  réduit  coupera  cette  demi-circonférence;  ces 
faits  peuvent  d'ailleurs  s'interpréter  comme  traduisant,  par 
images  sphériques^  les  faits  correspondants  qui  se  rattachent 
à  la  distinction  des  deux  régions  de  l'espace  par  rapport  à 
lin  plan. 

Celte  notion  conduit  sans  peine  (fig.  51),  à  la  trame  trian- 
gulaire sphérique;  si  celle-ci  est  bordée  par  deux  C(5/^^  ré- 
duits, en  vertu  des  propriétés  de  l'angle  trièdre,  le  troisième 
sera  aussi  réduit  et  deux  points  quelconques  de  l'intérieur 
du  triangle  seront  aussi  à  distance  réduite 
sur  un  arc  de  grand  cercle  situé  à  l'intérieur 
du  triangle. 

Nous  nommerons  triangle  spérique/?ro/?/'e 
un  pareil  triangle;  c'est  l'image  d'un  trièdre 
dont  le  sommet  est  au  centre  de  la  spère. 
Fig.  61.  Nous  avons  ici  un  renseignement  immé- 

diat sur  ces  triangles,  ceux-ci  en  effet  étant 
Timage  d'un  trièdre,  nous  voyons  que  dans  un  triangle  propre 
un  côté  est  plus  petit  que  la  somme  des  deux  autres. 

L'Epseignemeot  mathëm.,  lOeannru;  1908.  il 
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On  remarquera  que  les  longueurs  d'arcs  de  cercle  de  rayons 
égaux  sont  comparables  entre  elles  au  même  titre  que  des 
longueurs  de  droites  ou  des  étendues  angulaires. 

Angles  (Vun  triangle  spérique.  La  génération  (fig.  52),  d'un 
fuseau  spérique  sphérique  par  une  rotation  convenable  con- 
tinue d'une  demi -circonférence 
tournant  autour  d'un  diamètre  est 
absolument  analogue  à  la  rotation 
du  plan  autour  d'une  perpendicu- 
laire au  plan,  elle  permet  de  dé- 
finir les  angles  sphériques  par  une 
trame  de  grands  cercles  ;  l'angle 
sphérique  peut  d'ailleurs  être  me- 
suré par  l'angle  des  tangentes  rectilignes  à  ses  deux  côtés 
qui  sont  tirées  du  sommet  A  ;  cet  angle  est  encore  un  angle 
rectiligne  du  dièdre  formé  par  les  demi-plans  dont  les  arcs 
de  cercle  sont  les  images  sphériques. 

J.  Andrade  i  Besançon). 

(A  suivre.) 


Fig.  52. 


SUR  L'ÉQUIVALENCE  DES  ÉQUATIONS 


Lemme.  —  La  somme  des  n  fractions  -,  ? ,   r ,  ...  , 

fh     fft      ht 

représentée  par  la  fraction 

^^^  •••  ^l  4-  «,6,/i,  ..•  ^  -h .  • .  +  ^,j>A  •  •  ^»-î 


KKK  -  K 


p  étant 

On 


(1) 


pour  que  cette  dernière  fraction  soit  irréductible,  il  faut  et  il 
suffit  que  les  n  fractions  données  le  soient  aussi  et  que  leurs 
dénominateurs  soient  premiers  entre  eux  deux  à  deux. 

DÉMONSTRATION.  P  La  conclitton  est  nécessaire.  En  effet, 
si  deux  des  dénominateurs  au  moins,  6,  et  b^  par  exemple, 
ou  si  le  numérateur  et  le  dénominateur  de  Tune  des  fractions, 
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a^  et  b^  par  exemple,  adnieltaient  un  facteur  premier  com- 
mun, ce  facteur  diviserait  le  numérateur  et  le  dénominateur 
de  la  fraction  d;  :  en  sorte  que  cette  fraction  ne  serait  pas 
irréductible. 

2**  La  condition  est  suffisante.  En  eflet,  si  le  numérateur 
et  le  dénominateur  de  la  fraction  (1)  admettaient  un  facteur 
premier  commun  :  ce  fadeur,  divisant  le  produit  [b^b^h^  ...  on), 
diviserait  Tun  de  ses  termes,  6i  par  exemple  ;  ce  facteur, 
divisant  aussi   la   somme  : 

i«i6,6,  ...  bn  +  a^b^b^  ...  bn  +  ...  +  ctnbA  •••  ^«-1^ 

et  divisant  les  (Vi  —  I)  dernières  parties  de  cette  somme,  divi- 
serait la  première  partie  a^b^,,,  bn^  et  par  suite  diviserait 
«1  puisque  b^  est   premier  avec  i,,  />,,  ...  bn,   donc  premier 

avec    le    produit  : 6,6,  ...  é,,)  :    en   sorte  que    la    fraction  ^*  ne 

serait  pas  irréductible. 

Observation.  Ce  lemme  est  applicable  tant  aux  fractions 
algébriques  rationnelles  qu'aux  fractions  numériques.  Nous 
entendons  par  facteur  premier  commun  à  des  polynômes 
entiers  en  .r,  un  binôme  de  la  forme  h  (x  —  a)  divisant  chacun 
d'eux,  le  nombre  k  n'étant  ni  nul  ni  infini,  a  étant  \\\\  nombre 
fini  et  déterminé,  positif,  nul  ou  négatif;  nous  entendons  par 
polynômes  premier  entj^e  eux,  des  polynômes  n'admettant 
pas  de  facteur  premier  commun. 

Théorème.  —  Lorsqu'une  équation  est  formée  de  fractions 
rationnelles  et  de  termes  entiers  en  x  :  l'équation  obtenue,  en 
multipliant  ses  deux  membres  par  le  plus  petit  commun  mul- 
tiple des  dénominateurs  est  équivalente  à  la  proposée. 

DÉMONSTRATION.  —  PREMIER  CAS  :  toutes  les  fractious  sont 
irréductibles  et  leurs  dénominateurs  sont  premiers  entre  eux 
deux  à  deux, 

La  fraction  qui  représente  la  somme  des  fractions  de  l'équa- 
tion proposée,  le  dénominateur  commun  choisi  étant  le  plus 
petit  commun  multiple  des  dénominateurs,  est  aussi  irréduc- 
tible et  l'équation  affecte  la  forme 
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Si  nous  multiplions  par  y  ix),  nous  obtenons  Téquation  en- 
tière 

f[x]  -hF(x).,.(jr)  =  0  .  (2) 

Nous  allons  prouver  que  les  équations  (l)  et  (2)  sont  équi- 
valentes : 

1**  Toute  solution  x  =^  a  de  V équation  [hest  une  solution  de 
l'équation  (2).  En  effet,  x  =  a  étant  une  solution  de  Téqua- 
tion  (11,  transforme  cette  équation  en  l'identité 

JJJl  +  FH^O-  ,1', 

La  fonction  ¥{Xj  étant  entière  en  x.  Via)  est  fini  et  déter- 
miné; il  en  est  donc  de  même  de  '-^  et  par  suite  (fia),  qui  est 

fini  et  déterminé,  est  aussi  différent  de  zéro.  En  multipliant 
par  çfV/)  tous  les  termes  de  l'égalité  fl'},  nous  obtenons  : 

fia)  4-  V{a).f{a)  =  0  .  (2'| 

et  cette  identité  prouve  que  jt  =  a  est  une  solution  de  l'équa- 
tion (2.. 

2"  Toute  solution  x  =  x  de  l'équation  (2)  est  une  solution  de 
l'équation  (  Ij.  En  effet,  x  :^  x  étant  une  solution  de  l'équation 
(2  s  transforme  cette  équation  en  l'identité 

f{u\  -h  F|«).y  a)  =  0  .  (2"| 

Mais  <fia\  fini  et  déterminé,  est  aussi  différent  de  zéro:  car 
si  çai  était  nul,  /(a)  le  serait  également  à  cause  de  l'identité 
i2"  ;  les  polynômes  y f.r)  et  f\x)  seraient  divisibles  par  (x  —  a) 

et  la  fraction  '— ^  ne  serait  pas  irréductible  . 

En  divisant  par  çai  tous  les  termes  de  l'égalité  i2"},  nous 
obtenons 


V(6C] 


+  F(«)^0.  Il") 


et  cette  identité  prouve  <jue  x  =  a  est  une  solution  de  l'équa- 
tion .  l). 

Dkuxiêmk  cas:  certaines  fractions  (une au  moins)  ou  toutes 
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les  fractions  sont  réductibles  et  leurs  dénominateurs  sont  pre- 
miers entre  eux  deux  à  deux. 

Les  valeurs  de  x  qui  annulent  les  deux  terines  de  Tune  ou 
Tautre  des  fractions  réductibles,  sont  racines  de  Téquation 
proposée  ;  car,  pour  ces  valeurs,  Téquation  se  transforme  en 
ridentité  ^  : 

!  +  *-«. 

A  étant  un  nombre  fini  et  déterminé,  nul  ou  non.  Après 
avoir  supprimé  les  facteurs  communs  aux  deux  termes  de 
chaque  fraction  réductible,  facteurs  dont  les  racines  repré- 
sentent des  solutions  de  Téquation,  nous  retombons  sur  le 
premier  cas  :  il  en  résulte  que,  en  multipliant  les  deux  mem- 
bres de  Téquation  considérée  par  le  plus  petit  commun 
multiple  des  dénominateurs,  Téquation  transformée  est  équi- 
valente à  la  proposée. 

Observation.  Il  est  possible  de  déterminer  le  nombre  des 
racines  égales  de  la  façon  suivante  :  si  le  numérateur  de  Tune 
des  fractions  réductibles  est  divisible  par  [x  —  af  ei  son 
dénominateur  par  (x  —  af  ^  cette  fraction  prend    la    forme 

^  ~"  ^ — '-^^  ;  si  nous  représentons  par  {x  —  af  .V^U^j  Ten- 

semble  de  tous  les  autres  termes,  entiers  ou  fractionnaires. 
/•  pouvant  être  nul  et  chacune  des  fonctions  /Jfir),  (p,!.ri  ,  F,;.rj 
n'étant  plus  divisible  par  (>  —  a),  Téquation  devient 

et  possède  autant  de  racines  a  que  son  équivalente 

(.r  —  a)P.  (l^^  -f  (^  -    «)^"'"''  •  f  i(^)  =  0  . 


^  ho  nombre  indéterminé  -  représente  tous  les  nombres  et,  parmi  eux,  se  trouve  le  nombre 
—  A;  donc  parmi  toutes  les  valeurs  que  prend  --  +  A,  se  trouve  la  valeur  —  A  -f  A  =  0.  Par 
exemple,  si  nous  considérons  la  fonction  y  =         -f-  a:  -|-  1  :  pour  x  ^  2,  elle  devient 

y=r3-^:c-|-louy=a:-f-4et  s'annule  pour  x  =  —  4  ;  pour  x  =  2.  elle  devient  y  =  —  +3 

3  1^ 2) 

et  parmi  ces  valeurs  indéterminées  de  y,  se  trouve  le  nombre  nul  0.  L'équation -}- 

^  -|-  1  =  0  a  par  suite  pour  racines  x  =  —  4  et  x  =  2. 
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Par  conséquent,  si/?  <  9  +  /',  cette  équation  admet  p  ra- 
cines égales  à  «  ;  si  /?  >  y  +  /',  cette  équation  admet  {q  +  v) 
racines  égales  à  a. 

Troisième  cas  :  les  dénominateurs  des  fractions^  irréduc- 
tibles ou  non,  ne  sont  pas  premiers  entre  eux  deux  à  deux. 

Additionnons*- toutes  les  fractions  en  prenant  pour  déno- 
minateur commun,  le  plus  petit  commun  multiple  des  déno- 
minateurs; Téquation  prend  la  forme 

Si  les  fonctions  f[x)  et  (fix)  ont  des  racines  communes^ 
racines  qui  sont  les  solutions  de  Téquation  obtenue  en  égalant 
à  zéro  leur  plus  grand  commun  diviseur,  celles-ci  sont  des 
solutions  de  Téquation  et  nous  rentrons  dans  le  deuxième 
cas  considéré  ;  si  les  fonctions /(j:;)  et  y(.r)  sont  premières  entre 
elles,  nous  retombons  sur  le  premier  cas. 

Représentation  graphique.  La  fonction 

.  _.  fjx]  ^  (x  —  a]P  .  /-j  {x)  ^ 
^        FW~  (x  —  af  .  Fi(x)  ' 

/^,(.r)  et  F,(U7)  n'admettant  plus  de  diviseur  commun  [x  —  a) 
prend  la  forme  ^  pour  x:=:a\  parmi  tous  les  nombres  que  repré- 
sente r .  les  mathématiciens  n'ont  considéré  que  celui  auquel 
ils  ont  donné  le  nom  de  vraie  chaleur  ^  et  qui,  géométrique- 
ment, représente  l'ordonnée  du  point  d'intersection  des  lignes 
dont  les  équations  sont 

{x~  a)P  =  0     et     ri  =  {li^ 
c'est-à-dire  l'ordonnée  (^-^^  du  point  d'intersection  de /;  droites 

*■  Nous  pourrions  aussi  grouper  les  fractions,  puis  additionner  celles  constituant  chaque 
groupe  (en  prenant  pour  dénouiinaleur  commun,  le  plus  petit  commun  multiple  des  dénomi- 
nateurs), de  telle  sorte  que  les  dénominateurs  do  tous  les  groupes  ainsi  formés  soient 
premiers  entre  eux  deux  a  deux  :  nous  retomberions  sur  le  premier  cas  considéré  si  toutes  les 
fractions  résultantes  étaient  irréductibles,  et  sur  le  deuxième  si  certaines  do  ces  fractions 
(une  au  moins)  ou  toutes  étaient  réductibles. 

*  Ce  nom  de  vraie  valeur  sonne  faux!  Celte  vraie  valeur  n'est  autre  que  la  limite  de  la  (onc- 
tion y,  la  variable  x  tendant  vers  a. 
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confondues,  parallèles  à  Taxe  des  y  découpant  le  segment  a 
sur  Taxe  des  a;,  et  de  la  ligne  yi. 

La  représentation  graphique  de  y  montre  que  cette  fonc- 
tion est  réellement  indéterminée  pour  jo  =  aei  par  conséquent 
que,  parmi  les  valeurs  correspondantes  de  y  variant  de  —  oo 

à  +  ûo,  se  trouvent  non  seulement  la  vraie  valeur  ~-^, ,  mais 

Itia) 

aussi  la  valeur  0. 

Dans  la  résolution  d'une  équation,  les  facteurs  communs 
entrant  dans  la  composition  des  deux  termes  d'une  fraction, 
ne  peuvent  être  supprimés' que  si  nous  coriifenons  de  ne 
regarder  comme  solutions  de  Téquation,  non  pas  les  racines 
qui  rendent  la  fonction  identiquement  nulle,  mais  celles  pour 
lesquelles  cette  fonction  ne  peut  avoir  cU autre  valeur  que  zéro. 
Suivant  les  conditions  du  problème  que  nous  nous  proposons 
de  résoudre  ou  du  théorème  que  nous  voulons  démontrer, 

telle  ou  telle  autre  valeur  du  nombre  r  sera  à  prendre  :  dans 

la  détermination  du  coefficient  angulaire  de  la  tangente  en 
un  point  d'une  courbe,  par  exemple,  nous  en  prendrons  la 
limite  ;  peut-être,  dans  une  des  théories  que  réserve  Tavenir, 
devrons-nous   en  prendre   une   autre   valeur;  mais  dans   la 

résolution  brute  des  équations,  le  nombre  ^  ne  satisfaisant  à 

aucune  condition^  est  réellement  indéterminé. 

Exemple  1.  Les  nombres  r/,  b^  c  étant  finis  et  déterminés, 
résoudre  Téquation 

£±_V:^'+i^''  +  3  =  0.  (1) 

X  —  a        X  —  b        X  —  c 

en  supposant  :  A)  ût,  6  et  c  distincts  ;  B)  «  ^z^  6  et  6  =  c  ; 
C)  û  =  6  =  c  9^  0  ;  D)  «  =  6  =  c  =  0. 

Solution,  A)  rt,  b  et  c  sont  distincts.  LVquation  proposée 
est  équivalente  à  la  suivante: 

(x  -\-  u]{x  —  h)  {x  —  c)  -\-  {X  —  a)  (x  -|-  h\  (jr  —  c)  + 
{x  —  a)  'X  —  b)  {jc  -\-  c)  -{-  2  (x  —  a{x  -—  b\(x  —  c)  =  0 


ou 


3x«  —  2{a  +  b  -\-  r)jt«  -f-  (ab  +  bc  +  ca)x  =  0 
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Cette  équation  se  décompose  en  deux  autres  : 

:ri  izi  0  . 
Cl 

3a"  —  2(rt  +  />  4-  c)x  -h  (««»  +  bc  +  ca)  =  0 

d'où 

j^J  _  fl  4-  ^  +  c  ±  /"i»^  —  g  (/>  4-  c)  4-  6'  —  />c  +T' 

\\)  a  :^  b  el  b  =  c.  L'équation  proposée  devient 

l±^  +  2.'L±i'  +  ,  =  o.  ,2, 

X  —  a  X  —  b  ' 

et  est  équivalente  à  la  suivante: 

(x  4-  a)  (X  —  h)  4-  2(a-  —  flr)  (j*  4-  //)  4-  3(;r  —  a)  {x  —  h)  =  0  . 
OU 

3^2—  (2a  4-  h)x=:  0  . 

Cette  équation  a  pour  solutions  : 

xi  =  0 

2a  4-  h 


Xt  = 


3 


Observons  qu'en  faisant  c  =  b  dans  les  solutions  x^  et  x^ 
de  Téquation  (1),  résolue  dans  Thypothèse  A,  nous  obtenons: 

2«  4-  i!; 
Xt  =  — ^ —        el       .r,  =  fj  ' 

La  solution  x^  =  b  est  une  solution  étrangère  à  Téqualion 
i2i:  en  effet,  le  plus  petit  commun  multiple  des  dénomina- 
teurs de  Téq nation  (1)  est  (x  —  ajix  —  b){x  —  c),  expression 
ipii  devient  [x  —  a)  (.r  —  b)^  si  c  =  i,  tandis  que  le  plus  petit 
Lummun  multiple  des  dénominateurs  de  l'équation  (2)  est 
(x —  a)(x  —  b). 

C)  a  =:  b  =  c  ^  0.  L'équation  proposée  devient 

!-±4+l  =  0.  ,3, 
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et  est  équivalente  à  la  suivante: 

X  -\-  a  -\-  X  —  «  =  0, 
d^OÙ 

0-1  =  0. 

Observons  qu'en  faisant  a  =  b  =  c  dans  les  solutions  .r,  et 
x^  de  Téquation  (1),  résolue  dans  l'hypothèse  A,  nous  obte- 
nons: 

Xt  =z  a      et      xt  -=  a  . 

Ces  deux  solutions  sont  étrangères  à  Téquation  (3);  en 
effet,  le  plus  petit  commun  multiple  des  dénominateurs  de 
Téquation  (1)  est  (.r  —  a)  ix  —  b)  [x  —  c),  expression  qui 
devient  s  j;  —  U)^  si  a  =^  b  :==  c^  tandis  que  le  dénominateur  de 
la  fraction  qui  intervient  dans  Téquation  (3;  est  simplement 
{x  —  a). 

D)  û  z=:  6  zzn  c  =  0.  L'équation  proposée  devient 

^4-1  =  0-  ('*) 

X 

et  est  équivalente  à  la  suivante: 

X  -{-  X  =zQ 

d'où 

.r.  =  0  . 

Observons  qu'en  faisant  a  =  6  =  c  =  0  dans  les  solutions 
.r,  et  x^  de  l'équation  (1),  résolue  dans  l'hypothèse  A,  nous 
obtenons: 

OTa  :=  0       et       oTi  z=  0  . 

Ces  deux  solutions  sont  étrangères  à  Téqualion  (4)  :  en 
effet,  le  plus  petit  commun  multiple  des  dénominateurs  de 
l'équation  (1)  est  {x  —  a)  (x  —  b)  (x  —  c),  expression  qui  de- 
vient x^  si  a  r=  6  z=  c  =  0,  tandis  que  le  dénominateur  de 
la  fraction  qui  intervient  dans  l'équation  (4)  est  simplement  .r. 

Exemple  2.  Résoudre  l'équation. 

1  +  .r»  1  —X*   __  , 

(1  +x)^'^  (1  -^)»-  *  ' 
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Solution.  Divisons  les  deux  termes  de  la  première  fraction 
par  (1  +  œ)  et  les  deux  termes  de  la  seconde  par  (1  —  x)\ 
l'équation  proposée  se  décompose  en  trois  autres: 

1  -|-  X  m  0       d'où       j:,  =  —  i  ; 
1  —  j"  =  0       d'où       .r»  =  I        ; 

IjZ-^-i"  +  ^  +  -^  +  ^  =  4  d'où  0x'  +  8:t'-2  =  0. 

Cette  dernière  équation  a  pour  racines: 

1  1 

j-,  =r  00    ;  ^-4  =  2  ',  ^*  ~  ""  2  * 


=  1 


Exemple  3.  Résoudre  réquaiitwi 

7 2 2 

3(j:—  3)  (207  -f  1)  ""  (2jc  -|-  l)(jc  —  1)  ""  3(jr  —  1)(^  —  3) 

Solution.  L'équation  proposée  est  équivalente  à  la  suivante: 

7(x-^l)  — 6(x-3)-2(2j-+1)  _ 
3(jc  —  3)(2x  -I-  l)(jr  —  1)  "^ 


OU 

X  —  3 


[x—  3)(2j:  -f  l)(a:  — 1) 


Divisons  les  deux  termes  de  la  fraction  par  [x  —  3);  Téqua- 
tion  se  décompose  en  deux  autres  : 

X  —  3  r:z  0        d'où        a*i  =:  3  , 

et 

1 


=  —  1       d'où       1  =  —  2jt:«  -h  jc  -f  1 


(2x4- l)(.r  —  ^) 

x(2x  —  1)  =  0 

en  sorte  que 

l 
r,  =  0       et       •»■«  =  2  ' 

Exemple  4.  Les  nombres  a  et  j^:'  étant  finis  et  déterminés, 
résoudre  Téquation 

x^-y^^^{x^x')  _a     .2^..„      o 

en  supposant  A)  a  constant,  puis  successivement  :  1"^)  a  diffé- 
rent de  zéro  ;  2**  a  égal  à  zéro;  B)  «  variable  et  ayant  «  pour 
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limite,  puis  successivement:  1*"  a  diflereut  de  zéro;  2^  a  égal 
à  zéro. 

Solution.  Quelle  que  soit  la  valeur  de  a,  Téquation  pro- 
posée admet  la  solution  x^  =  .r'.  L'autre  solution  est  donnée 
par  Téquation  suivante,  obtenue  en  divisant  les  deux  termes 
de  la  fraction  du  premier  membre  par  {x  —  x')\ 

j  -|_  jr'  -_  3  =  -   •  (2x'  -h  a  —  3)  (1) 

oc 

A)  a  est  constant  : 

1"  a  ^  0.  L'équation  (li  est  équivalente  à  Téquation: 

^  -f  ar'  —  3  =  2x'  +  a  —  3 

d'où 

2**  a  =  0.  De  l'équation  (1),  nous  déduisons 

^t  =  l'  t2x'  — 3)-^'  +  3. 

La  racine  x^  est,  par  suite,  indéterminée. 

B;  a  est  variable  et  a  est  sa  limite  : 

1»  fl  ^  0.  L'équation  ilj  est  équivalente  à  l'équation: 

Limite  j-  +  x'  —  3  =  2j;'  -f  a  -    3 

d'où 

Limite  x       ou       Xt  ^=^  x'  -\-  a  . 

2®  a  =  0.  L'équation  (Ij  est  équivalente  à  la  suivante: 

Limite  a:  +  jr'  —  3  =  2j-'  —  3 
d'où 

Limite  x       ou       a*,  =  x\ 

E.  Barbette  (Liège). 
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Sur  la  nature  des  axiomes  de  la  géométrie. 

A  propos  des  récents  articles  de  M,  Richard, 
1.  Lettre  de  M.  Combbriaç. 

I. — Les  récents  articles  de  M.  Richard  sur  la  nature  des  axiomes 
de  la  Géométrie  {L'Ens.  math.  IX*  année,  p.  463-47v3,  X*  année, 
p.  60-65)  m'inspirent  quelques  réflexions,  que  je  soumets  à  ceux  qui 
s'efForcent,  nouveaux  Saint-Augustin,  de  pénétrer  le  mystère  de  la 
droite  idéale. 

Tout  d'abord,  les  dilHcultés  que  soulèvent  les  représentations 
numériques  ne  s'appliquent  pas  plus  aux  lignes  droites  qu'aux 
autres  notions  physiques  susceptibles  de  telles  représentations  et, 
s'il  y  a  là  matière  à  préoccupations  subtiles,  la  constatation  que 
la  ligne  droite  n'y  échappe  pas  ne  fait  que  confirmer  son  classe- 
ment parmi  ces  notions  physiques.  Mais  je  n'insiste  pas  sur  ce 
point  *  parce  qu'il  ne  me  parait  pas  intéresser  le  fond  du  débat, 
si  du  moins  je  comprends  bien  la  pensée  des  géomètres  idéa- 
listes. 

Pourquoi  tient-on,  en  effet,  aux  notions  géométriques  idéales? 
Simplement,  semble-t-il,  parce  qu'on  les  croit  indispensables  à 
la  Géométrie  rationnelle.  Or  il  n'en  est  rien  *.  Celle-ci,  sous  sa 
forme  actuelle,  met  bien  en  jeu,  il  est  vrai,  les  lignes  droites,  par 
exemple,  mais  ses  raisonnements  s'appliquent,  en  réalité,  à  des 
lignes  de  forme  quelconque  pourvu  qu'elles  constituent  un  en- 
semble possédant  les  propriétés  attribuées  à  l'ensemble  des  lignes 
droites,  et  c'est  là  l'essentiel,  puisque  ces  raisonnements  s'appli- 
quent alors  approximativement  aux  objets  qui  jouissent  approxi- 
mativement des  dites  propriétés.  Le  besoin  de  la  droite  idéale 
n'existe  donc  pas  —  pas  plus  d'ailleurs  que  la  notion  elle-même 
(rien  n'est  déconcertant  comme  une  notion  qui  n'existe  pas). 

Quant  à  une  prétendue  différence  de  nature  entre  la  Géométrie 
et  la  Physique,  elle  repose  sur  une  confusion  entre  la  Géométrie 


*■  Cf.  F.  Klrin,  AnwendiiHg  der  Differential-  und  InUgralrechnung  auf  Géométrie^  Leipzig  1902  ; 
voir  notamment  les  paragraphes  ayant  pour  litres  :  Empirische  und  abstrakte  Genauigkeit  ; 
Prâcisions-  und  Approxiinationsmathematik  ;  die  abstrakte  und  die  cmpirische  Festlogung, 
eioer  Funktion  ;  voo  der  Genauigkeit  der  Naturgcsetxe  ;  Ungenauigkcit  aller  praktischen 
Messungen  ;  etc. 

*  Qu'on  imagine  une  théorie  des  fonctions  se  développant  entièrement  sur  un  cas  physique. 
Cela  n'a  rien  d'absurde  en  soi  mais  serait  dépourvu  d'intérêt  et  choquerait  par  sa  dysharmonie 
due  à  ce  que  la  portée  du  raisonnement  dépasserait  les  notions  mises  enjeu;  on  aurait  pour- 
tant là  un  modèle  do  la  Géométrie  actuelle.  On  n'a  pas  plus  besoin  de  la  notion  de  droite  pour 
établir  la  doctrine  géométrique  que  l'on  n'a  besoin  d'une  fonction  déterminée  pour  étabUr  la 
héorie  des- fonctions. 
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rationnelle  et  la  Géométrie  physique.  La  première  (si  tant  est  que 
Ton  doive  donner  le  nom  de  Géométrie  à  la  théorie  des  continus) 
doit  ignorer  aussi  bien  la  droite  idéale  que  la  droite  physique  (j'y 
insiste)  et  il  est  clair,  dès  lors,  que  ses  concepts,  qui  sont,  non 
pas  idéaux,  mais  purement  rationnels^,  ce  qui  n'est  pas  la  même 
chose,  né  peuvent  être  mis  en  parallèle  avec  les  notions  de  la 
Physique.  Mais  qu'est-ce  qui  nous  empêche  de  concevoir,  pour  un 
avenir  plus  ou  moins  éloigné,  rédifieation  d'une  Physique  ra- 
tionnelle (si  Ton  peut  s'exprimer  ainsi)  ?  Le  parallélisme  serait 
alors  complet,  et  la  conclusion,  c'est  que  la  Géométrie  (physique) 
est  la  seule  des  sciences  naturelles  qui  soit,  pour  le  moment,  par- 
venue au  stade  rationnel.  Mais  ce  n'est  pas  une  raison  pour  que 
ses  concepts  J'entends  les  concepts  *  proprement  géométriques, 
et  non  les  concepts  d'ensemble,  d'ordre,  de  métrique,  etc.)  ne 
soient  pas  uniquement  empiriques. 

Le  principe  de  raison  suflisante  par  lequel  M.  Richard  justifie 
la  rectilinéarité  des  rayons  lumineux  dans  le  vide  n'est  autre  que 
le  principe  de  l'isotropîe  et  de  Thomogénité  du  vide,  c'est-à-dire 
l'expression  d'un  fait  expérimental.  Ce  sont  également  des  faits 
expérimentaux  qui,  en  Statique,  en  Dynamique  et  dans  les  divers 
domaines  de  la  Physique,  nous  fournissent  la  notion  de  ligne 
droite  {ne  fût-ce  qu'à  titre  de  limite)  et  nous  fournissent  la  même. 
Il  n'y  a  dans  tout  cela  rien  de  rationnellement  nécessaire,  mais 
seulement  des  faits,  qui  sont  sans  doute  reliés  entre  eux  par  des 
causes  générales,  que  l'on  découvrira  peut-être,  l'unité  du  mé- 
canisme naturel  se  manifestant  davantage  de  jour  en  jour. 

Il  resterait  peut-être  un  phénomène  à  expliquer  —  et  je  ne  m'en 
charge  pas  —  c'est  celui  par  lequel  une  notion  d'origine  manifes- 
tement matérielle  se  transforme  en  notion  idéale  selon  la  révéla- 
tion kantienne  ;  c'est  d'ailleurs  le  phénomène  en  lequel  se  résume 
la  genèse  de  tous  les  concepts  métaphysiques  (si  souvent  contra- 
dictoires en  soi)  ;  c'est,  en  définitive,  le  processus  métaphysique. 

IL  —  M.  Richard,  à  la  fin  de  son  article  (p.  G4),  développe  des 
considérations  tendant  à  établir,  si  j'ai  bien  compris,  que  le  pos- 
tulatum  d'Euclide  appartient  au  domaine  métrique  et  non  au  do- 
maine projectif.  C'est,  je  crois,  une  erreur.  Elle  tient  à  ce  qu'on 
néglige  le  fait  qu'il  n'existe  pas  de  transformation  projective  (c'est- 
à-dire  conservant  les  lignes  droites)  faisant  correspondre  l'espace 
entier  à  un  volume  borné.  C'est  pour  cela  qu'une  métrique  pro- 
jective ne  peut  pas  être  à  la  fois  archimédienne  et  hyperbolique, 
comme  je  l'ai  indiqué  dans  un  article  récent  publié  dans  cette 
revue  ip.  183!. 

G.  CoMBKBiAc  (Bourges). 


1  Les  concepts  qui  sont  à  la  bnsc  de  l'Ânaly^io  mathémAtiqiie  (nombre  entier,  ensemble,  in- 
clusion, correspondance)  ne  sont  pas  des  concepts  idéaux;  ils  suffisent  d  ailleurs  pour  établir 
la  Géométrie  rationnelle. 
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2.  Réponse  de  M.  J.  Richard. 

Entre  les  assertionrs  de  M.  Combebiac  et  les  miennes  la  contra- 
diction n'est  souvent  qu'apparente. 

Ainsi,  selon  M.  Combebiac,  il  n'est  pas  besoin  de  notion  de 
droite  pour  faire  de  la  Géométrie.  Les  propriétés  de  la  ligne  droite 
s'appliquent  à  des  lignes  de  forme  quelconque. 

C'est  ce  que  j'ai  dit  moi-même  en  montrant  que  les  axiomes  ne 
sont  pas  des  définitions  au  sens  ordinaire  du  mot. 

Il  peut  y  avoir,  dit  M.  Combebiac,  une  physique  rationnelle.  C'est 
précisément  ce  que  j'ai  dit  dans  mon  article. 

Le  postulatum  d'Euclide  appartient  au  domaine  métrique.  Voici 
ce  que  je  veux  dire  par  là.  Le  groupe  des  transformations  ponc- 
tuelles changeant  les  droites  en  droites,  contient  des  sous-groupes. 
J'appelle  groupe  métrique  un  de  ces  sous-groupes  ayant  six  pa- 
ramètres et  possédant  un  invariant.  Parmi  ces  sous-groupes  il  y 
a  des  groupes  euclidiens,  des  groupes  non-euclidiens.  Le  postu- 
latum exprime  une  propriété  d'un  de  ces  groupes,  et  non  une  pro- 
priété du  groupe  linéaire  général. 

L'isotropie  du  vide  n'est  pas  un  fait  expérimental.  Comment 
vérifier  cette  propriété  pour  les  espaces  interplanétaires  ?  La  pro- 
pagation de  la  lumière  en  ligne  droite  n'est  pas  bien  démontrée 
par  l'expérience;  il  en  est  de  même  des  lois  de  la  reflexion  et  de 
la  réfraction.  Toutes  ces  lois  sont  des  conséquences  de  la  théorie 
ondulatoire  de  la  lumière.  Elles  font  partie  de  la  physique  ration- 
nelle dont  parle  M.  Combebiac. 

Je  termine  par  deux  observations  générales  : 

I*^.  —  On  peut  envisager  la  Géométrie  en  elle-même,  ou  dans 
ses  applications  à  l'étude  du  monde  extérieur.  Pour  étudier  la 
Géométrie  en. elle-même  il  suffit  de  remarquer  que  les  axiomes 
forment  un  système  exempt  de  contradictions.  (M.  Ililbert  l'a  dé- 
montré.) Il  n'est  pas  nécessaire  d'avoir  une  idée  quelconque  de 
ligne  droite  ou  de  point,  ni  même  l'idée  d'espace. 

C'est  là  une  sorte  de  Géométrie  bien  abstraite.  Dans  la  pratique, 
on  a  toujours  une  représentation  sensible  sur  le  papier,  mais  la 
Géométrie  ainsi  comprise  est  indépendante  de  cette  représenta- 
tion. Du  reste,  comme  le  dit  M.  Combebiac,  les  droites  peuvent 
être  des  lignes  de  forme  quelconque.  Le  mot  droite^  le  mot  dis- 
tance et  même  le  inot  point  ont  dans  cette  géométrie  un  sens  hy- 
pothétique, non  un  sens  catégorique. 

Il  en  est  tout  autrement  pour  les  applications.  Les  mots  doivent 
avoir  un  sens  catégorique.  Les  axiomes  sont  vrais  ou  faux;  cela 
ne  dépend  plus  de  ce  qu'on  nomme  point,  ou  droite,  ou  distance. 
Or  c'est  sur  cette  Géométrie  appliquée  seulement  que  porte  ma  dis- 
cussion. Elle  serait  inutile  à  la  Géométrie  abstraite. 

II.  —  Les  mots  du  langage  philosophique  ont  souvent  un  sens 
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bien  flou,  et  cela  est  très  gênant.  Cette  phrase  :  «  Les  axiomes 
viennent  de  Texpérience  »  n'a  pas  un  sens  net,  il  me  serait  facile 
de  le  montrer,  mais  cela  m'entrainerait  trop  loin.  C'est  une  raison, 
et  il  y  en  a  bien  d'autres,  pour  être  très  modéré  dans  les  discus- 
sions philosophiques  et  pour  ne  pas  avoir  peur  de  changer  d'avis. 
11  faudrait  trouver  un  moyen  d'exprimer  sa  pensée  d'une  façon 
bien  nette,  sans  ambiguïté.  Je  ne  désespère  pas  d'y  arriver,  mais 
je  n'y  suis  pas  encore  complètement  parvenu  en  ce  qui  concerne 
la  question  des  axiomes. 

J.  RicHAnD  (Dijon). 

3.  Réplique  de  M.  Comrebiac. 

Ainsi  que  le  tait  remarquer  M.  Richard,  il  est  fort  difficile  de 
s'entendre  sur  certaines  questions  parce  que  les  mots  n'ont  que 
la  signification  que  chacun  leur  donne.  Je  crois  toutefois  pouvoir 
constater  notre  accord  sur  les  deux  points  essentiels,  savoir  :  1"*  les 
mêmes  lignes  ne  peuvent  pas  servir  d'axes  à  une  métrique  hyper- 
bolique et  à  une  métrique  parabolique;  2*  les  diflicultés  incontes- 
tablement fort  délicates  que  soulève  la  question  des  relations  de 
la  Géométrie  et  de  l'expérience  sont  du  même  ordre  que  celles  que 
l'on  rencontre  pour  les  diverses  branches  de  la  physique,  de  sorte 
que  l'on  se  trouve  ramené  à  la  grosse  question  du  réalisme  scien- 
tifique  et  non  plus  géométrique. 

Sur  les  sommes  de  sinus  et  de  cosinus  dont  les  arguments  sont  en 
progression  arithmétique. 

Ces  sommes  donnent  lieu  à  d'intéressants  exercices  de  transfor- 
mations dans  les  applications  de  la  formule  de  Moivre.  En  raison 
du  rôle  qu'elles  jouent  dans  les  Mathématiques  supérieures,  leur 
sommation  mérite  d'être  examinée,  à  titre  d'exercice  déjà  dans  les 
éléments. 

Posons 

«— 1  n—\ 

et  formons  la  somme 

n-l 

Cette  expression  peut  se   transformer   successivement  comme 

suit  : 

«—1 

A  -f-  B'=  («"OS  a  -h  «  sin  a)  ^V  j  cos  /jS  -|-  /  sin  kp  j 

A:=0 
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n— 1 


=  (cos  a  -\-  i  sin  a)  ^V  (cos  /3  +  *  siii  |3) 

.         1  —  (cos  Ô  +  I  sin  ]3)« 

=:  (cos  a  4-  i  sm  a ; ^— ^ — : — : — ^ 

^  ^  '  1  —  (cos  j3  -I-  I  sin  P) 

...         1  —  (cos  wô  H-  i  sin  /fj3) 

=  (cos  a  4-  <  sm  a    . —- — : — : — ^-^ 

'  ^  '  1  —  (cos  p  4-  I  sin  P) 

X*    .  .  "^       «.    .    "jS         wj3 
2  sin'  -^  —  2i  sin  -^  cos  -^ 

=  (cos  a  +  i  sin  a)  g g 1- 

2  sin'  ^  —  2i  sin  ^  cos  -^ 

.     wô  /ïj3     .     wô 

siii  -~  —  i  cos  ~-   SIU  -^ 

=z  (cos  a  +  i  sin  a)  g g ^ 

sin  Ç  —  i  cos  ^    sin  -^ 


OU 


/?|3        .    .    w|3     .    np 
=  (cos  a  -|-  '  sin  a) 


cos  -^  -\-  i  sin  -^  sin  -^ 


cos  ^  -|-  I  sin  ^     sin  -^ 


=l„.(.^"i_ê)^,.,„(.^"i_l)j!l:| 


=     cos  U  +  ' ^ — î:j  4-  t  sm  U  +  2^) 


sin^ 


On  en  déduit 


"— i  cos  (  a  +  9 — -  )  sin  -^ 

^ro»  («  +  XjS)  =  î^ ^>— Z i 

*=o  sin  ^ 

.     /      ,     in—  \)6\     .     wS 
»-i  sm  (  «  -}-  -i ^— ^  )  sin  -f 

^Bin  («  +  /P)  =  -— ^ -^g-^ ^ 


(3 
sin  ^ 


C.    BlIANDENBEKGEK   (Zurîch). 
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Commission  internationale  de  renseignement  mathématique. 

Le  Comité  de  trois  membres  chargé  par  le  Congrès  de  Rome 
de  former  une  Commission  internationale  pour  Tétude  des  réfor- 
mes de  l'enseignement  mathématique  dans  les  écoles  secondaires 
des  différentes  nations,  s'est  constitué  comme  suit  ;  Président^ 
Prof.  F.  Klein  (Gœttingue)  ;  Vice-président^  Prof.  Sir  Alfred-E. 
Greenhill  (Londres)  ;  Secrèlaire^  Prof.  H.  Fehr  (Genève).  Il  compte 
organiser  la  Commission  sur  une  base  très  large  en  faisant  appel 
aux  principaux  pays  généralement  représentés  dans  les  Congrès 
internationaux  des  mathématiciens.  La  liste  des  membres  sera 
sans  doute  établie  d^ici  à  l'automne,  afin  que  la  Commission  puisse 
se  mettre  à  Tœuvre  dès  Thiver  prochain. 

Comme  Ta  très  bien  dit  M.  Smith,  à  qui  Ton  doit  Tinitiative  de 
la  constitution  de  la  Commission  (v.  plus  haut,  p.  283-284),  il  va 
sans  dire  qu'il  ne  s'agit  nullement  pour  la  Commission  de  tendre 
à  une  uniformisation  des  méthodes  et  de  l'organisation  des 
études,  mais  d'obtenir  d'une  étude  d'ensemble  des  réformes  réa- 
lisées au  cours  de  ces  dernières  années  ou  qui  sont  encore  à 
l'ordre  du  jour.  C'est  là  un  travail  considérable  qui  exigera  une 
collaboration  active  et  dévouée  de  tous  les  membres. 

L'Enseignement  mathématique  servira  d'organe  à  la  Commis- 
sion, dont  la  tâche  se  rattache  très  intimement  à  celle  que  pour- 
suit notre  revue  internationale  depuis  dix  ans.  Dès  le  premier 
volume  nous  avons  fait  établir  des  rapports  sur  l'état  actuel  de 
l'enseignement  mathématique  dans  les  divers  pays  et,  sur  ce 
point,  comme  sur  bien  d'autres,  la  Revue  fournit  à  la  Commission 
un  ensemble  de  documents  d'une  grande  utilité. 

Association  internationale  pour  la  propagation  de  l'étude  des  qua- 
ternions  et  autres  systèmes. 

Nous  avons  sous  les  yeux  le  rapport  de  V International  Associa^ 
tion  for  promoting  the  study  of  Quaternions  and  allied  Systems  of 
mathematicsy  March,  1908  (51  p.).  Le  nouveau  président,  A.  Mac- 
FARLANR  (Chatham,  Canada),  consacre  une  notice  à  son  prédéces- 
seur Ch.-J.  JoLY,  décédé,  et  examine  la  part  qu'il  a  prise  dans  le 
développement  des  méthodes  vectorielles. 

Dans  son  rapport  général  M,  Macfarlane  estime  qu'il  serait 
utile  d'avoir  une  étude  d'ensemble  sur  les  différentes  notations 

L'Enseignement  mathém.,  10*  année  ;  1908.  Vk 
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vectorielles  et  d*en  dégager  une  notation  uniforme.  Il  cite  à  ce 
propos  la  série  des  articles  que  MM.  Burali-Forti  et  Marcolongo 
consacrent  précisément  à  cette  importante  question  dans  les 
Rendiconti  di  Palermo  (1907-1908),  et  présente  quelques  critiques 
aux  propositions  des  deux  savants  italiens.  Nos  lecteurs  connais- 
sent le  principe  même  des  notations  proposées  par  le  résumé  que 
nous  en  avons  donné  dans  notre  compte  rendu  du  Congrès  de 
Rome.  A  Theure  actuelle  cette  question  est  d'une  grande  impor- 
tance pour  le  progrès  des  méthodes  vectorielles,  en  raison  même 
de  remploi  de  plus  en  plus  fréquent  qu'on  en  fait  dans  plusieurs 
branches  des  mathématiques  pures  et  appliquées.  Nous  reprodui- 
rons, dans  un  prochain  numéro,  le  tableau  des  notations  vecto- 
rielles proposées  et  nous  mettrons  notre  Revue  à  la  disposition 
de  ceux  qui  auront  des  observations  ou  critiques  à  formuler. 

Le  rapport  de  l'Association  contient  en  outre  la  suite  de  la 
bibliographie  de  l* Analyse  i^ectorielle ;  il  fournît  des  renseigne- 
ments très  précieux  à  tous  ceux  qui  font  usage  de  ces  méthodes, 
qu'il  s'agisse  de  disciples  de  Hamilton,  de  Grassmann  ou  d'autres, 
car,  il  est  bon  de  l'ajouter,  l'Association  a  pour  but  de  s'occuper 
de  l'ensemble  des  méthodes  du  Calcul  vectoriel.  C'est  en  réalité 
une  association  pour  la  propagation  des  méthodes  ifectorielles^  et 
sous  cette  dénomination  plus  simple  le  nombre  de  ses  adhérents 
eut  sans  doute  augmenté  encore  plus  rapidement. 

H.  Fehr. 

Nominations  et  distinctions. 

M.  M.  Abraham,  professeur  extraordinaire  à  l'Université  de 
Gœttingue,  a  été  appelé  à  l'Université  de  l'Illinoîs  en  qualité  de 
professeur  de  Physique  mathématique; 

MM.  Baillaud  et  Deslandrrs  sont  nommés  membres  du  Bureau 
des  Longitudes. 

M.  P.  BuRCATTi,  professeur  de  Mécanique  rationnelle  à  l'Uni- 
versité de  Messine,  est  transféré  à  la  même  chaire  à  l'Université 
de  Bologne. 

M.  G.  BoGGio,  privat-docent  à  l'Université  de  Turin,  est  nommé 
professeur  extraordinaire  de  Mécanique  rationnelle  à  l'Université 
de  Messine,  à  partir  du  prochain  semestre. 

M.  CossERAT,  Directeur  de  l'Observatoire  de  Toulouse,  profes- 
seur de  Calcul  différentiel,  est  nommé  professeur  d'Astronomie. 

M.  Drach,  professeur  à  la  Faculté  de  Poitiers,  est  nommé  pro- 
fesseur de  Calcul  différentiel  et  intégral  à  l'Université  de  Tou- 
louse. 

M.  DuLLAC,  maître  de  conférences  à  la  Faculté  des  Sciences  de 
Grenoble,  est  nommé  chargé  de  cours  pour  le  Calcul  différentiel 
et  intégral  à  la  Faculté  des  Sciences  de  Poitiers. 

M.  P.  Epsteix,  privat-docent,  est  nommé  professeur  extraordi- 
naire à  rUniversité  de  Strasbourg. 


Digitized  by 


Google 


CHRONIQUE  335 

M.  M.  de  Franchis,  professeur  de  Géométrie  projective  et  des- 
criptive à  rUnivérsilé  de  Parme,  et  M.  M.  Pieri,  professeur  des 
mêmes  branches  à  l'Université  de  Catane,  échangeront  leurs  rési- 
dences à  partir  du  prochain  semestre. 

M.  F.  Gerbaldi,  professeur  de  Géométrie  analytique  et  projec- 
tive à  rUniversîté  de  Palerme,  sera  transféré  à  la  chaire  d'Algèbre 
et  de  Géométrie  analytique  à  l'Université  de  Pavie,  à  partir  du 
prochain  semestre. 

M.  H.  KoBOLD  est  nommé  professeur  d'Astronomie  à  l'Université 
de  Kiel. 

M.  H.  MiTCHEL,  professeur  extraordinaire,  est  nommé  profes- 
seur ordinaire  à  TUniversité  de  Columbia  à  New-York. 

M.  Pbtz,  professeur  extraordinaire,  est  nommé  professeur  ordi- 
naire à  l'Université  bohème  de  Prague. 

M.  Pieri  passe  à  l'Université  de  Parme  (v.  ci-dessus). 

M.  A.  de  Saint-Germain,  professeur  de  mécanique,  a  été  admis 
à  la  retraite  et  nommé  professeur  honoraire  de  la  Faculté  des 
Sciences  de  Caen. 

M.  W.  ScHLiNK,  professeur  extraordinaire  de  Mécanique  tech- 
nique à  l'Ecole  technique  supérieure  de  Braunschw  eig,  est  nommé 
professeur  ordinaire. 

M.  Tauber,  privat-docent,  est  nommé  professeur  extraordinaire 
à  l'Université  de  Vienne. 

M.  Herb.-Hall  Turner,  directeur  de  l'Observatoire  d'Oxford 
et  M.  G.  Hale,  directeur  de  l'Observatoire  de  Mount-Wilson  (Ca- 
lifornie) sont  nommés  membres  correspondants  de  l'Académie 
des  Sciences  de  Paris. 

M.  N.  Vanecek,  privat-docent  à  TEcole  technique  supérieure 
bohème  de  Prague,  est  nommé  professeur  ordinaire, 

M.  ZoRETTi,  professeur  au  Lycée  de  Rochefort,  est  nommé  maître 
de  conférences  pour  les  mathématiques  à  la  Faculté  des  Sciences 
de  Grenoble. 

Privat'docents,  —  Sont  admis  en  qualité  de  privat-docenls  ; 

M,  A.  Antoniazzi,  pour  l'Astronomie,  à  l'Université  de  Padoue. 

M.  F.  Contarino,  pour  l'Astronomie,  à  l'Université  de  Naples. 

M.  G.  Sannia,  pour  l'Algèbre  et  la  Géométrie  analytique,  à 
l'Université  de  Turin. 

M.  G.  ScoRZA,  pour  la  Géométrie  projective  et  descriptive,  à 
l'Université  de  Bologne. 

M.  B.  ViARo,  pour  l'Astronomie,  à  l'Observatoire  de  Arcetrî 
(Florence). 

Nécrologie. 

M.  Henry  Joly,  professeur  à  l'université  de  Lausanne,  est  décédé 
à  l'âge  de  48  ans. 
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Cours  universitaires. 


ANGLETERRE 

Cambridge  ;  University,  —  List  of  Lectures  proposed  for  Mathematics, 
1908-1909.  The  courses  of  lectures  will  begin  as  follows  :  Michaelmas  Terni 
(M.  T.),  Oct.  15;  Lent  Tenu  (L.  T.),  January  18;  Easter  Term  (£.  T.), 
April  26.  —  Prof.  Fobsyth:  Differential  Equations,  3,  M.  T,\  Functions  of 
two  (or  more)  Complex  variables.  3,  M.  T.;  Algebraic  Functions  and  their 
Intégrais,  3,  L,  T.;  Elementary  Dîfferential  Geometry,  3,  E,  T.  —  Prof.  Sir 
G.  H.  Daewin  :  Celestial  Mechanics  (Attractions  and  Potential)»  3,  M.  T.;  Dy- 
namical  Astronomy,.3,  L.  T.  —  Prof.  Sir  R.  S.  Ball  :  Planetary  Theory,  3, 
M.  T.  ;  Spherical  Astronomy,  3,  L.  T.  —  Prof.  Larmor  :  Electrîcity  and  Magne- 
tisin  3,  M.  T.  Conf.  in  math.  Physics,  M.  T,  ;  Electrodynamic  and  Optical 
Thfory,  3,  L.  T.  ;  Thermodynamîcs  and  Theory  of  Gases.  (Short  Course.)  3, 
E.  T,  —  Dr  HoBsoN  :  Harmonie  Analysis,  3,  M.  T.  ;  Vibrations  and  Sound,  3, 
L.  T.  —  Dr  Baker  :  Introduction  to  Theory  of  Functions,  3,  M.  T.  ;  Indroduc- 
tion  to  Theory  of  Groups,  3.  M.  7*.  ;  Theory  of  Functions,  3,  L.  T.  ;  Curves 
and  Surfaces,  3,  L.  T.  —  Mr  Herman  :  Hydrodynamics  (for  Part  II),  3,  M.  T.; 
Geometrical  Optics,  Hydromechanics  (for  Schedule  A),  L.  T.  ;  Hydrodynamics 
and  Sound  (for  Schedule  A),  E.  T.  —  Mr  Richmond  :  Algebraic  Geometry 
(for  Schedule  B),  3;  Solid  Geometry  (for  Schedule  A),  M,  T.  et  L.  T.;  Syn- 
thetic  Geometry  (methods  and  applications)  E.  T.  —  Dr  Whitbheao  :  Syn- 
thetic  Geometry  :  systematic  developmeut  (for  Schedule  B)  M.  T,  ;  Principles 
of  Mathematics  (Number  and  Magnitude)  /..  T.  ;  Principles  of  Mathematics 
(Symbolic  Logic)  E,  T.  —  Dr  Baunes  :  Linear  DifTerential  Equations  (for 
Schedule  B),  3,  if.  T.  —  Mr  Webb  :  Dynamics  and  Vibrations,  L,  T,  — 
Mr  MoLLisoN  :  Attractions  and  Theory  of  Potential  (for  Part  I),  E.  T,  — 
Mr  Berry  :  Elliptic  Functions  and  Elementary  Theory  of  Functions,  L.  T.; 
Elliptic  Functions  (for  Schedule  B)  L.  T.;  Elliptic  Functions  (Th.  of  Transfor- 
mation), E.  T.  —  Mr  Bennett  :  Line  Geometry,  3,  Is.  T.  —  Mr  Mumro  :  Hydro- 
dynamics and  Sound,  M.  T.  —  Mr  Bromwich  :  Elementary  Theory  of  Limits 
(for  Schedule  B),  M,  T,  ;  Theory  of  Potential  (for  Schedule  B).  L.  T.  :  Cal- 
culus  of  Variations,  E.  T.  —  Mr  Grâce:  Invariants  and  Geometrical  Appli- 
cations, M.  T.  —  Mr  Hardy  :  Intégral  Functions,  E.  T,  —  MrBATEMAN:  Inté- 
gral Equations  (Long  Vocation  1908).  —  Mr  Stratton  :  Analytical  Dynamics, 
E.  T.  —  Mr  HiNKs  :  Démonstrations  in  Practical  Astronomy.  M.  T.  et  L.  T. 
—  Mr  Beva?i  :  Mathematics  for  Studeuts  of  Physics,  3,  M.  T. 
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ÉTATS-UNIS   D'AMÉRIQUE 

Cours  annoncés  pour  Vannée  universitaire  1908-1909. 

Colambia  University  (New- York).  —  Prof.  P. -S.  Fiske  :  Advanced  calcuhis; 
Introduction  to  the  theory  of  functions  ofa  real  variable,  •'{  ;  Functions  defi- 
ned  by  linear  differential  équations,  3.  —  Prof.  F.-N.  Cole  :  Introduction  to 
the  theory  of  functions,  3  ;  Theory  of  plane  curves,  3.  —  Prof.  James 
Maclay  :  Elliptic  functions,  3  ;  Application  of  the  calculus  to  the  theory  of 
surfaces  and  curves  in  space,  3. —  Prof.  D.  E.  Smith  :  Hislory  of  mathe- 
matics,  2.  —  Prof.  C.-J.  Keyser  :  The  principles  of  mathematics,  3;  Modem 
théories  in  geometry,  3.  —  Prof.  H.-B.  Mitchell  :  DifFerential  équations,  2  ; 
Geometrical  analysis,  3.  —  Prof.  Edward  Kasner  :  Geometry  of  dynamical 
Systems,  2.  —  Dr.  G. -H.  Ling  :  Theory  of  numbers,  3  ;  first  half  year  ; 
Advanced  theory  of  numbers,  3  ;  second  half  year. 

Comell  University  (Jlhaca,  New-York).  —  Prof.  McMahon  :  Hydrodyna- 
mirs,  2  ;  Electricity,  2.  —  Prof.  J.  I.  Hutchikson  :  Theory  of  functions  of  a 
complex  variable,  3.  —  Prof.  V.  Snyder  ;  Higher  geometry,  3.  —  Prof.  W. 
B.  Fite  :  Theory  of  groups,  3.  —  Dr.  F.  R.  Sharpe  :  Theory  of  potential  and 
Fourier's  séries,  3  ;  Elliptic  functions,  2  (first  half  year,  I).  —  Dr.  W.  B. 
Carver  :  Projective  geometry,  3.  —  Dr.  A.  Ranum  :  Dilferential  équations,  2; 
Higher  algebra,  2.  —  Dr.  D.  C.  Gillespie  :  Advanced  calculus,  3  ;  Intégral 
équations,  2(11).  —  Dr.  C.  F.  Craig  :  Advanced  analytic  geometry,  3  ;  Partial 
differential  équations.  2  (I).  —  Dr.  F.  W.  Owe?ïs  :  Solid  analytic  geometry, 
2  \  The  Oliver  mathematical  club  will  meet  weekly. 

Harvard  University  (Cambridge,  Mass.)  —  Prof.  W.  E.  Byerly  :  Intro- 
duction to  the  modem  geometry  and  modem  algebra,  3  ;  Trigonométrie 
séries  (wilh  Prof.  Peirce),  3.  —  Prof.  B.  O.  Peirce  :  Methods  in  mathe- 
matical physics,  Elasticily,  2.  —  Prof.  W.  F.  Osgood  :  DiOerenlial  and  in- 
tégral calculus  (second  course),  3  ;  Infinité  séries  and  products  (first  half 
year),  3  :  Galois's  theory  of  équations  (second  half  year),  3;  Theory  of  func- 
tions (advanced  cours).  —  Prof.  M.  Bôcher  ;  Theory  of  functions  (introduc- 
tory  course),  3  ;  The  linear  differential  équations  of  physics,  3.  —  Prof.  C.  L. 
Bouton:  Hydromechanics  (second  half  year),  3;  DifFerential  équations,  Lie's 
theory  of  continuons  groups,  3.  —  Prof.  J.  K.  Whittemore  :  Eléments  of 
mechanics,  3  ;  Differential  geometry  of  curves  and  surfa.ces  (first  half  year), 
3.  —  Prof.  E.  V.  HuNTiNGTON  :  The  fundamental  concepts  of  mathematics,  3. 
—  Dr.  J.  L.  Coolidge:  Line  geometry  (first  half  year),  3.  — Dr.  H.  N.  Davis  : 
Dynamics  of  a  rigid  body,  3. 

Courses  of  reading  and  research  ore  offered  by  Professors,  Byerly,  Os- 
good, Bôcher,  Bouton,  and  Whittemore  ;  and  a  seminary  in  geometry  will 
be  conducted  by  Prof.  Bouton,  Prof.  Whittemore,  and  Dr.  Coolidge  during 
the  second  half  year. 

Indiana  University  (Bloomington).  —  Prof.  R.  J.  Aley  :  Advanced  cal- 
culus, 3  (a.  M',  5)  ;  Higher  algebra,  2  (a.  w)  ;  Algebra  of  quanlics,  3  (s).  — 
Prof.  S.  C.  Davisson  :  Ordinary  differential  équations,  3  (a,  w)  ,  Functions 
of  a  complex  variable,  3  (s)\  Fourier's  séries  and  intégrais  3  (a}\  Modem 
analytic  geometry,  2  f»*' 5^.  —  Prof.  D.  A.  Rothrock  :  Quaternion,  3  (a)\ 
Partial  differential  équations,  3  ^w,  s).  —  Prof.  U.  S.  Hanna  :  Elliptic  inte- 
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grals  and  funclions,  2  (a,  w)  ;  Infinité  séries  and  producls  3  (s).  —  Dr,  C. 
Hasehan  :  Mathematical  theory  of  elasticity,  3  (a,  w)  ;  Theory  of  poteotial, 
^  (s).  —  {a,  w,  s,  above  indicate  autumn,  wînter,  and  spring  terms.] 

Yale  University  (New-Haven,  Conn.).  —  «Prof.  J.  PiERPONT  :  Introduction 
to  the  theory  of  functions,  2  ;  Projective  geometry,  2  ;  Advanced  mechanics, 
2  ;  Advanced  theory  of  functions,  2.  —  Prof.  P.  F.  Smith  :  Advanced  ana- 
lytic  geometry,  2  :  Continous  groups  of  transformations,  2.  —  Prof.  E.  W. 
Brown  :  Mechanics,  2  ;  Advanced  calculus,  3  ;  Celestial  mechanics,  2.  — 
Prof.  H.  E.  Hawkes  :  Algebra  and  aualytic  geometry,  2;  Theory  of  équa- 
tions, 2.  —  Prof,  M.  Màson  :  Linear  differential  équations,  2  ;  Calculus  of 
variations,  1.  —  Dr.  L.  J.  Hewes  :  Differential  équations,  1  ;  Graphical  and 
numerical  coroputation,  1.  — Dr.  W.  A.  Grànville  :  Ditifercntial  geometry,  2. 

Princeton  University.  —  (Ail  courses  are  three  hours  a  week.  The  Roman 
numerals  refer  to  the  first  (I)  and  second  (II)  term.  —  Prof.  H.  B.  Fike: 
Theory  of  algebraic  functions,  I.  —  Prof.  H.  D.  Thompsok  :  Historical  rea- 
dings  in  infinitésimal  geometry,  I.  —  Prof.  G.  A.  Bliss  ;  Linear  differential 
équations,  I  ;  Partial  differential  équations,  II.  —  Prof.  L.  P.  Eisekhart  : 
Differential  geometry,  I,  II. —  Prof.  W.  Gillespie  :  Theory  of  substitutions, 
I  ;  Theory  of  invariants,  II.  —  Prof.  O.  Veblen  :  Projective  geometry,  I,  li. 
Prof.  J.  W.  TouNC  :  Theory  of  functions  of  a  complex  variable,  I,  II  ; 
Theory  of  numbers,  I.  —  Prof.  Bliss  or  Veblen  :  Theory  of  functions  of  a 
real  variable,  I,  II.  —  Dr.  J.  G.  Hun  :  Analytic  projective  geometry,  I,  II. — 
Dr.  C.  K.  MacInnes  :  Elliptic  functions,  II.  — Dr.  R.  L.  Moore  :  Foundatîons 
of  geometry,  II.  —  Dr,  C.  E.  Stromquist  :  Calculus  of  variations,  II.  —  Dr. 
E.  Swift  :  Theory  of  capillarity,  II. 

ITALIE  ' 

Année  universitaire  1908-1909. 

Bologna  ;  Università,  —  Arzela  :  Principio  dî  Dirichlet  ;  calcolo  délie 
variazioni,  3.  —  Donati  :  Teoria  dell'  elasticità  ;  ottica,  3.  —  Pincherle  : 
Funzioni  algebriche  e  loro  integrali  ;  funzioni  ellittiche  ;  funzionî  analitiche 
rappresentate  da  integrali  définit!,  3. 

Catania  ;  Università.  —  De  Franchis  :  Geometria  sopra  le  curve  algebriche, 
superficie  di  Riemann  ed  integrali  abeliani,  problema  di  inversione^  47»-  — 
Lauricella  ;  Ottica,  4*/».  —  Pennacchietti  :  Funzioni  ellittiche  e  loro  appli- 
cazioni  alla  meccanica,  k^jt.  — Severini  :  AppUcazione  della  teoria  dei  gruppi 
continu!  finiti  aile  equazioni  differenziali  ;  estensione  della  teoria  di  Galois 
secondo  Picard  e  Vessiot,  47»- 

Genova  ;  Università.  — FuBiNi:  lutroduzione  alla  teoria  dei  gruppi  discon- 
tinui  e  délie  funzioni  automorfe,  3.  —  Loria  :  Geometria  infinitésimale,  3. — 
Tedone  :  Teoria  dei  fenomeni  eleltrici  e  magnetici  secondo  le  idée  di  Max- 
well, 3. 

Measina  ;  Università.  — Bagnera  :  Equazioni  a  derivate  parziali  di  secondo 
ordine,  3.  —  Boggio  :  Equazioni  integrali  e  loro  applicazioni  alla  fisica  mate< 


*  Les  cours  généraux  (tels  que  ceux  d'Algèbre,  Géométrie  analytique,  Géomélrin  descriptive. 
Calcul  infinitésimal,  Mécanique  rationnelle)  ne  sont  pas  indiqués  dans  la  liste. 
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niaiica,3.  —  Martinbtti  :  ïeoria  délie  carve  piane  e  délie  superflcie  alge« 
briehe  ;  curve  e  superlicte  di  terz'ordine,  3. 

Napoli  ;  Università.  —  Amodeo  :  Storia  clelle  Scienze  matematiche  :  Il 
secolo  XVIII,  3.  —  Capelli  :  Teoria  délie  forme  algebriche,  47».  —  Marco- 
LONco  :  Teoria  del  potenziale  ed  equazioni  integrali  ;  teoria  dell'  élasticité, 
4Vf.  —  MoNTESANO  :  Geomelria  délia  retta  ;  teoria  delle  transformazioni  bira- 
zionali  nel  piano  e  nello  spazio.  4Y2.  —  Pascal  :  Equazioni  a  derivate  par- 
ziali  di  secondo  ordine,  3.  —  Pinto  :  Otliea  (îsica,  4Yt. 

Padova  ;  Università.  —  D'Arcais  :  Gruppi  discontînui  dt  sostituzioni 
lineari  ;  funzioni  ellittiche  ;  funzioni  modulari,  47s.  —  Favaro  :  Storia  dell'ot- 
lica  con  particolare  riguardo  ,alla  invenzione  del  telescopio,  3.  —  Gazzanica: 
Teoria  dei  numeri,  3.  —  Lbvi-Civita  :  Idrodioamica,  47>'  —  Ricci  .  Teorie 
tntroduttorie  alla  fisica  matematica  ;  élasticité  con  spéciale  riguardo  aile 
applicazioni  all'ottica,  4.  —  Severi  :  Teoria  dei  gruppi,  2;  Funzioni  alge- 
briche di  due  variabili,  2.  —  Veroness  :  Geometria  iperspaziale.  3. 

Palermo  ;  Università.  —  Gebbia  :  Meccanica  dei  sistemi  continui  ;  attra- 
zione  newtoniana  ;  idrostatica  ed  idrodinamica,  47>-  — Guccia:  Teoria  géné- 
rale delle  cnrve  e  delle  superûcie  algebriche,  47».  —  Venturi  :  Moderne 
vedute  riguardo  ai  metodi  délia  meccanica  céleste,  k^jt. 

Pavia  ;  Università.  —  Almansi  :  Idrostatica  e  idrodinamica,  3.  —  Bbrzo- 
LARi  :  Curve  e  superiîcie  algebriche,  3. —  Vivaîcti  :  Calcolo  delle  variazoni,  3. 

Piaa  ;  Università.  —  Bertiki  :  Geometria  iperspaziale  ;  rappresentazione 
di  una  forma  per  combinazione  lineare  di  altre  e  formule  di  postulazione  ; 
applicazioni,  3.  —  Biaucbi  :  Funzioni  di  variabile  complessa  ;  funzioni  auto- 
morfe,  47f. —  Dini  :  Compleroenti  di  analisi  infinitésimale:  integrali  detiniti, 
equazioni  dUTerenziali,  funzioni  sferiche,  funzioni  di  Bessel,.  47f.  —  Maggi  : 
Ti'oria  dei  fenomeni  elettromagnetici  con  particolare  riguardo  aile  nuove 
ipotesi,  47».  —  P1ZZETT1  :  Généralité  di  astronomia  sferica  ;  teoria  délia 
figura  dei  pianeti.  3. 

Roma  ;  Università.  —  Castelnuovo  :  Funzioni  algebriche  di  una  variabile 
complessa  e  loro  integrali,  3.  —  Cerruti  :  Equazioni  aile  derivate  parzialî 
del  prim  ordine,  3.  —  Orlando  :  Integrali  definiti  e  loro  applicazioni  alla 
iisica  matematica,  3.  —  Voltbrra  :  Teoria  dell'  élasticité,  47i.  —  Teoria 
délia  rotazione  dei  corpi  ed  applicazioni  alla  meccanica  celente,  3. 

Torino  ;  Università.  —  D'Ovioio;  Teoria  delle  funzioni  di  variabili  com- 
plesse  ed  integrali  abelinni,  3.  —  Morera  :  Teoria  del  potenziale  newtoniauo; 
attrazione  degli  ellissoidi  ;  figure  di  equilibrio  di  una  massa  fluida  ruotante, 
3.  —  Segre  :  Rassegna  di  concelti  e  metodi  del  la  geometria  moderna,  3.  — 
SoMiGLiAMA  :  Teoria  générale  dell'elasticité.  3. 

RUSSIE' 

Cours  annoncés  pour  Vannée  1901'i90S. 

Dorpat  (Jnijew)  ;  Université.  !«•*  semestre  :  septembre-décembre  1907).  — 
Alexejew  :  Applications  du  Calcul  différentiel  é  la  Géométrie,  4  ;  Détermina- 
tion des  intégrales  des  équations  aux   dérivées   partielles,  2.   —  Gravé  :  In- 


*  M.  Bobynia  a  bien  voulu  nous  adresser  ce  tableau  des  cours  de  mathématiques  annoncés 
d«DS  qut^lques  universités  russes  pour  les  deux  semestres  écoulés. 
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troduction  à  l'Analyse,  4  ;  Intégrales  indéfinies,  4  ;  Travaux  pratiques  de 
Géométrie  analytique,  2  — Kolossoff  :  Cinématique,  application  à  la  théorie 
des  mécanismes.  3  ;  Intégration  des  équations  et  compléments  de  la  Méca- 
nique analytique,  3  ;  Théorie  des  fonctions  de  variables  imaginaires,  4.  — 
Zewitzkt  :  Astronomie  théorique,  4  ;  Chapitres  complémentaires  de  l'astro- 
nomie sphérique,  2.  —  Pokrowsky  :  Mathématiques  élémentaires,  2;  Cours 
général  d'astronomie,  4  ;  Connaissance  du  ciel. 

?•  semestre  :  janvier-mai  1908.  —  Alexejew  :  Algèbre  sup.,  4  ;  Calcul  inté- 
gral (II),  3.  —  Gravé  :  Géométrie  analytique  (II).  4  ;  Calcul  différentiel  (I).  4. 

—  Kolossoff  :  Mécanique  du  point,  3  ;  Théorie  des  nombres,  4.  —  Zewitzkt  : 
Travaux  pratiques  d'Astronomie  sphérique,  2  ;  Mécanique  céleste,  4.  — 
Poerowskt:  Cours  général  d'astronomie,  4  :  Travaux  pratiques  d'astronomie 
sphérique,  2;  Connaissance  du  ciel  ;  Astronomie  (colloquium)  ;  Eléments  de 
l'Analyse  supérieure  pour  les  étudiants-chimistes,  4. 

Ki6W  ;  Université.  —  1^^  semestre.  —  Kha.ndrikoff  :  Calcul  intégral,  2.  — 
Boukrejeff:  Introduction  aux  mathématiques  sup.,  4  :  Applications  du  Calcul 
différentiel  à  l'Analyse  et  à  la  Géométrie,  3  ;  Intégration  des  fonctions,  2.  — 
Pfeiffer  :  Intégration  des  équations  différentielles,  3  ;  Calcul  des  différences, 
2  ;  Travaux  pratiques  de  Calcul  différentiel,  2.  — Bielankin  :  Cours  com- 
plémentaire de  la  Géométrie  analytique,  2  ;  Travaux  pratiques  de  Géométrie 
analytique;  3.  —  Souslow  :  Cinématique  d'uu  système  invariable,  2  ;  Dyna- 
mique des  solides,  2  ;  Théorie  du  potentiel  et  statique,  2.  —  Woronetz  : 
Introduction  à  la  Mécanique,  2  ;  Calcul  des  variations,  2;  Théorie  de  l'élas- 
ticité (cours  complémentaire),  1  ;  Travaux  pratiques  de  mécanique  du 
point,  2.  —  Vooel  :  Astronomie  sphérique,  2  ;  Astronomie  descriptivç,  2  ; 
Travaux  pratiques  de  théorie  des  instruments  astronomiques,  3.  —  Tchernt  : 
Mécanique  céleste,  1. 

2*  semestre  :  Khandrikoff  :  Calcul  différentiel  et  ses  applications  analyti- 
ques, 4.  Boukrejeff:  Calcul  différentiel.  4  ;  Intégrales  définies  et  intégrales 
multiples,  4.  —  Pfeiffer  :  Intégration  des  équations  aux  dérivées  partielles, 
1  ;  Calcul  des  probabilités,  1  ;  Travaux  pratiques  d'application  du  Calcul 
différentiel  à  la  Géométrie,  2  ;  Travaux  pratiques  de  Calcul  intégral,  2;  Tra- 
vaux pratiques  d'intégration  des  équations  différentielles,  2.  —  Souslow  : 
Dynamique  d'un  système,  4  :  Dynamique  des  solides,  2.  —  Woronetz  :  Mé- 
canique du  point,  3  ;  Théorie  de  l'élasticité  (cours  complémentaire),  2  ;  Tra- 
vaux pratiques  de  mécanique  d'un  système,  2.  —  Vogel  :  Astronomie  sphé- 
rique, 2  :  Astronomie  descriptive,  2  ;  Travaux  pratiques  de  théorie  des 
instruments  astronomiques,  3.  —  Tchernt  :  ^Mécanique  céleste,  2. 

Moscou  ;  Université.  —  i»»*  semestre  :  Andreeff  :  Algèbre  sup.  (théorie 
des  déterminants,  propriétés  des  polynômes,  propriétés  fondamentales  des 
équations  algébriques  et  de  leurs  racines),  3  ;  Géométrie  projective,  2,  — 
Mlodzieiowski  :  Géométrie  analyt.  du  plan,  4  ;  Géométrie  différentielle  (cours 
spécial).  3.  —  Lakhtinb  :  Introduction  à  l'Analyse.  4  ;  Calcul  intégral,  4.  — 
EcOROFF  ;  Géométrie  différentielle,  4  ;  Equations  différentielles,  2.  —  Bobt- 
NiN  :  Histoire  des  mathématiques  dans  l'antiquité,  1  ;  Histoire  des  mathé- 
matiques modernes,  1.  —  Winocradoff  :  Travaux  pratiques  d'intégration 
des  équations  différentielles,  2.  —  Bogoiawlenski  :  Algèbre  sup.  (résolution 
des  équations  par  radicaux),  2.  —  Wlassoff  :  Cours  abrégé  des  mathéma- 
tiques supérieures  pour  les  étudiants-naturalistes,  3  ;  Travaux  pratiques.  2. 

—  Dmitrowsky  :  Courbes  planes   des  ordres   supérieurs,  2;  Travaux  prati- 
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ques  de  géométrie  analytique  du  plan,  2.  —  Gega.lki?(  :  Travaux  pratiques 
d'introduction  à  l'Analyse,  1  ;  Travaux  pratiques  de  calcul  intégral,  2  ;  En- 
semble inûni,  1  ;  Nombres  imaginaires.  1.  —  Wolkoff  :  Travaux  pratiques 
de  géométrie  difiTérentielle,  2.  —  Poliakoff  :  Chapitres  choisis  de  la  théorie 
des  fonctions  (surfaces  de  Riemann,  fonction  gamma,  fonctions  sphériques), 
2.  —  JouKOwsKY  :  Cinématique  et  statique.  3  ;  Travaux  pratiques,  2  ;  Dyna- 
mique des  solides  (cours  spécial),  2.  —  Tchapltguin  :  Mécanique  d'un 
système  et  Hydromécanique,  3  ;  Travaux  pratiques,  2;  Cours  abrégé  de  Mé- 
canique pour  les  étudiants-naturalistes,  3.  —  Kowalensky  :  Résistance  des 
matériaux,  4.  —  Bolotoff  :  Théorie  du  choc  des  corps  solides,  2.  —  Mertza- 
LOFF  :  Géométrie  descriptive,  2;  Théorie  des  mécanismes,  2;  Travaux  prati- 
ques, 1  ;  Dessin  linéaire,  2.  —  Stankikwitch  :  Intégration  des  équations 
différentielles  de  la  mécanique,  3.  —  âppelkoth  :  Résolutions  périodiques 
dans  le  problème  des  trois  corps,  2.  —  Zekassky  :  Astronomie  sphérique,  2  ; 
Introduction  à  l'Astronomie  théorique,  2  ;  Travaux  pratiques  d'astronomie 
sphérique,  2.  —  Sternberg  :  Géodésie  supérieure  (théorie  générale  de  la 
figure  de  la  Terre),  2  \  Travaux  pratiques  de  Géodésie,  2.  —  Kasakoff: 
Mécanique  céleste,  2;  Calcul  des  orbites,  1.  —  Oumoff  :  Cours  complet  de 
physique  (mécanique,  physique  moléculaire,  chaleur,  acoustique  et  éléments 
de  l'optique),  4  ;  Travaux  pratiques  de  physique,  ^.  —  Zikgbr  :  Calcul  vec- 
toriel et  sou  application  aux  questions  de  la  Physique,  2. 

2^  semestre.  —  A?idréeff  :  Algèbre  supérieure  (Théorie  des  équations  nu- 
mériques, fonctions  symétriques,  résolutions  algébriques),  3  leçons  par 
semaine  ;  Géométrie  projective,  2.  —  Mlodzieiowski  :  Géométrie  analyt.  de 
l'espace,  3  ;  Travaux  pratiques,  2;  Théorie  des  fonctions  à  variables  réelles, 
2.  —  Zakhtike  :  Calcul  différentiel,  4  ;  Calcul  intégral,  3  ;  Calcul  des  diffé- 
rences, 2.  —  Egoboff  :  Equations  différentielles.  I,  3  ;  Calcul  des  variations,  2  ; 
Théorie  analytique  des  équations  différentielles,  3.  —  Bobynin  :  Histoire  des 
mathématiques  dans  l'antiquité,  1  ;  Histoire  des  mathématiques  modernes,  1. 

—  WiNOCRADOFF  :  Travaux  pratiques  d'intégration  des  équations  différentiel- 
les, 2.  —  BoGOiAWKRifsKY  :  Equatious  du  cinquième  degré,  2.  —  Wlassoff  : 
Cours  abrégé  des  mathématiques  supérieures  pour  les  étudiants-naturalistes. 
3;  Travaux  pratiques,  2,  Théorie  synthétique  des  sections  coniques,  2.  — 
Dmitrowski  :  Courbes  planes  du  troisième  ordre.  2.  —  Gegalki^ie  :  Travaux 
pratiques  de  Calcul  différentiel,  2  ;  Travaux  pratiques  de  Calcul  intégral,  2  ; 
Ensemble  infini,  1  ;  Nombres  incommensurables  ;  Théorie  de  la  puissance,  1. 

—  Wolkoff  :  Théorie  des  lignes  géodésiques,  2.  —  Poliakoff:  Fonction 
hypergéométrique,  2.  —  Joukowsky  :  Dynamique  du  point,  3  ;  Travaux  pra- 
tiques, 2  ;  Théorie  des  régulateurs,  2.  —  Tchaplycuine  :  Mécanique  d'un 
système  et  Hydroniécanique,  3  ;  Travaux  pratiques.  —  Kowalensky:  Hydrau- 
lique, 4.  —  Bolotoff  :  Théorie  de  l'élasticité,  3.  —  Mertzaloff  :  Travaux 
pratiques  de  Géométrie  descriptive,  2  ;  Théorie  générale  des  machines,  2  ; 
Dessin  linéaire,  2  ;  Travaux  pratiques  de  mécanismes,  1. —  Stankikwitch  : 
Intégration  des  équations  différentielles  de  la  Mécanique,  1.  —  Appelroth  : 
Sur  les  travaux  de  M.  Painlevé  relatifs  à  l'intégration  des  équations  diffé- 
rentielles, 2. — Zerasski  :  Astronomie  sphérique,  2;  Introduction  à  l'Astro- 
nomie théorique,  2  ;  Astronomie  pratique  et  travaux  pratiques  à  l'Obser- 
vatoire, 3.  —  Sternberg  :  Géodésie  supérieure  (théorie  générale  de  la  figure 
de  la  Terre),  2;  Travaux  pratiques  de  Géodésie,  2.  —  Kasakoff  :  Mécanique 
céleste,  2.  —  Oumoff  :  Cours  complet  de  physique  (suite).  — Zinger  :  Calcul 
vectoriel  et  son  application  aux  questions  de  la  Physique,  2. 
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\V.  Ahrens.  — Mathematische Spiele  («  Aus  Natur  u.  Geisteswell  j>,  Samm- 
lung  wiss.-gemeinverstàndlicher  Darstellungen).  Mit  eînem  Titelbild  u. 
69  Figuren.  1  vol.  cart.  VI,  118  p.;  1  M.  25  ;  B.  G.  ïeubner,  Leipzig. 

Ce  pelit  volume  contient  un  choix  de  jeux  mathématiques  tirés  d'un  ou- 
vrage très  complet  que  l'auteur  a  publié  sous  le  titre  de  Mathematische 
Unterhaltungen  und  Spiele  (Teubner,  1901).  On  y  trouve,  entre  autres  les  jeux 
des  traversées,  du  solitaire,  de  Boss-Puzzle,  du  Baguenaudier,  du  cavalier, 
et  les  carrés  magiques.  L'auteur  a  joint  au  texte  un  certain  nombre  de  ques- 
tions dont  les  réponses  sont  placées  à  la  lin  du  volume. 

Suivant  le  but  de  la  collection,  ce  petit  opuscule  est  à  la  portée  de  ceux 
qui  n'ont  pas  de  préparation  mathématique:  ils  y  trouveront  des  notions  à 
la  fois  instructives  et  récréatives. 

E.  Kaller  (Vienne). 

W.  W.  Rouse  Ball.  —  Histoire  des  Mathématiqnies.  Edition  française 
revue  et  augmentée,  traduite  sur  la  troisième  édition  anglaise  par  L.  Freund. 
T.  II  —  1  vol.  gr.  iu-8o,  271  p.  Hermann,  Paris. 

Ainsi  que  nous  l'avons  déjà  dit  en  rendant  compte  du  Tome  I  (voir  l'Ensei- 
gnement mathématique  VIII  N*'  3,  p.  242-2^44),  cet  ouvrage  n*est  pas  à 
proprement  parler,  une  histoire  du  développement  des  idées  et  vérités  ma- 
thématiques, mais  plutôt  une  histoire  des  Mathématiciens. 

Les  chapitres  que  renferme  l'ouvrage  sont  les  suivants  :  XVI,  La  vie  et  \e^ 
travaux  d'Isaac  Newton.  — XVII,  Leibniz  et  les  Mathématiciens  de  la  pre- 
mière moitié  du  XVIII'"^  siècle,  avec  deux  subdivisions  :  Développement  de 
l'analyse  sur  le  continent.  Les  Mathématiciens  anglais  du  XVIII™<^  siècle.  — 

XVIII  Lagrange,  Laplace  et  leurs  contemporains  de  1740  à  1830,  avec  les 
quatre  subdivisions  :  Développement  de  l'analyse  et  de  la  mécanique.  Créa- 
tion de  la  Géométrie  moderne,  Développement  de  la  physique  mathémati- 
que, Introduction  de  l'analyse  en  Angleterre.  —  XIX,  Les  mathématiques  au 

XIX  siècle,  avec  les  subdivisions  :  La  théorie  des  nombres  ou  arithmétique 
supérieure.  La  théorie  des  fonctions  de  périodicité  double  et  multiple. 
Fonctions  elliptiques  et  abélicnnes,  La  théorie  des  fonctions,  Algèbre  supé- 
rieure. Géométrie  analytique,  Analyse,  Géométrie  synthétique,  La  Géométrie 
intinîtésimalc,  La  Géométrie  non-euclidienne,  Mécanique,  L'Astronomie  théo- 
rique. Physique  mathématique. 

Nous  ne  voulons  pas  critiquer  les  subdivisions  des  trois  premiers  chapi- 
trés ;  mais  il  aurait  mieux  valu  laisser  complètement  de  côté  celles  du  dernier 
chapitre,  le  livre  n'étant  conçu  qu'à  un  point  de  vue  biographique;  en  pro- 
cédant comme  il  l'a  fait,  l'auteur  a  été  obligé  d'introduire  dans  telle  subdi- 
vision toute  une  série  d'oeuvres  qui  n'y  avaient  en  réalité  rien  à  faire,  car, 
en  faisant  l'histoire  des  Mathématiciens  mentionnés  dans  cette  subdivision, 
on  s'occupe  de  l'ensemble  de  leurs  œuvres  et  non  pas  seulement  de  celles 
qui  rentreraient  effectivement  dans  le  domaine  que  la  division  comporte. 
Ainsi  Cauchy  est  traité  complètement  dans  la  division  «  Algèbre  supérieure  a 
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et  pourtant  sa  principale  activité  s'est  portée  sur  un  autre  domaine  que  celui 
de  l'Algèbre  supérieure  :  Weierstrass  est  traité  dans  la  division  «  Fonctions 
elliptiques  et  abéliennes,  »  pourquoi  pas  dans  la  division  générale  a  La  théorie 
des  fonctions  »  ?  Casorati  est  placé  dans  la  division  «  Algèbre  supérieure  » 
quoiqu'on  lise  à  la  p«  188  :  a  Les  travaux  de  Casorati  se  rapportent  presque 
uniquement  à  l'Analyse».  Voici  encore  un  exemple  du  défaut  d'une  bonne 
division  de  l'Ouvrage  :  Le  chapitre  XIX  commence  par  un  court  aperçu, 
servant  d'introduction,  sur  l'histoire  des  mathématiques  au  XIX"»*  siècle,  et 
traite  ensuite  les  deux  mathématiciens  Gauss  et  Dirichlet,  le  premier  d'une 
façon  assez  détaillée,  le  second  rapidement  ;  ensuite,  nou9  trouvons  la  divi- 
sion  a  La  Théorie  des  nombres  ou  Arithmétique  supérieure  ».  Gauss  et 
Dirichlet  ne  font-ils  pas  partie  des  principaux  représentants  de  ce  domaine  ? 
Pourquoi  ne  pas  placer  la  division  «  Théorie  des  nombres  »  immédiatement 
après  l'aperçu  d'introduction  ?  Nous  aurions  également  désiré  que  l'on  mît 
plus  de  soin  à  l'impression  correcte  des  titres,  aussi  bien  dans  l'original 
anglais  que  dans  la  traduction  ;  à  la  façon  dont  elles  sont  indiquées  ici,  les 
parties  :  La  théorie  des  fonctions  (p.  161),  Algèbre  supérieure  (p.  162), 
Géométrie  analytique  (p.  198),  Analyse  (p.  202),  etc.  semblent  iTétre  que  des 
subdivisions  de  la  théorie  des  fonctions  de  périodicité  double  et  multiple 
(p.  149);  par  contre  les  parties:  Méthodes  graphiques  (p.  221),  Mécanique 
analytique  (p.  224),  qui  ue  sont  que  des  subdivisions  de  la  Mécanique 
(p.  221),  sont  prises  pour  des  divisions  indépendantes. 

Il  est  regrettable  en  outre  de  ne  pas  avoir  placé  'une  table  des  noms  de 
tous  les  mathématiciens  cités  dans  la  traduction  française,  on  cherche  par- 
fois en  vain  tel  ou  tel  mathématicien  auquel  on  n'a  pas  consacré  de  para- 
graphe spécial,  comme  par  exemple  :  Appel,  Picard,  Lerch,  Kowalewski, 
Darboux,  Goursat,  Schwarz,  ChristofTel,  Poincaré,  Painlevé,  Pringsheim, 
Mittag-Leffler,  Peano,  Liouville,  et  beaucoup  d'autres. 

La  traduction  française  est  cependant  de  beaucoup  supérieure  à  l'original 
anglais,  spécialement  en  ce  qui  concerne  l'exposé  des  progrès  du  X1X'«« 
siècle.  Nous  devons  particulièrement  à  M.  de  Monlessus  une  série  d'addi- 
tions, qui  ont  parfois  une  grande  importance  ;  par  exemple  les  articles  sur 
Weierstrass,  Caucby,  Galois,  Hermiteet  d'autres,  ont  été  augmentés,  comme 
il  convenait  du  reste.  La  partie  «  Analyse  »  dans  laquelle  R.  Bail  fait  ren- 
trer le  Calcul  différentiel  et  intégral  et  les  équations  différentielles,  ne 
contient  dans  l'original  anglais  que  14  lignes  !  (p.  489)  ;  il  ne  renferme 
qu'une  simple  énumération  de  noms;  mais  M.  de  Montessus  à  consacré  au 
moins  9  pages  à  cet  important  domaine  des  mathématiques  (p.  202-210), 
dans  lesquelles  il  nous  donne  une  idée  d'ensemble  sur  les  progrès  de  l'Ana- 
lyse supérieure,  sans  insister  spécialement  sur  la  partie  biographique. 
C'est  de  cette  façon  qu'on  aurait  dû  traiter  chaque  domaine  mathématique, 
mais  il  était  impossible  de  le  faire  sans  remanier  complètement  le  livre 
anglais. 

M.  de  Montessus  s'est  en  outre  occupé,  dans  des  articles  spéciaux,  de 
plus  de  40  mathématiciens  importants  qui  manquent  dans  le  livre  de 
R.  Bail,  ou  qui  ne  sont  mentionnés  que  très  sommairement  ;  nommons  parmi 
ceux-ci  :  Lhuilier,  Lacroix,  Malfatti,  Waring,  Poinsot,  Delambre,  Lamé, 
Cournot,  Genocchi,  Betti,  Puiseux,  Faàdi  Bruno,  Brioschi,  Stieitjes,  Môbius, 
Clebsch,  Halphen,  Chasles,  Cremona,  Beltrami,  etc. 

Il  faut  également  signaler  dans  la  traduction  française  l'intéressant  article 
de  M.  Darboux  sur  le  développement  des  méthodes  géométriques  (Extrait  du 
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Bull,  des  Sciences  math.  1904),  d'autant  plus  que  dans  l'ouvrage  de  Bail, 
la  Géométrie,  à  l'exception  de  la  Géométrie  nouvelle  (synthétique),  n'est 
guère  traitée  avec  l'ampleur  qu'elle  mérite. 

Les  personnes  qui  désirent  savoir  à  quel  domaine  tel  ou  tel  mathémati- 
cien s'est  surtout  consacré,  trouveront  d'assez  bons  renseignements  dans 
ce  livre.  Pour  les  étudiants  en  mathématiques,  ce  serait  un  ouvrage  d'une 
réelle  utilité,  s'il  renfermait  des  indications  bibliographiques  un  peu  plus 
nombreuses  ;  par  exemple  l'article  sur  Hermite  ne  renferme  qu'une  seule 
indication  de  ce  genre  sur  ses  différents  mémoires  ;  sans  doute  Ton  renvoie 
à  l'article  de  M.  É.  Picard  :  L'œuvre  scientifique  de  Ch.  Hermite  (Acta  ma- 
them.  t.  XXI);  mais  il  serait  bien  préférable  d'indiquer  la  bibliographie  pour 
chaque  mémoire. 

Nous  avons  encore  trouvé  par  ci  par  là  des  erreurs  dans  les  notices  bio- 
graphiques, de  même  les  titres  des  ouvrages  cités  ne  sont  pas  toujours 
exacts.  Nous  ne  pouvons  cependant  pas  signaler  ici  toutes  les  inexactitudes 
que  nous  avons  rencontrées,  nous  nous  bornerons  à  celles  qu'il  nous  semble 
le  plus  nécessaire  de  rectifier. 

p.  i.  —  «  Le  calcul  de  C  suppose  en  effet  la  connaissance  du  rayon  et  de 
La  densité  moyenne  de  la  terre,  nombres  que  ne  connaissait  pas  Newton  p. 
Newton  connaissait  bien  le  rayon  de  la  terre,  seulement  avec  une  exactitude 
moindre  que  celle  fournie  par  les  mesures  du  XIX™^  siècle. 

£.  J. 

p.  13,  ligne,  11.  —Il  faut  lire  (1  —  a:*)  2  au  lieu  de  (1  —  x')2. 

p.  i4,  ligne  2  depuis  en  bas.  —  Il  faut  lire  à  la  première  et  à  la  troisième 
expression  x  ~~  à  la  place  de  x  ~"  "~  ^j  dans  la  deuxième  expres- 
sion X  ("*+?)'*""  ^    à  la  place  de  (a:  '"  +  t)  " 

p.  57.  —  «  Il  (de  Montmort)  fut  le  premier  à  résoudre  complètement  le 
problème  des  partis  ».  Ce  problème  avait  été  déjà  résolu  par  Pascal  et 
Fermât  en  1654,  comme  on  le  lit  dans  le  premier  volume  (p.  292-293 et 307- 
308).  Fermât  l'a  également  étendu  au  cas  de  trois  joueurs.  On  aurait  dû 
également  mentionner  ici  le  principal  ouvrage  de  Montmort,  Essai  d'analyse 
sur  les  jeux  de  hasard  (\7 OS). 

p.  58.  —  Le  principal  ouvrage  de  Cramer  ne  s'appelle  pas  c  Traité  sur 
les  courbes  algébriques  »,  mais  Introduction  à  l'analyse  des  lignes  courbes 
algébriques. 

p.  59.  —  Le  principal  ouvrage  géométrique  de  Clairaut  est  intitulé  He- 
cherckes  sur  les  courbes  à  double  courbure,  et  non  «  Traité  sur  etc.  n 

p.  68.  —  Il  est  vrai  de  dire  que  Halley  a  reconstitué  le  livre  8  des  sections 
coniques  d'Apollonius  qui  avait  été  perdu,  mais  c'est  incomplet,  il  a  égale- 
ment traduit  en  latin  les  livres  5,  6  et  7  qui  n'avaient  paru  qu'en  arabe. 

p.  80.  —  «  Il  (Laplace)  créa  également  le  calcul  des  probabilités  »  n'est 
pas  correct  ;  les  fondateurs  du  calcul  des  probabilités  sont  Pascal,  Fermât, 
Huygens  et  Jacob  BernouUi  ;  il  est  vrai  que  Laplace  a  présenté  ce  domaine 
des  mathématiques  en  lui  donnant  la  forme  d'un  tout  et  en  lui  fournissant 
une  base  analytique  plus  profonde,  mais  il  ne  doit  pas  pour  cela  en  être 
considéré  comme  le  fondateur. 

p.  81.  —  S'il  s'agit  de  Vlntroductio  d'Euler  :  «  ouvrage  composé  pour 
servir  d'introduction  aux  mathématiques  pures  »,  il  faudrait  plutôt  dire 
a  aux  mathématiques  supérieures  ». 

p.  8^.  —  Le  traité  d'Euler  Cun^avum  maximi  minimive  proprietaie  gau- 


Digitized  by 


Google 


BIBLIOGRAPHIE  345 

dentium  inveniio  nova  et  facilis  n'a  pas  paru  en  1744,  mais  en  1741  (dans 
le»  Commentar.  Acad.  Scient.  Petrop,  T.  VIII  ad  annum  1736);  le  traité 
plus  général  imprimé  à  Lausanne  en  1744  s'appelle  Methodus  inveniendi 
lineas  curvas  maximi  minimive  proprietate  gaudentes. 

Ibid. —  L'ouvrage  d'Euler  publié  en  1770  a  comme  titre  VoUstàndige  An- 
leitung  zur  Algehra  «  et  pas»  Einleitungzur  Algebra  ».  La  traduction  fran- 
çaise de  ce  livre  parut  à  Lyon  en  1774  et  non  en  1794  ;  une  autre  parut  éga- 
lement à  Lyon  en  1795  (an  III  de  la  républ.). 

p.  87.  —  L'ouvrage  de  Lambert  Beitrâge  zum  Gebrauche  der  Mathematik 
und  deren  Anvendung  n'a  pas  4  volumes,  mais  4  parties  en  3  volumes. 

p.  99.  —  ft  II  (Lagrange)  créa  le  Calcul  des  variations  »  n'est  pas  tout  à 
fait  exact;  Euler  a  déjà  établi  les  bases  théoriques  du  Calcul  des  variations 
dans  son  excellent  ouvrage  déjà  mentionné  Methodus  inveniendi  lineas  curvas 
etc.;  Lagrange  a  simplement  généralisé  ce  sujet,  et  l'a  traité  d'une  façon 
plus  analytique  dans  son  traité  :  Essai  d'une  nouvelle  méthode  pour  déter- 
miner les  maxima  et  lesminima  des  formules  intégrales  indéfinies  ( Mélanges 
de  philos,  et  de  mathém.  de  la  Soc.  royale  de  Turin  pour  les  années  1760- 
1761,  Sect.  II,  p.  173  etc.),  titre  qui  n'a  pas  été  mentionné  une  seule  fois 
dans  l'ouvrage. 

p.  136.  —  Il  est  bien  vrai  de  dire  que  Gauss  a  démontré  a  que  toute  équa- 
tion algébrique  a  une  racine  de  la  forme  a  -\-  bi  n,  à  condition  d'ajouter: 
dans  laquelle  b  peut  aussi  être  égal  à  0.  Mais  le  théorème  de  Gauss  aurait 
été  certainement  exprimé  d'une  façon  plus  correcte  de  la  manière  suivante  : 
Toute  fonction  algébrique  entière  rationnelle  d'une  variable  peut  être  décom- 
posée en  facteurs  réels  du  premier  et  du  second  degré. 

p.  i42.  —  Le  titre  que  l'on  a  donné  ici  du  traité  de  Gauss  :  Allgemeine 
Lehrsàtze  in  Beziehung  auf  die  im  verkehrten  Verhàltnis  des  Quadrats  der 
Entfernung  n'est  pas  du  tout  complet,  les  mots  wirkenden  Anziehungs-  und 
Ahstossungskràfte  manquent. 

p.  m.  —  «  Mais  il  était  réservé  à  Riemann....  de  résoudre  vraiment  la 
question  »  (savoir  du  nombre  des  nombres  premiers  inférieurs  à  une  limite 
donnée)  ;  il  n'est  cependant  pas  tout  à  fait  exact  que  cette  question  ait  été 
réellement  résolue  ;  les  formules  de  Riemann  n'en  donnent  qu'une  solution 
approchée;  du  reste  on  lit  plus  loin:  a  Plus  tard  H.  Poincaré,  Sylvester  et 
Hadamard  la  reprirent  et  poussèrent  l'approximation  plus  loin  encore  que 
ce  dernier  ». 

p.  152.  —  n  Les  premiers  mémoires  d'Abel  concernant  les  fonctions  ellip- 
tiques furent  publiés  dans  le  Journal  de  Crellen.  Mais  il  aurait  été  très  dési- 
rable pour  les   étudiants  en  Mathématiques   de  savoir  dans  quels  volumes. 

p.  15^,  ligne  27.  —  Lisez  «  Amplectatur  »  au  lieu  de  a  Ampletactur  ». 

/bid,,  ligne  31.  —  Lisez  u  inesse  »  au  lieu  de  u  inessi  ». 

p,  155.  —  «  Il  (Riemann)  étudia  à  Gôttingue  avec  Gauss,  et  ensuite  à  Berlin 
avec  Jacobi,  Dirichlet,  Steiner  et  Eisensteiu  ».  Il  faudrait  plutôt  dire  a  sous  » 
que  a  avec  ». 

p.  17'2f  ligne  1.  —  Il  faut  supprimer  «  en  Saxe  »  et  ajouter  «  et  mourut  à 
Berlin  en  1847  ». 

p.  198f  Note  (2)  —  Lisez  «  Haughton  »  au  lieu  de  n  Hanglon  ». 

p.  211.  —  Il  s'agit  ici  des  travaux  de  Steiner  «  Les  plus  importantes  de 
ses  autres  recherches  sont  contenues  dans  des  notes  parues  à  l'origine  dans 
le  Journal  de  Crelle,  et  sont  comprises  dans  sa  Synthetische  Géométrie  u. 
La  première  partie  de  la  phrase   est  correcte,    quant   à   la  seconde  il  faut 
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remarquer  que  les  Vorlesungen  uber  Synthetische  Géométrie  n'ont  pas  été 
publiées  par  Steiner  lui-même,  mais  par  Geiser  (!''«  partie  3  édit.  1887)  et 
SciiROETER  (2'»»e  partie,  3  édit.  1898),  d'après  des  conférences  universitaires 
et  en  se  servant  de  manuscrits.  EUes  contiennent  la  théorie  des  sections 
coniques  au  point  de  vue  élémentaire  et  comme  projections,  mais  pas  les 
propriétés  des  courbes  algébriques  et  des  surfaces,  des  polaires  et  des 
rouleltes,  des  maxima  et  minima. 

p,  232.  —  Nous  ne  voyons  pas  très  bien  pourquoi  de  M.  Montessus  compte 
Riemann»  Chrislolfel,  Klein  parmi  les  grands  physiciens  modernes. 

H.  SoTER  (Zurich). 

H.  BouAssE.  —  Cours  de  Physique  conforme  aux  programmes  des  certiQ- 
cats  et  de  l'Agrégation  de  Physique.  Fascicule  II.  —  Thermodynamique» 
Théorie  des  ions.  1  vol.  gr.  in-8*>  de  262  p.  7  fr.  Ch.  Delagrave,  Paris. 

Ce  volume  est  le  second  du  Cours  dont  M.  Bonasse  a  entrepris  la  publi- 
cation '.  11  est  consacré  à  la  Thermodynamique.  Ce  que  doit  être  un  tel 
cours,  dit  l'auteur  dans  sa  préface,  est  véritablement  eCTrayant.  Si  l'on  songe 
en  effet  que  la  Thermodynamique  était  uniquement  au  début  une  étude  de 
l'énergétique  *des  gaz  et  qu'aujourd'hui  on  est  conduit  à  considérer  les  so- 
lutions salines  comme  jouissant  de  propriétés  analogues,  que  l'étude  de  ces 
solutions  ne  va  pas  ensuite  sans  l'introduction  de  la  notion  d'ionisation,  ce 
qui  conduit  alors  dans  le  domaine  de  l'électricité,  on  se  demande  comment 
les  principes  viendront  à  bout  de  questions  si  complexes  et  surtout  si  la 
physionomie  simpliste  qui  leur  avait  été  donnée  par  leurs  créateurs  se  re- 
trouvera dans  les  champs  nouveaux  où  il  a  bien  fallu  les  transporter.  La 
tâche  devait  sembler  ici  particulièrement  dure.  M.  Bonasse  l'aborde  dans 
un  chapitre  consacré  surtout  aux  deux  principes  fondamentaux  (principe  de 
Téquivalende  et  principe  de  Carnot).  Dans  ces  premières  pages  on  trouve 
une  charpente  qui  suftira  à  supporter  tout  le  reste  du  volume  sauf  peut  être 
le  dernier  chapitre,  consacré  à  la  conduction  thermique,  dans  lequel  on 
trouvera  des  équations  linéaires  aux  dérivées  partielles  du  second  ordre,  ce 
qui  d'ailleurs  n'aura  rien  de  bien  embarrassant,  le  tome  précédent  nous 
ayant  déjà  familiarisés  avec  lesdites  équations. 

Mais  revenons  à  la  Thermodynamique  et  à  ses  principes. 

Si  un  corps  est  défini  par  des  variables  a,  b,  c,...  on  ne  pourra  en  géné- 
ral écrire  une  relation  de  la  forme 

dQ  =  Ada  -f-  Bdb  -h  Cdc  -f  ... 

mais  si  toutes  les  transformations  sont  réversibles  la  chose  devient  possible. 
On  a  alors  l'équation  thermique  du  corps.  Si  les  variables  ne  sont  qu'au 
nombre  de  deux,  à  savoir  la  pression  p  et  le  volume  v,  des  relations  iden- 
tiques à  la  précédente  ont  des  coeflTicients  qui,  par  définition,  sont  les  cAo- 
leurs  spécifiques,  soit  à  pression  constante,  soit  à  volume  constant. 

La  notion  d  énergie  interne,  le  fait  que  cette  énergie  U  ne  dépend  que  de 
Tétat  initial  et  de  l'état  (inal  du  corps,  (dU  étant  une  diflerentielle  exacte) 
permettent  de  se  faire  une  idée  très  simple  du  principe  de  l'équivalence. 

Le  principe  de  Carnot  consiste  en  ce  que  ~    est   la   différentielle   exacte 


*  Voir  l'analyse  du  premier  volume  dans  L'Enseign.  mathém.  T.  IX.  1907,  p.  3W. 
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d'uue  fonction  S  qui  est  l'entropie.  Cela  compris,  nous  sommes  armés  pour 
tout  édifier.  Ainsi  on  verra  facilement  que,  dans  le  cas  de  deux  variables, 
dQ  puisse  contenir  symétriquement  les  chaleurs  spécifiques  dont  nous  par- 
lions il  y  a  un  instant.  Appliquant  alors  les  deux  principes  précédents  on  a 
immédiatement  la  formule  de  Clapcyron  dont  de  nombreux  cas  particuliers 
se  rencontrent  dans  les  divers  chapitres  du  livre.  On  obtient  par  un  raison- 
nement presque  analogue  une  expression  de  l'énergie  interne  due  à  Kirch- 
hoff  et  M.  Bonasse  termine  ces  préliminaires  par  un  fort  intéressant  para- 
graphe sur  la  définition  de  la  température  absolue  T.  Que  l'on  conçoive 
•seulement  qu'un  corps  puisse  être  défini  par  T  ou,  ce  qui  revient  au  même, 
par  une  fonction  quelconque  de  T  et  par  une  autre  variable,  soit  le  volume. 
Les  principes  conduisent  à  écrire  des  différentielles  exactes  avec  les  condi- 
tions  analytiques   bien  connues,  d'où    Ton   peut   tirer  inversement  non   pas 

T 
T  mais  jrr  .  Et  la  température  absolue  est  ainsi  définie,  indépendamment 

de  tout  thermomètre,  à  un  facteur  constant  près.  C'est  là  un  résultat  d'une 
clarté  et  d'un  intérêt  bien  séduisants  si  l'on  songe  à  ce  je  ne  sais  quoi 
de  vague  que  Ton  jette  souvent  sur  la  notion  de  température  sous  pré- 
texte qu'elle  n'est  pas  une  grandeur  mesurable  au  sens  élémentaire  de  cet 
jidjectif. 

La  place  limitée  dont  je  dispose  dans  ce  journal  m'interdit  évidemment 
d'analyser  les  dix  chapitres  qui  suivent  avec  autant  de  détails  que  le  pre- 
mier mais  l'importance  donnée  à  celui-ci  semble  bien  être,  je  le  répète, 
dans  la  pensée  de  M.  Bonasse  ;  en  une  vingtaine  de  pages  on  fait  connais- 
sance avec  tout  l'outillage  analytique  qui  interviendra  ultérieurement.  Les 
propriétés  des  gaz  (Ch.  II)  et  d'abord  des  gaz  parfaits  permettent  d'appli- 
quer d'une  manière  particulièrement  simple  les  principes  fondamentaux  ; 
mais  de  l'étude  du  gaz  parfait  qui  n'existe  pas  il  faut  passer  à  l'étude  du 
gaz  réel.  L'équation  idéale  pv  =  RT  demande  alors  à  être  modifiée-;  nous 
arrivons  aux  équations  plus  générales  dues  notamment  à  Clausius  et  à  Van 
der  Waals.  Quant  aux  systèmes  formés  de  plusieurs  gaz,  leur  théorie  reste 
très  simple  toutes  les  fois  qu'on  peut  s'appuyer  sur  Thypothèse  fondamen- 
tale d'après  laquelle  l'énergie  interne  et  l'entropie  sont  des  sommes  des 
énergie  interne  et  entropie  des  composants.  Signalons  aussi  l'étude  des 
anomalies  de  densité  présentées  par  certaines  vapeurs. 

Nous  entrons  maintenant  dans  la  Chimie  physique  avec  la  Règle  des  pha- 
ses (Ch.  III).  Il  y  a  bien  longtemps  qu'on  a  considéré  une  vapeur  en  pré- 
sence du  liquide  qui  lui  donnait  naissance  ou  encore  des  dissolutions  avec 
•ou  sans  excès  du  sel  dissous  et  cependant  la  notion  précise  de  phase  est 
récente.  Les  conditions  d'équilibre  des  corps  sous  les  différentes  phases 
qu'ils  peuvent  présenter  sont  maintenant  rattachées  aux  principes  généraux 
•de  l'énergétique  ;  les  créateurs  de  ces  principes  ont  sans  doute  profondé- 
ment ignoré  la  possibilité  des  merveilleuses  applications  qu'une  science 
nouvelle  en  ferait 

M.  Bonasse  part  d'un  système  de  c  composants  sous  f  phases  distinctes 
■d'où  il  résulte  Cff  potentiels  différents.  Dans  la  phase  a  de  masse  M^^  ,  le 
premier  composant  entre  dans  le  rapport  s^^zzi  Mj^  :  M„.  On  définit  ainsi 
■des  s  à  deux  indices  appelés  concentrations  dont  le  nombre  est  aussi  égal 
k  Cf.  Si  le  système  est  en  équilibre  le  potentiel  de  chaque  composant  a  la 
jniême  valeur  dans  toutes  les  phases.  Chaque  phase  fournit  donc  f  —  1  éga- 
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lités  entre  potentiels  d'où  en  tout,  c(y  —  1)  équations.  Comme  d'autre  part 
on  a  f  identités  du  type 

8ia  -H   82a  +  -  +   8^  =  ^ 

on  a  finalement  c(^  —  1)  4*  f  équations  entre  0^  concentrations,  la  pression 
et  la  température.  La  différence  v  =2  -{-  c  —  ^  est  la  \'ariance  du  système. 
Il  y  a  des  systèmes  invariants,  univariants,  bivariants,  plurivariants  qui,  ces 
définitions  posées,  vont  être  examinés  en  détail.  Le  chapitre  lY  est  consa- 
cré tout  entier  au  système  univariant  formé  par  un  liquide  et  sa  vapeur. 
Le  chapitre  V  a  trait  aux  dissolutions.  C'est  intentionnellement  que  je  rap- 
proche immédiatemeùt  ces  parties.  Sous  des  rubriques  fort  diverses  on 
retrouvera  l'unité  à  laquelle  j'ai  déjà  fait  allusion.  On  admirera  la  merveil- 
leuse élasticité  des  formules  initiales  et  'des  principes.  Les  équations  de 
Van  der  Waals,  de  Clapeyron,  etc.,  serviront  aussi  bien  dans  les  disso- 
lutions que  dans  les  gaz  ;  on  s'enrichira  d'innombrables  faits  physiques, 
les  généralités  mathématiques  restant  toujours  les  mêmes.  Ce  qu'il  faut 
remarquer  aussi  c'est  l'élégance  et  l'extrême  utilité  des  méthodes  graphi- 
ques. Suivre  les  corps  sous  leurs  phases  différentes,  c'est  parcourir  un  plan 
où  deux  axes  représentent  la  température  et  la  pression  etoù  sont  tracées 
des  courbes  que  l'on  franchit  lorsque  la  phase  change  ;  aux  singularités  des 
phénomènes  physiques  correspondent  les  singularités  géométriques  des 
courbes  en  question. 

Quand  au  chapitre  VI  nous  arrivons  à  l'hypothèse  de  la  dissociation  en  ions 
et  à  la  notion  de  pression  osmotique  l'analogie  des  gaz  et  des  solutions 
apparaît  déjà  comme  parfaite  et  définitive.  San%  doute  il  semble  que  ce  soit 
là  le  domaine  de  l'électricité  mais,  comme  le  fait  bien  remarquer  M.  Bonasse, 
un  coqrant  électrique  ne  crée  pas  d'ions  ;  il  les  met  en  mouvement  et  les 
oriente,  rien  de  plus.  Dès  lors,  si  au  point  de  vue  historique  on  peut  sou- 
tenir que  l'idée  d'ionisation  soit  née  de  l'interprétation  de  phénomènes 
d'électrolyse,  n'est-il  pas  plus  naturel  d'étudier  maintenant  les  solutions 
ionisées  indépendamment  de  toute  excitation  électrique  extérieure.  Et  en- 
suite on  passera  sans  à-coup,  sans  discontinuité  de  la  solution  ionisée  à  la 
solution  électroiysée  ou  à  la  pile.  Que  de  choses  curieuses  se  trouvent 
aussi  révélées  à  propos  de  la  pression  osmotique,  c'est-à-dire  de  la  pres- 
sion que  subit  une  paroi  perméable  à  un  dissolvant  mais  imperméable  à  un 
corps  dissous  qui  ne  se  trouve  que  d'un  seul  côté  de  la  paroi.  Je  rappelle  sim- 
plement que  dans  le  cas  où  la  solution  est  très  étendue  il  existe  une  rela- 
tion due  à  Vau  t'Hoff  analogue  à  l'équation  des  gaz  parfaits  pv  =  RT  à  un 
coefficient  1  près  ;  c'est  là  le  coefficient  isotanique  qui  d'ailleurs  ne  diffère  de 
l  que  pour  les  électrolyles. 

Voici  maintenant  en  deux  pages  les  formules  fondamentales  de  la  tono- 
métrie  et  de  la  cryocospie  ;  il  y  a  encore  là  une  application  fort  simple  de 
la  formule  de  Clapeyron.  Les  chapitres  VII  et  VIII  se  rapportent,  comme 
je  l'ai  fait  pressentir  tout  à  l'heure,  aux  piles  présentées  d'abord  comme 
des  machines  thermiques.  Nous  trouverons  là  un  paragraphe  très  intéres- 
sant quant  à  l'influence  de  la  pression  sur  la  force  électromotrice.  L'idée 
générale  qui  intervient  dans  ces  chapitres  est  celle  de  force  électromotrice 
de  contact.  Envisagée  d'abord  dans  les  piles  thermo-électriques  elle  con~ 
serve  sa  physionomie  dans  un  circuit  où  toutes  les  parties  ne  sont  pas  mé- 
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talliques.  Sans  doute  cef*uine8  hypothèses,  comme  celle  de  Nemst  surl'ioDÎ- 
satioD  des  m^taax  placés  dans  un  liquide,  peuvent  sembler  d'une  trop  grande 
hardiesse,  mais,  comme  on  peut  appliquer  des  considérations  analogues 
aux  chaines  thermo-électriques,  on  se  trouve,  en  fin  de  compte,  en  présence 
de  généralités  que  M.  Bonasse  a  eu  grandement  raison  de  signaler. 

Le  chapitre  IX  est  consacré  à  la  théorie  cinétique  des  gaz.  Il  me  semble 
inutile  de  rappeler  en  quoi  elle  consiste.  Les  questions  relatives  à  la  répar- 
tition des  vitesses  des  molécules  sont  particulièrement  captivantes  ;  la  dé- 
termination d'une  unité  naturelle  d'électricité  ne  l'est  pas  moins.  C'est  la 
charge  que  transporte  on  atome  d'hydrogène,  charge  déduite  de  celle  trans- 
portée par  un  gramme  de  ce  gaz  et  de  l'idée  approximative  que  l'on  peut  se 
faire  de  la  répartition  des  atomes  dans  un  volume  connu  du  même  corps. 
M.  Bonasse  parle  brièvement  de  la  théorie  cinétique  des  liquides,  à  peine 
ébauchée  sans  doute,  mais  à  laquelle  les  mouvements  browniens  donnent 
cependant  une  saisissante  réalité. 

Dans  la  théorie  des  explosifs  (ch.  X)  la  notion  de  température  d'inflam- 
mation est  soigneusement  précisée.  Dans  la  mesure  des  hautes  pressions 
dues  aux  explosifs  solides  nous  retrouvons  une  des  formules  des  g^z  réels 
simplifiée  pour  le  cas  d'une  pression  et  d'une  température  considérables  ; 
la  vitesse  de  propagation  d'une  onde  est  étudiée  par  la  méthode  de  ^ugo- 
uiot  avec  rappel  des  expériences  de  vérification  dues  à  Vieille. 

Quant  à  la  conduction  thermique  (ch.  XI),  outre  les  problèmes  classiques 
tels  ceux  du  mur  et  d«  la  sphère,  elle  donne  lieu  à  un  paragraphe  remar- 
quable sur  la  variation  de  l'entropie  du  fait  de  la  conductibilité  et  surtout 
à  des  conclusions  relatives  aux  corps  anisotropes  qui  feront  désirer  vive- 
ment l'apparition  du  troisième  volume  consacré  à  l'Electricité.  Les  conduc- 
tibilités thermique  et  électrique  des  cristaux  se  présentent  sous  les  mêmes 
apparences  analytiques  ;  c'est  une  nouvelle  raison  justifiant  la  présence  de 
théories  électriques  dans  un  livre  qui  doit  apparaître  comme  lié  de  façon 
intime  Jk  celui  où  se  continuera  cette  belle  et  grande  œuvre. 

A.  BuHi.  (Montpellier). 

G.-H.  Chandlkr.  —  EleoienU  of  the  Infinitesinial  Galcolns.  —  1  vol.,  in-l2. 
relié.  319  p..  146  fig.  ;  3«  édit.  ;  jj  2;  John  Wiley  and  Sons,  New-York. 

Osw.  Veblen  and  N.  J.  Lennrs.  —  Introduction  to  Infinitésimal  Analytis. 
Funclions  of  one  real  variable.  —  1  vol.  in-8,  relié,  227  p.,  22  figures;  j{f  2; 
John  Wiley  and  Sons,  New-York. 

Voici  deux  manuels  d'Analyse  édités  par  la  maison  bien  connue  John  Wiley 
&  Sons  à  New- York.  Ils  possèdent  tous  deux  les  qualités  de  clarté  et  de 
concision  qu'il  n'est  pas  rare  de  trouver  dans  les  ouvrages  mathématiques 
américains.  Etablir  les  propriétés  fondamentales  indispensables  dans  une 
première  étude,  les  accompagner  d'exemples  bien  choisis  qui  illustrent  en 
quelque  sorte  la  théorie,  ce  sont  là  deux  points  importants  à  observer  par 
les  auteurs  d'ouvrages  élémentaires  et,  dans  le  cas  présent,  ils  s'y  sont  bien 
conformés. 

Le  petit  traité  de  M.  Cuanolcr  parait  en  3«  édition.  Il  s'adresse  plus  par- 
ticulièrement aux  étudiants  des  écoles  d'ingénieurs  et  il  leur  présente, 
sous  une  forme  très  condensée,  les  éléments  du  calcul  différentiel  et  intégral 
avec  de  nombreuses  applications  aux  calculs  des  aires,  des  volumes,  des 
centres  de  gravité,  des  moments  d'inertie,  des  intégrations  par  approxima- 

L'EnMignement  niathéin.,  10*  annéo;  1908.  23 
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lion,  rie.  Il  se  termine  par  des  tables  utiles  à  l'ingénieur  et  concernant  les 
lt>gi*rilliiiicîi  t  épériens,  les  fonctions  circulaires  et  hyperboliques,  les  fonctions 
biiiHHii  I  !   ^timina,  et  les   intégrales   elliptiques  de  première  et  de  seconde 

\,intttid lit' lion  to  infinitésimal  Analysis,  de  MM.  VebleN  et  Lbnptes,  est 
dpstint»  iuj\  étudiants  qui  ont  à  compléter  les  éléments  d'Analyse  et  qui 
ahordful  TiHnde  des  fonctions  à  une  variable  réelle.  Les  théorèmes  fonda- 
nu'nLaU]!:  sont  naturellement  établis  avec  rigueur  tout  en  évitant  des  dévelop- 
pemf^nts  ihuliies.  Les  auteurs  partent  de  l'étude  du  système  des  nombres 
rét'ia  ;  nombres  rationnels  et  irrationnels,  algébriques  et  transcendants; 
iransL-eudimee  de  e  et  de  ït;  puis,  ils  examinent  la  correspondance  entre  les 
iivmibivfï  <^i  les  points  sur  un  segment.  Ces  bases  une  fois  bien  établies,  les 
aiiieiii'i^  plissent  aux  notions  de  fonction,  de  limites,  de  la  continuité  d'une 
tVïin^iton  d'une  variable  réelle  et  étudient,  d'une  manière  approfondie,  les 
ilérivrts  el  Its  différentielles,  les  séries  de  Taylor  et  les  propriétés  esscn- 
IÎ^Uês  des  îjitégrales  définies.  H.  F. 

H.  Duu^GF    —  Elemente  der  Théorie  der  Funktionen  einer  komplexen 

ireràïlderiichen   Grosse.   In   fùnfter  Auflage  neu    beàrbeilet   von    Ludi^'ig 
MtJiUiet,  —  1  vol.  in-8«  ;  397  p.  ;  10  Mk..  B.  G.  Teubner,  Leipzig 

Cet  le  i^<IitJon  nouvelle  de  l'excellent  livre  de  Durège  rendra  de  précieux 
servie*.^!*  aux  étudiants  de  nos  universités.  L'exposé  convient  à  une  première 
étudi-  do  \ii  théorie  des  fonctions;  il  ne  suppose  chez  le  lecteur  que  des 
t^oiiUJîiîï^siinreB  élémentaires  et  le  conduit  jusqu'à  une  compréhension  véri- 
table lUi  snJL't. 

NL  Mniirer  a  conservé  intégralement  la  Préface  où  Durège  présente,  d'une 
fiiçon  cliiire  et  simple,  ses  idées  sur  la  généralisation  de  la  notion  de 
nombre,  I.e  reste  de  l'ouvrage  a  été  rajeuni  en  mainis  endroits;  le  dernier 
flinjj*trc%  relatif  aux  équations  différentielles  linéaires  du  2<l  ordre,  est 
enli^^n-meiit  nouveau. 

RcprennnL  les  choses  au  début,  l'auleur  définit  les  nombres  irrationnels  à 
[a  maiiU're  de  Dedekind  ;  il  donne  quelques  notions  indispensables  sur  les 
eiis^emhles  et  rappelle  les  propositions  fondamentales  de  la  théorie  des 
gniJidenri4  nfelles  el  de  leurs  fonctions  ;  quelques  exemples  bien  choisis. 
iiionUent  cjiie  l'on  ne  peut  pas  toujours  se  contenter  de  l'intuition  géonié- 
li'it|U(ï.  Li' ■i'ï>e  chapitre  traite  des  nombres  complexes,  de  leur  représentation 
d.ifiB  le  plan  et  sur  la  sphère,  et  des  transformations  qui  changent  des 
erre  Us  t*ji  rtTcles. 

Les  rltiti^  <thapitres  suivants  nous  amènent  au  centre  du  sujet  :  définition 
fie»  Ifim'lii^Lîi  analytiques,  représentation  conforme,  théorèmes  de  Cauchy 
ndiitils  il  l'intégration  d'une  fonction  complexe  et  aux  résidus,  séries  el 
prrxJiiiU  iîiJiuis,  convergence  uniforme,  séries  de  Taylor,  de  Laurent  et  de 
Kniirier  ■  lt*s  applications  sont  variées  el  intéressantes  ;  citons  en  parti- 
fiilior,  1.1  délcrraination  des  «  sommes  de  Gauss  »  qui  jouent  un  rôle  impor- 
inui  dEiiis  la  théorie  de  la  division  du  cercle. 

Vn  chapitre  est  consacré  aux  fonctions  transcendantes  élémentaires,  aux 
fouet iiMis  uniformes  et  à  leur  décomposition  soit  en  éléments  simples 
lîridiqtiiiril  hi  façon  dont  elles  deviennent  infinies),  soit  en  facteurs  primaires 
^t(H*tlîiïil  i'ii  ovidence  les  zéros  et  les  pôles).  Les  théorèmes  généraux  sont 
iipjdiqtii'H  aux  fonctions  doublement  périodiques  et  à  leurs  représentations 
J11I    rTH»yf'M    lies  fonctions  p   et  p\  Ç  et  (f  de   Weierstrass  ;   1  auteur  a  men- 
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tionné,  en  outre.  la  fonction  H  de  Jacobt,  utile  pour  le  calcul  numérique, 
car  son  développement  en  série  trigonométrique  converge  très  rapidement. 

On  arrive  ensuite  aux  fonctions  non  uniformes  ;  un  premier  chapitre 
comprend  le  prolongement  analytique,  l'étoile  de  M.  Mittag-LefRer  (utilisée 
pour  définir  les  surfaces  de  Riemaun),  et  le  principe  de  symétrie  de 
M.  Schwarz  (appliqué  à  la  représentation  conforme  d'un  rectangle  sur  le 
demi-plan). 

Les  fonctions  non  uniformes  les  plus  simples,  les  fonctions  algébriques, 
sont  traitées  dans  le  chapitre  suivant,  qui  contient  le  développement  en 
séries,  la  détermination  des  cycles  et  la  surface  de  Riemann  correspondante  ; 
un  exemple  numérique  éclaircit  ces  notions  importantes. 

Durège  avait  fait  ici  une  étude  détaîlléif  des  intégrales  dé  fonctions 
algébriques;  M.  Maurer  l'a  supprimée  et  l'a  remplacée  par  un  des  chapitres 
les  plus  instructifs  du  livre;  il  est  consacré  à  cette  classe  d'équations  difTé- 
rentielles  qui  a  acquis  une  si  grande  importance  depuis  une  cinquantaine 
d'années  :  les  équations  linéaires  homogènes.  L'auteur  s'est  borné  toute- 
fois aux  équations  du  ^^  ordre  à  coefficients  rationnels;  inais,  en  étudiant 
à  fond  ce  cas  particulier,  il  a  su  donner  une  idée  claire  et  simple  de  la 
théorie  générale  pour  tout  ce  qui  concerne  le  groupe  de  l'équation,  la 
nature  des  solutions  aux  environs  d'un  point  singulier,  la  forme  des  coeffi- 
cients nécessaire  et  suffisante  pour  que  les  intégrales  soient  régulières. 
M.  Maurer  insiste  sur  cette  classe  remarquable  d'équations  (étudiée  par 
Fuchs)  dont  toutes  les  intégrales  sont  régulières  en  un  point  singulier  ;  il 
en  déduit  les  propriétés  fondamentales  de  la  série  hypergéométrique.  Au 
moyen  du  quotient  de  deux  solutions  de  l'équation  hypergéométrique,  on 
arrive  à  une  représentation  conforme  du  demi-plan  sur  un  triangle  curvi- 
ligne et  l'on  est  conduit  sans  peine  à  ces  transcendantes  de  M.  Schwarz  qui 
ne  peuvent  plus  être  prolongées  analytiquement  au-delà  d'une  frontière 
naturelle  et  qui  sont,  avec  la  fonction  modulaire,  les  types  les  plus  simples 
des  fonctions  autoniorphes. 

Louis  KoLLROs  (La  Chaux-de-Fonds). 

A.  CoNTi.  —  Elementi  di  Aritmetica  raaonalj  ad  uso  degli  allievi  délie 
scuole  normali.  Terzit  edizione  (286  p.)  Prix  :  L.  2. 

—  Elemeoti  di  Galcolo  letterale  con  un'appendice  sulTcslrazione  délia  ra- 
diée quadrata  e  cubica.  ad  uso  della  \'^  normale.  (120  p.),  L.  1. 

—  Elementi  di  Calcolp  letterale  per  la  111^  classe  tecnica.  (120  p.),  L.  1. 

Nicola  Zachinelli,  Bologna. 

Le  premier  de  ces  trois  manuels  est  destiné  aux  élèves  des  écoles  nor- 
males ;  il  traite  des  objets  suivant  :  !«  Grandeurs,  nombres,  nombres  déci- 
maux. —  2»   Les  quatre    opérations  sur  les  nombres  entiers  et  décimaux. 

—  3®  Rapports  et  proportions  entre  les  nombres.  —  4»  La  proportionalilé 
entre  des  grandeurs  ;  règle  de  trois.  —  Plan  d'études  et  instructions  concer- 
nant l'enseignement  de  l'arithmétique  dans  les  écoles  élémentaires  ;  conseils 
didactiques.  —  6«  Exercices  et  problèmes  (au  nombre  de  200). 

Le  second  ouvrage  donne  les  éléments  du  calcul  littéral.. Après  une  intro- 
duction sur  l'élude  du  calcul  algébrique,  î'auleur  examine  successivement 
les  identités,  les  équations  du  premier  degré,  l'extention  de  la  notion  de 
nombre,  les  nombres  négatifs,  les  expressions  algébriques  et  l'extraction  des 
racines  carrées  et  cubiques. 
.    Le  troisième  manuel  embrasse  un  champ  un  peu  moins  étendu  ;  il  donne 
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pur  contre  plus  de  développement  aux  opérations  du  premier  degré  à  plu- 
sieurs inconnues.  II  se  termine  par  un  excellent  choix  de  problèmes,  au  nom- 
bre de  125. 

Rédigé  avec  soin,  par  un  <iuteur  bien  au  courant  des  plans  d'études  et  des 
besoins  pédagogiques  de  l'enseignement  élémentaire,  ces  trois  volumes  sont 
appelés  à  rendre  de  grands  services  à  l'enseignement  élémentaire  en  Italie. 
Des  ouvrages  analogues  seraient  également  désirables  dans  d'autres  pays. 

E.  Kaller  (Vienne). 

E.  A.  FouËT.  —  Leçons  élémentaires  snr  la  théorie  des  fonctions  ana- 

l]rtiqnes.  Deuxième   édition.    Premier  fascicule  ;    1  vol.  gr.  in-S®  de  XIV, 
112  p.  —  3  fr.  50  ;  Gauthier- Villars.  Paris. 

La  première  édition  de  cet  ouvrage  formait  deux  volumes  analysés  déjà 
dans  l'Enseignement  mathématique,  l'un  en  1903  (p.  387)  par  M.  D.  Mirima- 
noff,  l'autre  en  1905  (p.  325)  par  moi.  Quelque  infime  que  soit  le  travail 
constitué  par  une  analyse  bibliographique,  les  auteurs  en  seront  cepen- 
dant fiers  si  certaines  de  leurs  prédictions  paraissent  réalisées  et  rarement 
prédictions  de  succès  le  furent  mieux  que  par  l'œuvre  de  M.  Fouet,  laquelle 
avait  pour  but  de  rassembler  brièvement,  sous  forme  élémentaire  et  facile- 
ment accessible,  les  résultats  acquis  aujourd'hui  dans  l'étude  des  fonctions 
analytiques.  La  réussite  fut  si  complète,  les  services  que  pouvait  rendre 
le  livre  semblèrent  si  évidents  qu'une  seconde  édition  fait  place  maintenante 
la  première.  Elle  contiendra  un  aperçu  des  nouvelles  richesses  acquises  à 
la  Science  dans  ces  derniers  temps.  L'auteur  n'essaie  pas  d'ailleurs  de  tout 
compléter  à  la  fois.  Jusqu'ici  c'est  seulement  l'introduction  du  tome  I,  con- 
tenant primitivement  65  pages,  qui  est  rééditée,  mais  le  seul  fait  de  l'avoir 
portée  à  112  pages  montre  assez  à  quel  travail  supplémentaire  elle  a  donné  lieu. 

Nous  étudions  d'abord  les  idées  fondamentales  de  nombre  et  de  fonction. 
Beaucoup  d'additions  concernent  les  fonctions  de  variables  réelles  ce  qui, 
au  premier  abord,  peut  sembler  hors  de  propos  dans  un  ouvrage  consacré 
aux  fonctions  analytiques,  mais  ces  dernières  fonctions  u'ont-elles  pas  été 
déduites  d'abord  de  l'idée  de  fonction  continue  et  cette  dernière  notion  elle- 
même  n'a-t-elle  pas  été  disséquée  et  intimement  fouillée  par  des  récentes 
recherches  telles  que  celles  de  M.  R.  Baire.  Il  est  donc  tout  naturel  à  l'heure 
actuelle  de  chercher  d'abord  à  se  faire  une  idée  aussi  large  que  possible 
de  la  fonction  définie  uniquement  dans  le  champ  réel.  Et  c'est  une  étude 
qui  est  loin  de  manquer  d'intérêt  si  l'on  songe  par  exemple  aux  fonctions 
continues  sans  dérivées  et  aux  courbes  de  Peano  qui  remplissent  une  aire. 
Après  l'analyse  de  la  notion  de  limite  vient  un  aperçu  de  la  théorie  des 
ensembles.  J'y  signalerai  surtout  ce  qui  concerne  les  notions  du  transfini, 
de  l'ensemble  bien  ordonné,  du  continu  qui,  suivant  les  points  de  vue,  peut 
être  considéré  ou  non  comme  un  ensemble  bien  ordonné  ;  enfin  les  notions 
de  mesure  dues  particulièrement  à  MM.  Jordan  et  Borel.  Suit  une  première 
classification  des  fonctions.  La  plus  grande  difficulté  parait  être  de  classer 
les  fonctions  discontinues  au  sujet  desquelles  on  pourrait  encore  rappeler 
les  travaux  de  M.  Baire  et  l'intéressant  principe  de  condensation  dû  à  Han- 
kel,  qui  permet,  étant  donné  une  fonction  à  discontinuités  isolées,  d'en  dé- 
duire une  autre  ayant  des  singularités  du  même  type  dans  tout  intervalle. 
Voici  encore  les  fonctions  mesurables  (Lebesgue),  intégrables  (Riemann), 
ponctuellement  discontinues  sur  tout  ensemble   parfait  (Baire),  etc.,  etc.. 

Si  l'on  classe  les    fonctions  par    les    représentations  dont   elles  sont  sus- 
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ceptibles  on  retrouve  notammenl  les  classes  de  M.  Baire,  une  fonction  de 
classe  n  étant  représentée  par  une  série  de  polynômes  n  uple.  Dans  les 
considérations  de  ce  genre  la  théorie  des  ensembles  joue  un  rôle  absolu- 
ment fondamental.  Pendant  longtemps,  par  exemple,  on  a  considéré  une 
expression  dépendant  de  plusieurs  fonctions  arbitraires  ou  d'une  infinité 
multiple  de  coefficients  comme  plus  générale  qu'une  autre  ne  contenant 
qu'une  fonction  ou  qu'une  inCnité  simple  de  nombres  arbitraires  ;  aujourd* 
hui  on  ne  voit  plus  là  que  des  ensembles  qui  s'équivalent  comme  ayant  le 
même  caractère  de  dénombrabilité.  Abordons  maintenant  les  fonctions  ana- 
(^"tiques  proprement  dites.  Nous  n'y  arrivons  pas  encore  sans  analyser  dé- 
finitivement la  notion  plus  générale  de  fonction  continue  qui  tout  récemment 
a  conduit  à  des  distinctions  aussi  utiles  qu'intéressantes.  Ainsi  une  fonction 
de  plusieurs  variables  peut  être  continue  par  rapport  à  toutes  ses  variables 
considérées  isolément  mais  non  par  rapport  à  leur  ensemble.  Pour  définir 
la  fonction  analytique,  M.  Fouet  tire  le  plus  grand  parti  possible  de  la  défi- 
nition de  Cauchy  :  c'est  une  fonction  u{x^-)  -{-  ii'{x,y)  de  z  =  x  -|-  ij  ayant 
une  dérivée  unique  par  rapport  à  z.  La  définition  de  Riemanu,  concernant 
les  équations  de  Laplace  au  =:  0  ou  A»'  =  0,  vient  ensuite.  Elle  est  sui- 
vie des  interprétations  géométriques  fournies  par  les  transformations  iso* 
gonales  ou  la  représentation  conforme.  Le  fascicule  se  termine  par  les  dé- 
finitions des  singularités  qui  se  rencontrent  dans  les  différents  domaines  où 
la  fonction  est  considérée  et  par  l'élude  sommaire  des  substitutions  qui 
changent  certaines  fonctions  en  elles-mêmes  (fonctions  périodiques,  auto- 
morphes,  modulaires,  etc.)  Qu'il  me  soit  permis  d'insister  sur  la  façon 
dont  les  choses  sont  disposées.  Le  texte  courant  contient  les  idées  géné- 
rales, simples  et  philosophiques  ;  d'innombrables  notes  au  bas  des  pages 
complètent  ce  texte  d'une  façon  extraordinairement  substantielle  et  renvoient 
aux  mémoires  originaux.  Il  n'est  plus  utile  d'adresser  de  souhaits  à  l'auteur  ; 
espérons  seulement,  pour  tout  le  monde,  une  publication  rapide  de  ce 
qui  complétera  cette  seconde  édition. 

A.  BuBL  (Montpellier). 

C.  A.  Scott.  —  Caitetiail  Plane  Geomatry.  Part  i  :  Analytical  Conics.  — 
1  vol.  in-16,  428  p.  (Dent's  série  of  malhematical  text  books).  J.  M.  Dent 
et  C»,  Londres. 

Après  la  mort  tragique  de  M.  Hiidson,  qui  devait  écrire  une  «  Cartesian 
Plane  Geometry  »  pour  la  collection  Dent  of  (Dent's  séries  of  mathematical 
and  scienlific  text  books  for  Schools)  Miss  Scott  fut  chargée  de  compléter  ou 
de  récrire  le  livre.  Très  connue  pour  ses  publications  en  géométrie  analytique, 
elle  était  bien  qualifiée  pour  cette  tâche.  Elle  suivit  son  propre  plan  tout  en 
s'inspirant  volontiers  des  idées  de  M.  Hudson,  dont  les  manuscrits  avaient 
été  mis  à  sa  disposition  par  M.  Greenstreet,  le  directeur  de  la  collection. 

Le  chapitre  d'introduction  traite  des  difi'érents  signes  des  grandeurs  géo- 
métriques et  de  la  représentation  des  points  par  des  rapports.  Celle  inno- 
vation est  due  à  M.  Hudson  et  ne  se  trouve  généralement  pas  dans  les  ma- 
nuels anglais. 

Sans  entrer  dans  un  compte  rendu  détaillé  des  divers  chapitres  habituels 
on  peut  mentionner  un  caractère  important  du  livre,  à  savoir  lintroduclion 
dès  le  début,  des  coordonnées  de  point  et  des  coordonnées  linéaires  suivant 
la  méthode  de  Clebsch.  Cette  façon  de  procéder  est  vivement  recommandée 
aux  autres  auteurs  de  géométrie  analytique. 
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La  définition  bien  connue  de  Pappu8  sert  de  base  à  la  théorie  des  coniques. 
Il  est  alors  possible  d'en  faire  une  étude  uniforme  et  logique,  ce  qui  est 
bien  supérieur  à  la  méthode  si  peu  avantageuse  qui  consiste  à  prendre 
comme  définition  des  coniques  certaines  propriétés  particulières. 

Les  chapitres  qui  suivent  la  définition  des  coniques  traitent  de  la  relation 
entre  les  lignes  droites  et  les  courbes,  tangentes  et  polaires,  cordes  et  dia- 
mètres, asymlotes,  propriétés  des  coniques,  changement  d'axes,  systèmes 
de  coniques  et  applications  variées. 

L'étude  en  est  parfaitement  claire  et  rigoureuse.  Certaines  parties  au- 
raient pu  être  traitées  d'une  façon  plus  concise.  Au  point  de  vue  typogra- 
phique, il  aurait  été  avantageux  pour  l'étudiant  que  les  en-tètes,  définitions,, 
théorèmes,  etc.  eussent  été  indiqués  en  caractères  plus  gros. 

Mais,  abstraction  faite  de  ces  critiques  secondaires,  le  livre  du  professeur 
Scott  peut  être  chaudement  recommandé  aux  maîtres  et  aux  élèves. 

A.  Emch  (Soleure). 
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t.  fSominaires  des  principaux  périodiques: 

Rendiconti  del  Gircolo  Matematica  di  Palermo,  Direttore  G.-B.  Guccia. 

Tome  XXIV,  2'»»  semestre  1907.  —  Luigi  Berzolari  :  Sulle  curve  gobbe 
raziouali  dotate  di  quattro  punti  d'iperosculazione.  —  Carlo  Sbvbriki  :  Su! 
primo  teorema  fondamentale  die  Lie  nella  teoria  dei  gruppi  di  transforma- 
zioni.  —  Pasquale  Grossi  :  Sul  moto  di  un  punto  sollecitato  da  una  forza  la 
cui  linea  d'azione  giace-  sempre  in  un  complesso  lineare.  —  Giuseppe  Mar- 
LETTA  :  Sulle  curve  gobbe  razionali  dotate  di  quattro  punti  d'iperosculazione. 

—  Léo  KoENiGSBERGER  :  Ûber  die  Entwicklung  algehn^aischer  Functionen.  — 
Giulio  GiRAUD  :  Complemento  ad  una  Nota  del  sig.  Emch.  —  J.  Y.  Pexider  : 
Sur  la  fonction  E  (x)  représentant  Tentier  contenu  dans  x.  —  G.  Burali. 
FoRTi  e  R.  Marcolongo  :  Per  l'unificazione  délie  notazioni  vettoriali  (Nota  II). 
Edmund  Landau  :  Uber  die  Multiplikation  DiRicHLEx'scher  Reihen.  —  Ric- 
cardo  Bucca  :  Sul  gruppo  semplice  di  168  coliineazioni  piane.  —  A.  B.  Basset  : 
On  Quiiitic  Surfaces  having  a  Tacnodal  Conic.  —  W.  H.  Young  :  A  Theorem 
in  ihe  Theory  of  Functious  of  a  Real  Variable.  —  Paolo  Medolaghi  :  Sopra 
i  gruppi  definiti  da  equazioni  diflerenziali  del  primo  ordine.  —  Pierre  Bou- 
TROux  :  Sur  les  fonctions-limites  des  fonctions  multiformes.  —  Luigi  Sixi- 
gallia  :  Sui  nuovi  numeri  pseudo-eulerianidel  prof.  Pascal.  —  G.  Marletta: 
Sulla  identité  cremoniana  di  due  curve  piane.  —  Orazio  ïedoîie  :  Sul  pro- 
blema  dell'equilibrio  délie  température  in  un  ellissoide  a  tre  assi  disuguali. 

—  Georges  Remoundos  :  Sur  les  intégrales  réelles  des  équations  différen- 
tielles et  les  forces  centrales.  —  Corradino  Mineo  :  Le  antiradiali  del  cer- 
chio.  —  C.  J.  Keyser  :  Circle  Range  Transversals  of  Circle  Ranges  in. 
a  Plane  :  A  problem  of  Simple  Construction.  —  Eugenio  Elia  Levt  : 
Sulle  equazioni  lineari  totalmente  ellittiche  aile  derivate  parziali.  —  C.  Bu- 
RALi-FoRTi   e  R.  Marcoloxgo   :    Per  l'unificazione  delle    notazioni   vettoriali 
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^Nola  III). —  Ernst  Richard  Neumai^n  :  Die  Raiidwertuufgaben  fiir  den  Innen- 
und  Aussenraum  derselben  geschlossenen  Flâche  in  ihren  gegenseitigen 
Beziehungen.  —  Henri  Lebesgue  :  Sur  le  problème  de  Dirichlet.  —  Eltore 
BoRTOLOTTi  :  Sulla  publicazione  délie  «  Opère  Matematiche  *  di  Paolo  Ruf- 
Fi?ci  e  del  suo  o  Carteggio  »  cou  gli  scienziati  del  suo  tempo. 

MonaUhefte  i&r  Mathematik  und  Physik,  herausgegeben  von  G.  v.  Esche- 
RicH,  F.  Mertems  u.  W.  Wirti?icer.  —  Eisenstein  &  Cfi-,  Wien. 

XIX.  Jahrgang  (1908);  1.,  2.  Vierleijahr.  —  H.  Tjetzb  :  Uber  die  lopolo- 
gisçhen  Invarianteu  mehrdiraensionaler  Mannîgfaltigkeiten.  —  M.  Lerch  :  Ûber 
«inige  Punkte  der  Théorie  der  Euler'schen  Intégrale.  —  Paul  ER^»T  :  Zusam- 
menhang  zwischen  dem  Kùpper'schen  uud  Plùcker'scheo  Konoid.  —  J.-A. 
Gmeii>(er  :  Einige  Bemerkungen  zu  dem  Weierslrass'schen  Kriterium  fur 
imendliche  Reihen  mit  komplexen  Gliedern.  —  Niels  Nielsepc  :  Ûber  das 
Produkt  zweier  Zylinderfuoktionen.  —  Theodor  Schmid  :  Bemerkung  zur 
Euler'schen  Gleirhung. 

Revue  de  Métaphysique  et  de  Morale,  X.  Léon.  —  A.  Colin,  Paris. 

15™*  année,  uov.  1907.  —  E.  Borel  :  L'évolution  de  Tiatelligence  géomé- 
trique. 

16me  année,  janv.-mai,  1908.  —  H.  Bouasse  ;  Evolution  de  la  matière  et 
physique  des  corps  solides.  —  Réponse  de  M.  Le  Bon.  —  H.  Bergson  :  A 
propos  de  l'évolution  de  l'intelligeDce  géométrique.  —  Réponse  de  M.  Borel. 

—  M.  WiNTER  :  Importance  philosophique  de  la  théorie  des  nombres. 

BeTUe  du  Mois,  dirigée  par  E.  Borel.  —  !<e  Soudier,  Paris. 

3»n«  année,  1908,  janvier-juin.  —  J.  Ïanxert  :  La  méthode  en  mathéma- 
tiques. —  G.  Le  Bon  :  A  propos  de  révolution  des  forces.  —  E  Picard  : 
De  la  science.  —  E.  Borel  :  Le  rôle  social  des  amateurs.  —  M.  Brillouin  : 
Lord  Kelvin.  —  Pierre  Boutrolx  :  Les  origines  du  Calcul  des  probabilités. 

S.  Livres  nouveaux: 

W.  s.  Andrews.  —  MagiC  Squares  and  Cubes  with  chapters  by  Paul  Carus, 
L.  s.  Frierson,  C.  A.  Browne,  and  an  introduction  by  Paul  Carus.  — 
1  vol.  in-8",  199  p.  ;  relié;  The  Open  Court  Publishing  Company.  Chicago. 

G.  Ar.xoux.  —  Arithmétique  graphique.  Les  espaces  arithmétiques,  leurs 
transformations.  —  1  vol.  in-8",   XII-84  p.  ;  3  fr.  ;   Gauthier-Villars,    Paris. 

R.  Baire.  —  Leçons  sur  les  Théories  générales  de  l'Analyse.  Tome  II . 

Variables  complexes.  Applications  géométriques.  —  1  vol,  in-8",  X-347  p.: 
12  fr.  ;  Gauthier-Villars,  Paris. 
H.  BuRKHARDT.  —  Vorlesungeu  ûber  die  Elemente  der  Differential-  und 

Integralrochnung    und    ihre    Anwendung  Kur   Beschreibung   von    Naturer- 

scheinungen.  — 1  vol.  in-8",  Xl-252  p.  ;  relié  6  M.  ;  B.  G.  Teubner,  Leipzig. 

O.  BtJYSE.  —  Méthodes  américaines  d'Education  générale  et  technique. 

—  1  vol.  gr.  in-8o.  744  p.  ;  Dunod  &  Pinat,  Paris;  Musée  provincial  Charleroi. 

E.  CoMBETTE  et  J.  GiROD.  — Gours  de  Mécanique  pour  la  classe  de  Mathé- 
matiques spéciales.  —  1  vol.  in-8o,  438  p,  ;  Félix  Alcan.  Paris. 

F.  ExRiQUEi».  —  Fragen  der  Elementargeometrie.  Aufsâtze  von  U.  Amaldi, 

E.  Baroni,    R.    Bonola,    B.    Calô,    G.   Caslelnuovo,   A.    Conli,    E.    Daniele, 

F.  Enriques,  A.  Gacomini.   A.   Guarducci,   G.  Vailali,   G.  Vitali.    Deutsche 
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Ausgabe  von  H.  Fleischer.  Teil  II  :  Die  geomelrischeo  Aufgabeo,  ihre  Lôsnng- 
und  Lôsbarkeit.  —  1  vol.  in-S»,  348  p.  :  relié  9  M.  ;  B.  Gr.  ïeubuer,  Leipzig. 

H.  Fehr.  —  Application  de  la  méthode  vectorielle  de  Grassmann  à  la 
Géométrie  infinitésimale.  2»  Edition,  conforme  à  la  l'*».  —  1  vol.  iu*8o,  94  p.  ; 
4  fr.  ;  Georg  C®,  Genève. 

H.  Fehr.  —  Enquête  de  «  l'Enseignement  Mathématique  »  snr  la  Méthode 
de  travail  des  Mathématiciens  avec  la  collaboration  de  Th.  Flournoy  et 
Ed.  Claparède.  —  1  vol.  gr.  in-B*»,  126  p.  ;  5  fr.;  Georg  &  G®,  Genève  ;  Gauthier- 
Villars,  Paris. 

International  Catalogue  of  Scientific  Literature.  A  Mathematics.  —  Vol.  5  r 
Material  received  between  June  1905  and  May  1906  ;  vol.  6  :  June  1906-April 
1907,  2  vol.  in-8o,  18  fr.  75  le  volume;  Gauthier-Villars,  Paris. 

E.  JouGUET.  —  Lectures  de  Mécanique.  La  Mécanique  enseignée  par  le» 
auteurs  originaux.  Première  partie  :  La  naissance  de  la  mécanique.  —  1  voL 
gr.  in-8o,  208  p.;  7  fr.  50;  Gauthier-Villars,  Paris. 

C.  A.  Laisant.  —  Iniâasione  aile  matematiche.  Trad.  di  G.  Lazzeri.  — 
1  vol.  in-16°  con  103  fig.  nel  testo  ;  2  L.  ;  G.  Barbera  Firenze. 

G.  de  Laplakche.  —  Etudes  sur  les  Angles  imaginaires.  1  vol.  in-8o. 
135  p.  ;  3  fr.  ;  A.  Hermann,  Paris. 

R.  Lr  Vavasseur.  —  Quelques  Démonstrations  relatives  à  la  Théorie  des 

nombres  entiers  complexes  cubiques.  Propriété  de  quelques  groupes  d'ordre 
fini.  1  vol.  in-8o,  66  p.  ;  Gauthier-Villars,  Paris. 

W.  Ostwald.  — Grundriss  der  NaturphilOSOphie  (Bûcher  der  Naturwissen- 
schaft,  herausgegeben  von  Prof.  D'  Siegmund  Giinlher).  —  1  vol.  p.  in-16*>, 
80  Pf.  ;  Philipp  Reclam  jun.,  Leipzig. 

E.  Parisot  et  F.  Henry.  —  Les  meilleures  pages  des  Ecrivains  pédago- 
giques de  Rabelais  au  XX*  siècle,  avec  une  préface  de  Jules  Payot.  — 1  vol. 
in-18  Jésus,  364  p.  ;  3  fr.  ;  Armand  Colin,  Paris. 

F.  PiETZKER,  —  Kegelschnittslehre  im  Zusammenhang  mit  den  Anfangs- 
grûuden  der  analytischen  Géométrie  (Teil  III  des  Lehrganges  der  Elementar- 
Mathematik).  —  1  vol.  in-8o,  96  p.  ;  1  M.  80;  B.  G.  Teubner,  Leipzig. 

O.  RicHTER.  —  Kreis  und  Kugel  in  senkrechter  ProjekUon  fur  den  Unter- 
richt  und  zum  Setbststudium.  —  1  vol.  in-8®,  187  p.  ;  broch.  4  M.  40  ;  B.  G. 
Teubner,  Leipzig. 

Catalogue  dédié  au  4«  Congrès  international  des  Mathématiciens  : 

B,'G.  Teuhner's  Verlag  auf  dem  Gebiete  der  Mathematik^  Naturwissén- 
schaften,  Technik  nehst  Grenzwissenschaften.  Mil  einem  Gedenktagebuche 
fur  Mathematiker  und  Bildnissen  von  Galilei,  Bruns,  M.  Cantor,  Uelmert» 
F.  Klein,  Fr.  Kohlrausch,  Kraepelin,  C.  Neumann,  A.  Penck,  A.  WûHner^ 
sowie  einem  Anhange  Unterhaltungsliiteratur  enthaltend.  —  1  vol.  in-8o^ 
CXXXII-392  +  92  pages.  Leipzig,  avril,  1908.  —  Le  catalogue  est  envoyé 
gratuitement  à  tous  ceux  qui  en  font  la  demande  à  l'éditeur. 


ERRATUM 

p.  '248,  ligne  10,  lire: 

Présidence,  sur  la  proposition  de   M.  Luiggi,   introducteur,   M.  d'Ocagne- 
a  L'ié  appelé  à  présider  la  séance. 
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L'INVENTION  MATHEMATIQUE  ' 

PAR 

Henri  Poincaré 

Membre  de  rAcadémie  des  sciences  et  de  l'Académie  française. 


La  genèse  de  Tinvention  mathématique  est  un  problème 
qui  doit  inspirer  le  plus  vif  intérêt  au  psychologue.  C'est 
l'acte  dans  lequel  Tesprit  humain  semble  le  moins  emprun- 
ter au  monde  extérieur,  où  il  n'agit  ou  ne  parait  agir  que 
par  lui-même  et  sur  lui-même,  de  sorte  qu'en  étudiant  le 
processus  de  la  pensée  géométrique,  c'est  ce  qu'il  y  a  de  plus 
essentiel  dans  l'esprit  humain  que  nous  pouvons  espérer 
atteindre. 

On  l'a  compris  depuis  longtemps,  el,  il  y  a  quelques  mois, 
une  reviie  intitulée  V Enseignement  mathématique^  et  dirigée 
par  MM.  Laisant  et  Fehr,  a  entrepris  une  enquête  sur  les 
habitudes  d'esprit  et  les  méthodes  de  travail  des  différents 
mathématiciens'.  J'avais  arrêté  les  principaux  traits  de  ma 
conférence  quand  les  résultats  de  cette  enquête  ont  été  pu- 
bliés ;  je  n'ai  donc  guère  pu  les  utiliser.  Je  me  bornerai  à 
dire  que  la  majorité  des  témoignages  confirment  mes  con- 
clusions ;  je  ne  dis  pas  l'unanimité,  car,  quand  on  consulte 
le  suffrage  universel,  on  ne  peut  se  flatter  de  réunir  l'una- 
nimité. 

I 

Un  premier  fait  doit  nous  étonner,  ou  plutôt  devrait  nous 
étonner,  si  nous  n'y  étions  si  habitués.  Comment  se  fait-il 
qu'il  y  ait  des  gens  qui  ne  comprennent  pas  les  Mathéma- 


s  Conférence  faite  à  Paris,  à  V Institut  général  psychologique»  le  23  mai  1908  ;  reproduite 
avec  rautorisation  de  l'auteur.  (Réd,) 

»  Voir  les  résultats  dans  les  tomes  VII  (1905)  à  X  (1908)  ;  l'eosemble  des  articles  conte- 
nant les  résultats  de  l'enquête  forme  un  volume  de  12$  p.,  Paris-Genève,  1908.  (Réd.) 

L'Enseignement  mathém.,  10«  année  ;  1908.  24 
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tiques?  Si  les  Mathématiques  n'invoquent  que  les  règles  de 
la  Logique,  celles  qui  sont  acceptées  par  tous  les  esprits  bien 
faits,  si  leur  évidence  est  fondée  sur  des  principes  qui  sont 
rornmiins  à  tous  les  hommes  et  que  nul  ne  saurait  nier  sans 
élre  fou,  comment  se  fait-il  qu'il  y  ait  tant  de  personnes  qui 
y  soient  totalement  réfractaires  ? 

Que  lout  le  monde  ne  soit  pas  capable  d'invention,  cela 
n'a  rien  de  mystérieux.  Que  tout  le  monde  ne  puisse  retenir 
une  démonstration  qu'il  a  apprise  autrefois,  passe  encore. 
Mais  que  tout  le  monde  ne  puisse  pas  comprendre  un  raison- 
neiThuLl  mathématique  au  moment  où  on  le  lui  expose,  voilà 
qui  pandl  bien  surprenant  quand  on  y  réfléchit.  Et  pourtant 
ceux  qui  ne  peuvent  suivre  ce  raisonnement  qu'avec  peine 
sont  en  majorité  ;  cela  est  incontestable,  et  l'expérience  des 
maîtres  de  renseignement  secondaire  ne  me  contredira 
certes  pas. 

El  il  y  a  plus;  comment  Terreur  esi-elle  possible  en  Ma- 
thématiques? Une  intelligence  saine  ne  doit  pas  commettre 
de  faute  de  logiqiie,  et  cependant  il  y  a  des  esprits  très  fins, 
qui  ne  broncheront  pas  dans  un  raisonnement  court  tel  que 
ceux  que  Ton  a  à  faire  dans  les  actes  ordinaires  de  la  vie,  et 
<jni  sont  incapables  de  suivre  ou  de  répéter  sans  erreur  les 
démonstrations  des  Mathématiques  qui  sont  plus  longues, 
mais  qui  ne  sont,  après  tout,  qu'une  accumulation  de  petits 
raisonnements  tout  à  fait  analogues  à  ceux  qu'ils  font  si 
facilement.  Est-il  nécessaire  d'ajouter  que  les  bons  mathé- 
inalii  ïtMïs  eux-mêmes  ne  sont  pas  infaillibles  ? 

La  réponse  me  semble  s'imposer.  Imaginons  une  longue 
série  de  syllogismes,  et  que  les  conclusions  des  premiers 
servent  de  prémisses  aux  suivants;  nous  serons  capables 
de  î^aisir  chacun  de  ces  syllogismes,  et  ce  n'est  pas  dans  le 
l^assugc  des  prémisses  à  la  conclusion  que  nous  risquons  de 
noufi  tramper.  Mais,  entre  le  moment  où  nous  rencontrons 
pour  In  (iremière  fois  une  proposition,  comme  conclusion 
d'un  syllogisme,  et  celui  où  nous  la  retrouvons  comme  pré- 
mî.sse  iTun  autre  syllogisme,  il  se  sera  écoulé  parfois  beau- 
coup *le  temps,  on  aura  déroulé  de  nombreux  anneaux  de 
la  cliatne;  il  peut  donc  arriver  qu'on  l'ait  oubliée,  ou,  ce  qui 
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est  plus  grave,  qu'on  en  ait  oublié  le  sens,  il  peut  donc  se 
faire  qu'on  la  remplace  par  une  proposition  un  peu  différente, 
ou  que,  tout  en  conservant  le  même  énoncé,  on  lui  attribue 
un  sens  un  peu  différent,  et  c'est  ainsi  qu'on  est  exposé  à 
Terreur. 

Souvent  le  mathématicien  doit  se  servir  d'une  règle  :  na- 
turellement il  a  commencé  par  démontrer  cette  règle;  au 
moment  où  cette  démonstration  était  toute  fraîche  dans  son 
souvenir,  il  en  comprenait  parfaitement  le  sens  et  la  portée, 
et  il  ne  risquait  pas  de  l'altérer.  Mais  ensuite  il  l'a  confiée  à 
sa  mémoire  et  il  ne  l'applique  plus  que  d'une  façon  méca- 
nique ;  alors,  si  la  mémoire  lui  fait  défaut,  il  peut  l'appliquer 
tout  de  travers.  C'est  ainsi,  pour  prendre  un  exemple  simple 
et  presque  vulgaire,  que  nous  faisons  quelquefois  des  fautes 
de  calcul  parce  que  nous  avons  oublié  notre  table  de  multi- 
plication. 

A  ce  compte,  l'aptitude  spéciale  aux  Mathématiques  ne 
serait  due  qu'à  une  mémoire  très  sûre,  ou  bien  à  une  force 
d'attention  prodigieuse.  Ce  serait  une  qualité  analogue  à  celle 
du  joiieur  de  whist,  qui  retient  les  cartes  tombées  ;  ou  bien, 
pour  nous  élever  d'un  degré,  à  celle  du  joueur  d'échecs,  qui 
peut  envisager  un  nombre  très  grand  de  combinaisons  et  les 
garder  dans  sa  mémoire.  Tout  bon  mathématicien  devrait 
être  en  même  temps  bon  joueur  d'échecs,  et  inversement  ;  il 
devrait  être  également  un  bon  calculateur  numérique.  Certes, 
cela  arrive  quelquefois  :  ainsi  Gauss  était  à  la  fois  un  géo- 
mètre de  génie  et  un  calculateur  très  précoce  et  très  sûr. 

Mais  il  y  a  des  exceptions,  ou  plutôt  je  me  trompe  ;  je  ne 
puis  pas  appeler  cela  des  exceptions,  sans  quoi  les  exceptions 
seraient  plus  nombreuses  que  les  cas  conformes  à  la  règle. 
C'est  Gauss,  au  contraire,  qui  était  une  exception.  Quant  à 
moi,  je  suis  obligé  de  l'avouer,  je  suis  absolument  incapable 
de  faire  une  addition  sans  faute.  Je  serais  également  un  fort 
mauvais  joueur  d'échecs  ;  je  calculerais  bien  qu'en  jouant  de 
telle  façon,  je  m'expose  à  tel  danger  ;  je  passerais  en  revue 
beaucoup  d'autres  coups  que  je  rejetterais  pour  d'autres  rai- 
sons, et  je  finirais  par  jouer  le  coup  d'abord  examiné,  ayant 
oublié  dans  l'intervalle  le  danger  que  j'avais  prévu. 
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En  un  mot,  ma  mémoire  n'est  pas  mauvaise,  mais  elle 
serait  insuffisante  pour  faire  de  moi  un  bon  joueur  d'échecs. 
Pourquoi  donc  ne  me  fait-elle  pas  défaut  dans  un  raisonne- 
ment mathématique  difficile,  où  la  plupart  des  joueurs 
d'échecs  se  perdraient  ?  C'est  évidemment  parce  qu'elle  est 
guidée  par  la  marche  générale  du  raisonnement.  Une  dé- 
monstration mathématique  n'est  pas  une  simple  juxtaposi* 
tion  de  syllogismes  :  ce  sont  des  syllogismes /?/ûc^^  dans  un 
certain  ordre,  et  Tordre  dans  lequel  ces  éléments  sont  pla- 
cés est  beaucoup  plus  important  que  ne  le  sont  ces  éléments 
eux-mêmes.  Si  j'ai  le  sentiment,  l'intuition,  pour  ainsi  dire, 
de  cet  ordre,  de  façon  à  apercevoir  d'un  coup  d'oeil  l'en- 
semble du  raisonnement,  je  ne  dois  plus  craindre  d'oublier 
Tun  des  éléments  ;  chacun  d'eux  viendra  se  placer  de  lui- 
même  dans  le  cadre  qui  lui  est  préparé,  et  sans  que  j'aie  à 
faire  aucun  effort  de  mémoire. 

Il  me  semble  alors,  en  répétant  un  raisonnement  appris, 
que  j'aurais  pu  l'inventer  ;  ou  plutôt,  même  si  cela  est  une 
illusion,  si  je  ne  suis  pas  assez  fort  pour  créer  par  moi- 
même,  je  le  réinvente  moi-même,  à  mesure  que  je  le  répète. 

On  conçoit  que  ce  sentiment,  cette  intuition  de  l'ordre 
mathématique,  qui  nous  fait  deviner  des  harmonies  et  des 
relations  cachées,  ne  puisse  appartenir  à  tout  le  monde.  Les 
uns  ne  posséderont  ni  ce  sentiment  délicat  et  difficile  à  défi- 
nir, ni  une  force  de  mémoire  et  d'attention  au-dessus  de  l'or- 
dinaire, et  alors  ils  seront  absolument  incapables  de  com- 
prendre les  Mathématiques  un  peu  élevées  ;  c'est  le  plus 
grand  nombre.  D'autres  n'auront  ce  sentiment  qu'à  un  faible 
degré,  mais  ils  seront  doués  d'une  mémoire  peu  commune 
et  d'une  grande  capacité  d'attention.  Ils  apprendront  par 
cœur  les  détails  les  uns  après  les  autres;  ils  pourront  com- 
prendre les  Mathématiques  et  quelquefois  les  appliquer, 
mais  ils  seront  hors  d'état  de  créer.  Les  autres,  enfin,  pos- 
séderont à  un  plus  ou  moins  haut  degré  l'intuition  spéciale 
dont  je  viens  de  parler,  et  alors  non  seulement  ils  pourront 
comprendre  les  Mathématiques,  quand  même  leur  mémoire 
n'aurait  rien  d'extraordinaire,  mais  ils  pourront  devenir 
créateurs  et  chercher  à  inventer  avec  plus  ou  moins  de  suc- 
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ces,  suivant  que  cette  intuition  est  chez  eux  plus  ou  moins 
développée. 

Qu'est-ce,  en  effet,  que  l'invention  mathématique  ?  Elle  ne 
consiste  pas  à  faire  de  nouvelles  combinaisons  avec  des 
êtres  mathématiques  déjà  connus.  Cela,  n'importe  qui  pour- 
rait le  faire;  mais  les  combinaisons  que  Ton  pourrait  faire 
ainsi  seraient  en  nombre  fini,  et  le  plus  grand  nombre  est 
absolument  dépourvu  d'intérêt.  Inventer,  cela  consiste  pré- 
cisément à  ne  pas  construire  les  combinaisons  inutiles  et  à 
construire  celles  qui  sont  utiles  et  qui  ne  sont  qu'une  infime 
minorité.  Inventer,  c'est  discerner,  c'est  choisir. 

Comment  doit  se  faire  ce  choix,  je  l'ai  expliqué  ailleurs; 
les  faits  mathématiques  dignes  d'être  étudiés,  ce  sont  ceux 
qui,  par  leur  analogie  avec  d'autres  faits,  sont  susceptibles 
de  nous  conduire  à  la  connaissance  d'une  loi  mathématique, 
de  la  même  façon  que  les  faits  expérimentaux  nous  con- 
duisent à  la  connaissance  d'une  loi  physique.  Ce  sont  ceux 
qui  nous  révèlent  des  parentés  insoupçonnées  entre  d'autres 
faits,  connus  depuis  longtemps,  mais  qu'on  croyait  à  tort 
étrangers  les  uns  aux  autres. 

Parmi  les  combinaisons  que  l'on  choisira,  les  plus  fécondes 
seront  souvent  celles  qui  sont  formées  d'éléments  emprun- 
tés à  des  domaines  très  éloignés.  Je  ne  veux  pas  dire  qu'il 
suffise  pour  inventer  de  rapprocher  des  objets  aussi  dispa- 
rates que  possible  ;  la  plupart  des  combinaisons  qu'on  forme- 
rait ainsi  seraient  entièrement  stériles;  mais  quelques-unes 
d'entre  elles,  bien  rares,  sont  les  plus  fécondes  de  toutes. 

Inventer,  je  l'ai  dit,  c'est  choisir  ;  mais  le  mot  n'est  peut- 
être  pas  tout  à  fait  juste.  Il  fait  penser  à  un  acheteur  à  qui 
l'on  présente  un  grand  nombre  d'échantillons,  qui  les  exa- 
mine l'un  après  l'autre  de  façon  à  faire  son  choix.  Ici  les 
échantillons  seraient  tellement  nombreux  qu'une  vie  entière 
ne  suffirait  pas  pour  les  examiner.  Ce  n'est  pas  ainsi  que  les 
choses  se  passent.  Les  combinaisons  stériles  ne  se  présen- 
teront même  pas  à  l'esprit  de  l'inventeur.  Dans  le  champ  de 
sa  conscience  n'apparaîtront  jamais  que  les  combinaisons 
réellement  utiles,  et  quelques  autres  qu'il  rejettera,  mais  qui 
participent  un  peu  des  caractères  de  combinaisons  utiles. 
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Tout  se  passe  comme  si  Tinventeur  était  un  examinateur  du 
deuNicme  dpgré,  qui  n'aiirait  plus  à  interroger  que  les  candi- 
dats di^clarés  admissibles  après  une  première  épreuve. 


II 


Mais  ce  que  j*ai  dit  jusqu'ici,  c'est  ce  qu'on  peut  observer 
ou  inférer  en  lisant  les  écrits  des  géomètres,  à  la  condition 
de  faire  cette  lecture  avec  quelque  réflexion. 

Il  est  temps  de  pénétrer  plus  avant  et  de  voir  ce  qui  se 
passe  dans  Vi\me  même  du  mathématicien.  Pour  cela,  je  crois 
que  ce  que  j'ni  de  mieux  à  faire,  c'est  de  rappeler  des  sou- 
venirs personnels.  Seulement,  je  vais  me  circonscrire  et 
vous  raconttM^  seulement  comment  j'ai  écrit  mon  premier 
Mémoire  sur  les  fonctions  fuchsiennes.  Je  vous  demande 
pardon,  Je  vais  employer  quelques  expressions  techniques  ; 
mais  elles  ne  doivent  pas  vous  effrayer,  vous  n'avez  aucun 
besoin  de  les  comprendre.  Je  dirai,  par  exemple  :  J*ai  trouvé 
la  démonstration  de  tel  théorème  dans  telles  circonstances  ; 
re  ihéorème  aura  un  nom  barbare,  que  beaucoup  d'entre 
vous  ne  lonnaitront  pas,  mais  cela  n'a  aucune  importance; 
ce  qui  est  intéressant  pour  le  psychologue,  ce  n'est  pas  le 
ihéorème,  i  e  sont  les  circonstances. 

Depuis  quinze  jours,  je  m'efl*orçais  de  démontrer  qu'il  ne 
pouvait  exister  aucune  fonction  analogue  à  ce  que  j'ai  appelé 
depuis  les  fonelions  fuchsiennes  ;  j'étais  alors  fort  ignorant  ; 
lous  les  jouriri  je  m'asseyais  à  ma  table  de  travail,  j'y  passais 
une  hûure  ou  deux,  j'essayais  un  grand  nombre  de  combi- 
naisons et  je  n'arrivais  à  aucun  résultat.  Un  soir,  je  pris  du 
café  noir  contrairement  à  mon  habitude  ;  je  ne  pus  m'endor- 
mir  :  les  idéey  surgissaient  en  foule  ;  je  les  sentais  comme 
se  heurter,  jusqu'à  ce  que  deux  d'entre  elles  s'accrochassent 
pour  Liinsî  dire  pour  former  une  combinaison  stable.  Le 
rrialin,  j'avais  établi  l'existence  d'une  classe  de  fonctions 
futliëiennes,  celles  qui  dérivent  de  la  série  hypergéomé- 
trique  ;  je  n'eus  plus  qu'à  rédiger  les  résultats,  ce  qui  ne  me 
pril  qut^  quelques  heures. 
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Je  voulus  ensuite  représenter  ces  fonctions  par  le  quotient 
de  deux  séries  ;  cette  idée  fut  parfaitement  consciente  et 
réfléchie  ;  l'analogie  avec  les  fonctions  elliptiques  me 
guidait.  Je  me  demandai  quelles  devaient  être  les  propriétés 
de  ces  séries  si  elles  existaient,  et  j'arrivai  sans  difficulté  à 
former  les  séries  que  j'ai  appelées  thétafuchsiennes. 

A  ce  moment,  je  quittai  Caen,  que  j'habitais  alors,  pour 
prendre  part  à  une  course  géologique  entreprise  par  l'Ecole 
des  Mines.  Les  péripéties  du  voyage  me  firent  oublier  mes 
travaux  mathémathiques  ;  arrivés  à  Coulances,  nous  mon- 
tâmes dans  un  omnibus  pour  je  ne  sais  quelle  promenade  ; 
au  moment  où  je  mettais  le  pied  sur  le  marche-pied,  l'idée 
me  vint,  sans  que  rien  de  mes  pensées  antérieures  parut  m'y 
avoir  préparé,  que  les  transformations  dont  j'avais  fait  usage 
pour  définir  les  fonctions  fuchsiennes  sont  identiques  à  celles 
de  la  Géométrie  non-euclidienne.  Je  ne  fis  pas  la  vérification  ; 
je  n'en  aurais  pas  eu  le  temps,  puisque,  à  peine  assis  dans 
l'omnibus,  je  repris  la  conversation  commencée,  mais  j'eus 
tout  de  suite  une  entière  certitude.  De  retour  à  Caen,  je 
vérifiai  le  résultat  à  tête  reposée  pour  l'acquit  de  ma 
conscience. 

Je  me  mis  alors  à  étudier  des  questions  d'Arithmétique 
sans  grand  résultat  apparent  et  sans  soupçonner  que  cela 
pût  avoir  le  moindre  rapport  avec  mes  recherches  antérieures. 
Dégoûté  de  mon  insuccès,  j'allai  passer  quelques  jours  au 
bord  de  la  mer,  et  je  pensai  à  tout  autre  chose.  Un  jour,  en 
me  promenant  sur  une  falaise,  l'idée  me  vint,  toujours  avec 
les  mêmes  caractères  de  brièveté,  de  soudaineté  et  de  certi- 
tude immédiate,  que  les  transformations  arithmétiques  des 
formes  quadratiques  ternaires  indéfinies  sont  identiques  à 
celles  de  la  Géométrie  non-euclidienne. 

Étant  revenu  à  Caen,  je  réfléchis  sur  ce  résultat,  et  j'en 
tirai  les  conséquences  ;  l'exemple  des  formes  quadratiques 
me  montrait  qu'il  y  a  des  groupes  fuchsiens  autres  que  ceux 
qui  correspondent  à  la  série  hypergéométrique  ;  je  vis  que 
je  pouvais  leur  appliquer  la  théorie  des  séries  thétafuch- 
siennes et  que,  par  conséquent,  il  existe  des  fonctions 
fuchsiennes  autres  que  celles  qui  dérivent  de  la  série  hyper- 
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géométrique,  les  seules  que  je  connusse  jusqu'alors.  Je  me 
proposai  naturellement  de  former  toutes  ces  fonctions  ;  j'en 
fis  un  siège  systématique  et  j'enlevai  Tun  après  l'autre  tous 
les  ouvrages  avancés  ;  il  y  en  avait  un,  cependant,  qui  tenait 
encore  et  dont  la  chute  devait  entraîner  celle  du  corps  de 
place.  Mais  tous  mes  efforts  me  servirent  d'abord  qu'à  me 
mieux  faire  connaître  la  difficulté,  ce  qui  était  déjà  quelque 
chose.  Tout  ce  travail  fut  parfaitement  conscient. 

Là-dessus,  je  partis  pour  le  Mont  Valérien,  où  je  devais 
faire  mon  service  militaire  ;  j'eus  donc  des  préoccupations 
très  différentes.  Un  jour,  en  traversant  le  boulevard,  la 
solution  de  la  difficulté  qui  m'avait  arrêté  m'apparut  tout  à 
coup.  Je  ne  cherchai  pas  à  l'approfondir  immédiatement,  el 
ce  fut  seulement  après  mon  service  que  je  repris  la  question. 
J'avais  tous  les  éléments,  je  n'avais  qu'à  les  rassembler  et  à 
les  ordonner.  Je  rédigeai  donc  mon  Mémoire  définitif  d'un 
trait  et  sans  aucune  peine. 


III 


Je  me  bornerai  à  cet  exemple  unique  ;  il  est  inutile  de  les 
multiplier  ;  en  ce  qui  concerne  mes  autres  recherches, 
j'aurais  à  vous  faire  des  récits  tout  à  fait  analogues  ;  et  les 
observations  rapportées  par  d'autres  mathématiciens  dans 
Tenquête  de  Y  Enseignement  mathématique  nei  pourraient  que 
les  confirmer. 

Ce  qui  vous  frappera  tout  d'abord,  ce  sont  ces  apparences 
d'illumination  subite,  signes  manifestes  d'un  long  travail 
inconscient  antérieur  ;  le  rôle  de  ce  travail  inconscient,  dans 
l'invention  mathématique,  me  paraît  incontestable  et  Ton  en 
trouverait  des  traces  dans  d'autres  cas  où  il  est  moins  évident. 
Souvent,  quand  on  travaille  une  question  difficile,  on  ne  fait 
rien  de  bon  la  première  fois  qu'on  se  met  à  la  besogne  ; 
ensuite,  on  prend  un  repos  plus  ou  moins  long,  et  on  s'asseoit 
de  nouveau  devant  sa  table.  Pendant  la  première  demi-heure, 
on  continue  à  ne  rien  trouver  ;  puis,  tout  à  coup,  Tidée 
décisive  se  présente  à  l'esprit.  On  pourrait  dire  que  le  travail 
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conscient  a  été  plus  fructueux  parce  qu'il  a  été  interrompu 
et  que  le  repos  a  rendu  à  l'esprit  sa  force  et  sa  fraîcheur. 
Mais  il  est  plus  probable  que  ce  repos  a  été  rempli  par  un 
travail  inconscient,  et  que  le  résultat  de  ce  travail  s'est 
révélé  ensuite  au  géomètre,  tout  à  fait  comme  dans  les  cas 
que  j'ai  cités  ;  seulement  la  révélation,  au  lieu  de  se  faire 
jour  pendant  une  promenade  ou  un  voyage,  s'est  produite 
pendant  une  période  de  travail  conscient,  mais  indépendam- 
ment de  ce  travail,  qui  joue  tout  au  plus  un  rôle  de  déclan- 
rhement,  comme  s'il  était  l'aignillon  qui  aurait  excité  les 
résultats  déjà  acquis  pendant  le  repos,  mais  restés  incons- 
cients, à  revêtir  la  forme  consciente. 

Il  y  a  une  autre  remarque  à  faire  au  sujet  des  conditions 
de  ce  travail  inconscient  ;  c'est  qu'il  n'est  possible  et,  en  tout 
cas,  qu'il  n'est  fécond  que  s'il  est,  d'une  part,  précédé,  et, 
d'autre  part,  suivi  d'une  période  de  travail  conscient.  Jamais 
(et  les  exemples  que  je  vous  ai  cités  le  prouvent  déjà  suffi- 
samment) ces  inspirations  subites  ne  se  produisent  sinon 
après  quelques  jours  d'efforts  volontaires,  qui  ont  paru 
absolument  infructueux  et  où  l'on  a  cru  ne  rien  faire  de  bon, 
où  il  semble  qu'on  a  fait  totalement  fausse  route.  Ces  efforts 
n'ont  donc  pas  été  aussi  stériles  qu'on  le  pense  ;  ils  ont  mis 
en  branle  la  machine  inconsciente,  et  sans  eux  elle  n'aurait 
pas  marché  et  elle  n'aurait  rien  produit. 

La  nécessité  de  la  seconde  période  de  travail  conscient, 
après  l'inspiration,  se  comprend  mieux  encore.  Il  faut  mettre 
en  œuvre  les  résultats  de  cette  inspiration,  en  déduire  les 
conséquences  immédiates,  les  ordonner,  rédiger  les  démons- 
trations. Mais  surtout  il  faut  les  vérifier.  Je  vous  ai  parlé  du 
sentiment  de  certitude  absolue  qui  accompagne  l'inspiration  ; 
dans  les  cas  cités,  ce  sentiment  n'était  pas  trompeur,  et  le 
plus  souvent  il  en  est  ainsi  ;  mais  il  faut  se  garder  de  croire 
que  ce  soit  une  règle  sans  exception  ;  souvent  ce  sentiment 
nous  trompe,  sans  pour  cela  être  moins  vif,  et  l'on  ne  s'en 
aperçoit  que  quand  on  cherche  à  mettre  la  démonstration 
sur  pied.  J'ai  observé  surtout  le  fait  pour  les  idées  qui  me 
sont  venues  le  matin  ou  le  soir  dans  mon  lit,  dans  un  état 
semi-hypnotique. 
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IV 


Tels  sont  les  faits,  et  voici  maintenant  les  réflexions  qu'ils 
nous  imposent.  Le  moi  inconscient  ou,  comme  on  dit,  le  moi 
subliminal  joue  un  rôle  capital  dans  l'invention  mathématique  ; 
cela  résulte  de  tout  ce  qui  précède.  Mais  on  considère  d'or- 
dinaire le  moi  subliminal  comme  purement  automatique.  Or 
nous  avons  vu  que  le  travail  mathématique  n'est  pas  un 
simple  travail  mécanique,  qu'on  ne  saurait  le  confier  à  une 
machine,  quelque  perfectionnée  qu'on  la  suppose.  Il  ne 
s'agit  pas  seulement  d'appliquer  des  règles,  de  fabriquer  le 
plus  de  combinaisons  possibles  d'après  certaines  lois  fixes. 
Les  combinaisons  ainsi  obtenues  seraient  extrêmement  nom- 
breuses, inutiles  et  encombrantes.  Le  véritable  travail  de 
rinventeur  consiste  à  choisir  entre  ces  combinaisons,  de 
façon  à  éliminer  celles  qui  sont  inutiles  ou  plutôt  à  ne  pas 
se  donner  la  peine  de  les  faire.  Et  les  règles  qui  doivent 
guider  ce  choix  sont  extrêmement  fines  et  délicates  ;  il  est  à 
peu  près  impossible  de  les  énoncer  dans  un  langage  précis  ; 
elles  se  sentent  plutôt  qu'elles  ne  se  formulent  ;  comment, 
dans  ces  conditions,  imaginer  un  crible  capable  de  les 
appliquer   mécaniquement  ? 

Et  alors  une  première  hypothèse  se  présente  à  nous  ;  le 
moi  subliminal  n'est  nullement  inférieur  au  moi  conscient  ; 
il  n'est  pas  purement  automatique,  il  est  capable  de  discer- 
nement, il  a  du  tact,  de  la  délicatesse  ;  il  sait  choisir,  il  sait 
deviner.  Que  dis-je  ?  Il  sait  mieux  deviner  que  le  moi 
conscient,  puisqu'il  réussit  là  où  celui-ci  avait  échoué.  En 
un  mot,  le  moi  subliminal  n'est-il  pas  supérieur  au  moi 
conscient  ?  Vous  comprenez  toute  l'importance  de  cette 
question.  M.  Boutroux,  dans  une  conférence  faite  ici-même 
il  y  a  deux  mois,  vous  a  montré  comment  elle  s'était  posée  à 
des  occasions  toutes  différentes  et  quelles  conséquences 
en  traînerait  une  réponse  affirmative. 

Cette  réponse  affirmative  nous  est-elle  imposée  par  les 
faits  que  je  viens  de  vous  exposer  ?  J'avoue  que,  pour   ma 
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part,  je  ne  Taccepterais  pas  sans  répugnance.  Revoyons  donc 
les  faits  et  cherchons  s*ils  ne  comporteraient  pas  une  autre 
explication. 

Il  est  certain  que  les  combinaisons  qui  se  présentent  à 
Tesprit,  dans  une  sorte  d'illumination  subite,  après  un  travail 
inconscient  un  peu  prolongé,  sont  généralement  des  combi- 
naisons utiles  et  fécondes,  qui  semblent  le  résultat  d'un  pre- 
mier triage.  S'ensuit-il  que  le  moi  subliminal,  ayant  deviné 
par  une  intuition  délicate  que  ces  combinaisons  pouvaient 
être  utiles,  n'a  formé  que  celles-là,  ou  bien  en  a-t-il  formé 
beaucoup  d'autres  qui  étaient  dépourvues  d'intérêt  et  qui 
sont  demeurées  inconscientes. 

Dans  cette  seconde  manière  de  voir,  toutes  les  combinai- 
sons se  formeraient  par  suite  de  l'automatisme  du  moi  subli- 
minal, mais,  seules,  celles  qui  seraient  intéressantes  péné- 
treraient dans  le  champ  de  la  conscience.  Et  cela  e.st  encore 
très  mystérieux.  Quelle  est  la  cause  qui  fait  que,  parmi  les 
mille  produits  de  notre  activité  inconsciente,  il  y  en  a  qui 
sont  appelés  à  franchir  le  seuil,  tandis  que  d'autres  restent 
en  deçà  ?  Est-ce  un  simple  hasard  qui  leur  confère  ce  privi- 
lège ?  Evidemment  non  ;  parmi  toutes  les  excitations  de  nos 
sens,  par  exemple,  les  plus  intenses  seules  retiendront  noire 
attention,  à  moins  que  celte  attention  n'ait  été  attirée  sur 
elles  par  d'autres  causes.  Plus  généralement,  les  phéno- 
mènes inconscients  privilégiés,  ceux  qui  sont  susceptibles 
de  devenir  conscients,  ce  sont  ceux  qui,  directement  ou 
indirectement,  affectent  le  plus  profondément  notre  sensi- 
bilité. 

On  peut  s'étonner  de  voir  invoquer  la  sensibilité  à  propos 
de  démonstrations  mathématiques,  qui,  semble-t-il  ne  peu- 
vent intéresser  que  l'intelligence.  Ce  serait  oublier  le  senti- 
ment de  la  beauté  mathématique,  de  l'harmonie  des  nombres 
et  des  formes,  de  l'élégance  géométrique.  C'est  un  véritable 
sentiment  esthétique  que  tous  les  vrais  mathématiciens  con- 
naissent. Et  c'est  bien  là  de  la  sensibilité. 

Or,  quels  sont  les  êtres  mathématiques  auxquels  nous  attri- 
buons ce  caractère  de  beauté  et  d'élégance  et  qui  sont  sus- 
ceptibles de  développer  en  nous  une  sorte  d'émotion  esthé- 


Digitized  by 


Google 


36«  H.    POINCARE 

tique  ?  Ce  sont  ceux  dont  les  éléments  sont  harmonieusement 
disposés,  de  façon  que  Fesprit  puisse  sans  effort  en  embras- 
^ev  Penëomble  tout  en  pénétrant  les  détails.  Cette  harmonie 
est  à  la  iuis  une  satisfaction  pour  nos  besoins  esthétiques  et 
une  aidi*  pour  l'esprit,  qu'elle  soutient  et  qu'elle  guide.  Et, 
en  mémo  temps,  en  mettant  sous  nos  yeux  un  tout  bien  or- 
donné, elle  nous  fait  pressentir  une  loi  mathématique.  Or, 
nous  ['avons  dit  plus  haut,  les  seuls  faits  mathématiques 
ïlignes  de  recevoir  notre  attention  et  susceptibles  d'être 
utiles  sont  ceux  qui  peuvent  nous  faire  connaître  une  loi  ma- 
thèmatir|ue.  De  sorte  que  nous  arrivons  à  la  conclusion  sui- 
vanle  :  Les  combinaisons  utiles,  ce  sont  précisément  les  plus 
bidles,  je  veux  dire  celles  qui  peuvent  le  mieux  charmer 
cette  sensibilité  spéciale  que  tous  les  mathématiciens  con- 
iiais^senL  mais  que  les  profanes  ignorent  au  point  qu'ils  sont 
trouvent  tentés  d'en  sourire. 

tju'arrîve-t-il  alors  ?  Parmi  les  combinaisons  en  très  grand 
nombre  que  le  moi  subliminal  a  aveuglément  formées,  pres- 
qne  fontes  sont  sans  intérêt  et  sans  utilité,  mais  par  cela 
mt^me  elfes  sont  sans  action  sur  ta  sensibilité  esthétique  ;  la 
consriiMire  ne  les  connaîtra  jamais  ;  quelques  unes  seulement 
Boni  harmonieuses,  et  par  suite  à  la  fois  utiles  et  belles; 
elles  seront  capables  d'émouvoir  cette  sensibilité  spéciale  du 
^éomrtr^'  dont  je  viens  de  vous  parler,  et  qui,  une  fois  exci- 
tée, app^diera  sur  elles  notre  attention,  et  leur  donnera  ainsi 
roccaâion  de  devenir  conscientes. 

Ce  nVst  là  qu'une  hypothèse,  et  cependant  voici  une  obser- 
vatioa  qui  pourrait  la  confirmer:  Quand  une  illumination 
subite  envahit  l'esprit  du  mathématicien,  il  arrive  le  plus  sou- 
vent qu  elle  ne  le  trompe  pas;  mais  il  arrive  aussi  quelque- 
fois, jo  l'ai  dit,  qu'elle  ne  supporte  pas  l'épreuve  d'une  véri- 
licïatiuit  ;  eli  bien,  on  remarque  presque  toujours  que  cette 
idée  fausse,  si  elle  avait  été  juste,  aurait  flatté  notre  instinct 
(iRti»r*d  de  l'élégance  mathématique. 

Aiiiïsi  I  'est  cette  sensibilité  esthétique  spéciale  qui  joue  le 
rôle  du  crible  délicat  dont  je  parlais  plus  haut,  et  cela  fait 
rôm[M*tMulre  assez  pourquoi  celui  qui  en  est  dépourvu  ne 
sera  jaiiMiis  un  véritable  invenleur. 
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Toutes  les  difficultés  n'ont  pas  disparu  cependant;  le  moi 
conscient  est  étroitement  borné;  quant  au  moi  subliminal, 
nous  n'en  connaissons  pas  les  limites,  et  c'est  pourquoi  nous 
ne  répugnons  pas  trop  à  supposer  qu'il  a  pu  former  en  peu 
de  temps  plus  de  combinaisons  diverses  que  la  vie  entière 
d'un  être  conscient  ne  pourrait  en  embrasser.  Ces  limites  exis- 
tent cependant  ;  est-il  vraisemblable  qu'il  puisse  former 
toutes  les  combinaisons  possibles,  dont  le  nombre  effrayerait 
l'imagination  ;  cela  semblerait  nécessaire  néanmoins,  car, 
s'il  ne  produit  qu'une  petite  partie  de  ces  combinaisons,  et 
s'il  le  fait  au  hasard,  il  y  aura  bien  peu  de  chance  pour  que 
la  bonne^  celle  qu'on  doit  choisir,  se  trouve  parmi  elles. 

Peut-être  faut-il  chercher  l'explication  dans  cette  période 
de  travail  conscient  préliminaire  qui  précède  toujours  tout 
travail  inconscient  fructueux.  Qu'on  me  permette  une  compa- 
raison grossière.  Représentons-nous  les  éléments  futurs  de 
nos  combinaisons  comme  quelque  chose  de  semblable  aux 
atomes  crochus  d'Epicure.  Pendant  le  repos  complet  de  l'es- 
prit, ces  atomes  sont  immobiles,  ils  sont  pour  ainsi  dire 
accrochés  au  mur  ;  ce  repos  complet  peut  donc  se  prolonger 
indéfiniment  sans  que  ces  atomes  se  rencontrent,  et,  par  con- 
séquent, sans  qu'aucune  combinaison  puisse  se  produire  entre 
eux. 

Au  contraire,  pendant  une  période  de  repos  apparent  et  de 
travail  inconscient,  quelques-uns  d'entre  eux  sont  détachés 
du  mur  et  mis  en  mouvement.  Ils  sillonnent  dans  tous  les 
sens  l'espace,  j'allais  dire  la  pièce  où  ils  sont  enfermés, 
comme  pourrait  le  faire,  par  exemple,  une  nuée  de  mouche- 
rons, ou,  si  vous  préférez  une  comparaison  plus  savante, 
comme  le  font  les  molécules  gazeuses  dans  la  théorie  ciné- 
tique des  gaz.  Leurs  chocs  mutuels  peuvent  alors  produire 
des  combinaisons  nouvelles. 

Quel  va  être  le  rôle  du  travail  conscient  préliminaire  ?  C'est 
évidemment  de  mobiliser  quelques-uns  de  ces  atomes,  de  les 
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décrocher  du  mur  et  de  les  mettre  en  branle.  On  croit  qu'on 
n'a  rien  fait  de  bon  parce  qu'on  a  remué  ces  éléments  de 
mille  façons  diverses  pour  chercher  à  les  assembler  et  qu'on 
n'a  pu  trouver  d'assemblage  satisfaisant.  Mais,  après  cette 
agitation  qui  leur  a  été  imposée  par  notre  volonté,  ces  atomes 
ne  rentrent  pas  dans  leur  repos  primitif.  Ils  continuent  libre- 
ment leur  danse.  Or,  notre  volonté  ne  les  a  pas  choisis  au 
hasard,  elle  poursuivait  un  but  parfaitement  déterminé;  les 
atomes  mobilisés  ne  sont  donc  pas  des  atomes  quelconques; 
ce  sont  ceux  dont  on  peut  raisonnablement  attendre  la  solu- 
tion cherchée.  Les  atomes  mobilisés  vont  alors  subir  des 
chocs,  qui  les  feront  entrer  en  combinaison,  soit  entre  eux, 
soit  avec  d'autres  atomes  restés  immobiles  et  qu'ils  seront 
venus  heurter  dans  leur  course.  Je  vous  demande  pardon 
encore  une  fois  ;  ma  comparaison  est  bien  grossière,  mais  je 
ne  sais  trop  comment  je  pourrais  faire  comprendre  autrement 
ma  pensée. 

Quoiqu'il  en  soit,  les  seules  combinaisons  qui  ont  chance 
de  se  former,  ce  sont  celles  où  l'un  des  éléments,  au  moins, 
est  l'un  de  ces  atomes  librement  choisis  par  notre  volonté. 
Or,  c'est  évidemment  parmi  elles  que  se  trouve  ce  que  j'ap- 
pelais tout  à  l'heure  la  bonne  combinaison.  Peut-être  y  a-t-il 
là  un  moyen  d'atténuer  ce  qu'il  y  avait  de  paradoxal  dans 
rhypothèse  primitive. 

Autre  observation.  Il  n'arrive  jamais  qtie  le  travail  incons- 
cient nous  fournisse  tout  fait  le  résultat  d'un  calcul  un  peu 
long  où  l'on  n'a  qu'à  appliquer  des  règles  fixes.  On  pourrait 
croire  que  le  moi  subliminal,  tout  automatique,  est  particu- 
lièrement apte  à  ce  genre  de  travail,  qui  est  en  quelque  sorte 
exclusivement  mécanique.  Il  semble  qu'en  pensant  le  soir 
aux  facteurs  d'une  multiplication,  on  pourrait  espérer  trou- 
ver le  produit  tout  fait  à  son  réveil,  ou  bien  encore  qu'un 
calcul  algébrique,  une  vérification,  par  exemple,  pourrait  se 
faire  inconsciemment.  Il  n'en  est  rien,  l'observation  le  prouve. 
Tout  ce  qu'on  peut  espérer  de  ces  inspirations,  qui  sont  les 
faits  du  travail  inconscient,  ce  sont  des  points  de  départ  pour 
de  semblables  calculs;  quant  aux  calculs  eux-mêmes,  il  faut 
I  *s  faire  dans  la  seconde  période  de  travail  conscient,  celle  qui 
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suit  l'inspiration,  celle  où  Ton  vérifie  les  résultats  de  cette 
inspiration  et  où  Ton  en  tire  les  conséquences.  Les  règles  de 
ces  calculs  sont  strictes  et  compliquées;  elles  exigent  la  dis- 
cipline, Fattention,  la  volonté  et,  par  suite,  la  conscience. 
Dans  le  moi  subliminal  règne,  au  contraire,  ce  que  j'appel- 
lerais la  liberté,  si  Ton  pouvait  donner  ce  nom  à  la  simple 
absence  de  discipline  et  au  désordre  né  du  hasard.  Seule- 
ment ce  désordre  même  permet  des  accouplements  inattendus. 

Je  ferai  une  dernière  remarque:  quand  je  vous  ai  exposé 
plus  haut  quelques  observations  personnelles,  j'ai  parlé  d'une 
nuit  d'excitation,  où  je  travaillais  comme  malgré  moi  ;  les  cas 
où  il  en  est  ainsi  sont  fréquents,  et  il  n*est  pas  nécessaire 
que  l'activité  cérébrale  anormale  soit  causée  par  un  excitant 
physique  comme  celui  que  j'ai  cité.  Eh  bien,  il  semble  que, 
dans  ce  cas,  on  assiste  soi-même  à  son  propre  travail  incons- 
cient, qui  estdevenu  partiellement  perceptible  à  la  conscience 
surexcitée  et  qui  n'a  pas  pour  cela  changé  de  nature.  On  se 
rend  alors  vaguement  compte  de  ce  qui  distingue  les  deux 
mécanismes  ou,  si  vous  voulez,  les  méthodes  de  travail  des 
deux  «  moi  ».  Et  les  observations  psychologiques  que  j'ai  pu 
faire  ainsi  me  semblent  confirmer  dans  leurs  traits  généraux 
les  vues  que  je  viens  d'émettre. 

Certes,  elles  en  ont  bien  besoin,  car  elles  sont  et  restent, 
malgré  tout,  bien  hypothétiques  :  l'intérêt  de  la  question  est 
si  grand  pourtant  que  je  ne  me  repens  pas  de  vous  les  avoir 
soumises. 
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LE  NOUVEAU  DIPLOME  D'ETUDES  SUPERIEURES 
KT  L'AGRÉGATION   DES  SCIENCES  MATHÉMATIQUES 


La  question  de  la  préparation  aux  épreuves  du  Concours 
tlWgrégation  est  une  de  celles  qui  intéressent  le  plus  les 
Universités  provinciales  françaises.  Cet  intérêt,  je  le  dis  tout 
de  suite,  est  souvent  négatif  et,  à  enjuger  par  les  vœux  émis 
dans  différentes  Facultés,  il  semble  résulter  surtout  que  les 
t  fforts  nécessaires  à  la  préparation  des  candidats  sont  pres- 
que totalement  perdus  à  cause  du  très  petit  nombre  d'élèves 
dont  il  faut  s'occuper  et  du  nombre  encore  bien  plus  res- 
treint de  ceux  qui  parviennent  au  résultat  convoité.  Et,  pen- 
tlant  le  temps  consacrée  ces  rares  élèves,  d'autres,  beaucoup 
[»lus  nombreux,  qui  suivent  les  cours  en  vue  des  Certificats 
il'Etudes  supérieures  manquent  de  conférences  supplémen- 
taires qui  leur  seraient  des  plus  utiles. 

D'autre  part,  pour  le  professeur,  les  conférences  d'Agréga- 
tion sont  une  charge  des  plus  lourdes  et  des  plus  ennuyeu- 
ses. Ce  professeur  est  naturellement  chargé  de  cours  corres 
pondants  aux  Certificats  d'Etudes  supérieures  et,  bien  qu'au 
fond  le  programme  d'Agrégation  n'excède  pas  le  niveau  des 
Certificats  précédents,  il  est  beaucoup  plus  étendu,  exige  de 
grands  développements  sur  des  problèmes  à  énoncés  fort 
longs,  comprend  de  la  Géométrie  analytique,  de  la  Géométrie 
^élémentaire  et  comme,  de  plus,  il  faut  aussi  surveiller  les  le- 
i  ons  que  les  candidats  s'exercent  à  faire,  il  y  a  là  matière  à 
plusieurs  enseignements  différents.  Que  l'on  se  représente 
en  outre  ledit  professeur  comme  animé  du  désir  de  faire  pro- 
gresser la  Science,  de  mettre  au  jour  des  travaux  personnels 
^ur  des  sujets  qui  ne  peuvent  guère  coïncider  avec  ceux  des 
jirogrammes  d'Agrégation  et  l'on  comprendra  à  quelle  gym- 
nastique intellectuelle,  fatigante  et  peu  utile,  il  doitse  livrer. 
Ce  n'est  d'ailleurs  pas  là  une  opinion  personnelle;  tous  les 
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collègues  que  j'ai  pu  interroger  la  partagent.  Et,  si  des  ma- 
thématiciens nous  passons  aux  physiciens,  les  ennuis  semblent 
être  les  mêmes. 

Ceciy  je  me  hâte  de  l'ajouter,  n'est  qu'une  pure  description 
de  la  question.  J'estime  qu'il  ne  m'appartient  nullement  d'in- 
diquer un  remède  et  d'ailleurs  je  serais  fort  embarrassé  de  le 
faire. 

Pour  les  uns  la  préparation  à  l'Agrégation  —  partie  péda- 
gogique —  devrait  être  localisée  dans  un  petit  nombre  de 
Facultés  et  serait  l'œuvre  d'un  personnel  spécial,  pour  les 
autres,  plus  radicaux,  on  ne  s'en  occuperait  plus  du  tout, 
celle-ci  devenant  une  spécialité  exclusive  de  l'Ecole  normale 
supérieure.  A  coup  sûr,  la  seconde  solution  est  encore  plus 
commode  pour  le  personnel  enseignant,  mais  combien  égoïste 
si  l'on  songe  aux  candidats  malheureux  quant  à  l'admission  à 
l'Ecole  normale.  Ces  derniers,  réduits  à  leurs  propres  forces, 
ne  trouvant  plus  personne  pour  les  préparer,  croiraient  qu'il 
n'y  a  plus  de  chance  de  réussite  que  pour  les  normaliens  et 
abandonneraient  tout  espoir  d'être  jamais  agrégés. 

Laissant  ces  troublantes  questions,  je  vais  montrer  que  les 
Facultés  des  Départements  peuvent  jouer  un  rôle  très  utile 
dans  la  formation  des  futurs  agrégés,  s'il  est  possible  de  faire 
travailler  d'abord  ceux-ci  dans  une  voie  nettement  scientifique. 

Et  la  récente  réforme  des  programmes,  le  prouve  sufiBsam- 
ment. 


Ce  qui  précède  est  relatif,  en  effet,  à  la  préparation  au 
Concours  d'Agrégation  proprement  dit.  Or  ce  Concours  n'est 
plus  maintenant  un  but  unique  vers  lequel  les  licenciés  mar- 
chent sans  étape.  Nul  n'y  peut  être  candidat  s'il  n'a  obtenu 
d'abord  un  diplôme  institué  par  Arrêté  ministériel  du  18  juin 
1904  et  dénommé  Diplôme  d'Etudes  supérieures. 

Voici  d'ailleurs  le  texte  même  indiquant  les  conditions  de 
délivrance  de  <'e  titre  : 

Le«   candidats    au   diplôme   d'éludés   supérieures   doivent  satisfaire   aux 
épreuves  ci-après  : 
a)  Composition  d'un  travail  écrit  sur  un  sujet  agréé  parla  Faculté  ; 
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b)  Interrogation  sur  ce  travail  et  sur  des  questions  données  trois  mois 
au  moins  à  l'avance  et  se  rapportant  à  la  même  partie  des  mathématiques. 

Le  travail  peut  consister  soit  en  recherches  originales,  soit  dans  l'exposé 
partiel  ou  total  d'un  cours  d'ordre  supérieur.  Dans  ce  dernier  cas,  par  «  exposé  ■ 
on  doit  entendre  soit  le  résumé  simplifié  du  mémoire  ou  du  cours,  soit  le 
développement  détaillé  de  résultats  ou  de  méthodes  que  Tautenr  ou  le  pro- 
fesseur n'a  fait  qu'indiquer. 

Est  tenu  pour  équivalent  au  diplôme  d'études  supérieures  de  mathéma- 
tiques un  des  certificats  suivants  délivrés  en  conformité  du  décret  du  22 
janvier  1896  sur  la  Licence  :  Géométrie  supérieure,  analyse  supérieure, 
physique  mathématique,  mécanique  céleste,  mécanique  physique  et  expéri- 
mentale. 

On  voit  qu'au  delà  de  la  Licence,  les  membres  de  TEnsei- 
gnement  supérieur  sont  conduits  à  initier  leurs  élèves  à  une 
science  plus  élevée  et  à  leur  donner  une  idée  d'un  travail  pré- 
sentant quelque  originalité.  Cela  sera  surtout  vrai  dans  les 
Facultés  de  province  où  les  Certificats  d'Etudes  supérieures 
sont  peu  nombreux  et  où  manque  la  ressource  de  conquérir 
un  des  certificats  supplémentaires  mentionnés  ci-dessus. 

On  ne  peut  donc  qu'applaudir  à  cette  innovation  dont  je 
me  propose  d'indiquer  les  résultats  obtenus  à  la  Faculté  des 
Sciences  de  Montpellier.  Quatre  Diplômes  d'Etudes  supérieu- 
res y  ont  été  délivrés  jusqu'ici  et  je  vais  en  parler  brièvement 
en  les  rangeant  simplement  dans  l'ordre  des  dates. 

Le  premier  travail  dont  l'exécution  fut  dirigée  par  M.  S. 
Dautheville,  professeur  de  Mécanique  rationnelle,  a  pour  au- 
teur M.  Dellac  qui  a  ainsi  obtenu  le  diplôme  le  28  juin  1907. 
Ce  travail  consiste  en  une  traduction,  avec  commentaires,  du 
mémoire  de  M.  A.  Kneser  Die  Stabilitàt  des  Gleichgewickts 
hàngender  sch\^'erer  Fàden  (Journal  fur  die  reine  und  ange- 
wandte  Mathemalik,  fi.  125).  Je  rappelle  que  M.  Kneser  y  re- 
vient sur  le  fameux  problème  de  la  stabilité  de  Téquilibre  si 
ingénieusement  discuté  par  Dirichlet;  il  montre  toutefois 
que  les  conclusions  de  Dirichlet  ne  sont  pas  absolument  ri- 
goureuses dans  le  cas  de  systèmes  dépendant  d'un  nombre 
infini  de  paramètres,  tel  un  fil  suspendu,  et  il  se  propose 
de  rétablir  la  rigueur.  C'est  ce  sujet  que  M.  Dellac  a  étudié 
et  commenté. 

Le  second  travail  dirigé  par  M.  Pierre  Boutroux,  maîtrede 
conférences,  est  dû  à  M.  Perfetti  qui  en  a  soutenu  le  sujet 
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le  29  juin  1907.  Ce  travail  a  pour  titre  :  Sur  la  singularité  à 
l'origine  des  intégrales  de  l'équation 

OÙ  a  est  une  constante  et  où  les  A  sont  des  polynômes.  Dans 
une  première  partie  Tauteur  montre  que  Torigine  est  un 
point  transcendant  directement  critique  pour  les  intégrales 
de  l'équation  réduite 

2xzz'  rn  as'  -}-  |3x5  -}-  ax' 

où  a  et  /3  sont  des  constantes.  Dans  une  seconde  partie  il  étend 
par  voie  de  continuité  à  Téquation  générale  les  résultats 
trouvés  pour  Téquation  réduite.  J'ai  plaisir  à  mentionner  que 
M.  Perfetti  se  propose,  quand  il  sera  débarrassé  du  concours 
d'Agrégation  proprement  dit,  de  compléter  ce  mémoire  et 
de  le  publier. 

J'en  arrive  maintenant  à  un  troisième  travail  du  à  M.  Char- 
HAssE,  répétiteur  au  Lycée  de  Nice,  travail  examiné  par  M.  Fa- 
BRY,  professeur  de  Calcul  infinitésimal,  et  soutenu  par  son  au- 
teur le  18  janvier  1908.  H  s'agit  cette  fois  de  Géométrie  su- 
périeure et  plus  particulièrement  de  théorèmes,  dus  à  M. 
Darboux,  dont  les  démonstrations  ont  subi  decertaines  varian- 
tes. On  aura  une  idée  des  recherches  de  M.  Charrasse  en  se 
reportant  aux  Nouvelles  Annales  de  Mathématiques  (décem- 
bre 1907)  ou,  sous  le  titre  Sur  un  théorème  relatif  à  la  défor- 
mation des  surfaces  gauches,  il  reprend  notamment  la  dé- 
monstration du  théorème  suivant  :  Toutes  les  surfaces  gau- 
ches dont  la  ligne  de  striction  coupe  les  génératrices  à  angle 
droit  et  pour  lesquelles  le  paramètre  de  distribution  des  gé- 
nératrices est  constant  sont  applicables  sur  une  alysséide. 
(G.  Darboux,  Théorie  générale  des  surfaces,  T.  III,  p.  312). 

Enfin  le  quatrième  diplôme  a  été  obtenu  par  M.  A.  CosTABiiL 
le  23  juin  1908  avec  un  mémoire  intitulé  Sur  le  prolongement 
analytique  d*une  fonction  méromorphe.  C'est  moi,  en  ma 
qualité  de  maître  de  conférences,  qui  ai  dirigé  les  recher- 
ches de  M.  Costabel.  Je  suis  complètement  dispensé  d'indi- 
quer en  quoi  consiste  ce  dernier  travail  par  le  fait  qu'on  en 
trouvera  un  résumé  à  la  suite  du  présent  article.  Et  j'estime 
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que  cette  publication  montrera  mieux  que  toute  description 
ce  que  Ton  peut  exiger  ou  attendre  des  candidats  au  Diplôme 
d'Etudes  supérieures.  Il  va  sans  dire  que  je  laisse  à  M.  Cos- 
tabel  la  responsabilité  de  sa  rédaction. 


Comme  conclusion,  il  me  semble  utile  d'insister  —  surtout 
dans  une  Revue  internationale  —  non  pas  seulement  sur  le 
nouveau  diplôme  considéré  comme  échelon  ne  devant  jamais 
être  franchi  que  par  des  candidats  à  l'Agrégation  française, 
mais  tout  au  contraire  sur  son  caractère  général  et  indénia- 
blement scientifique.  II  ne  peut  être  comparé  au  Doctorat^ 
bien  qu'il  puisse  donner  lieu  à  de  véritables  petites  thèses 
et  qu'on  ait  même  débattu  la  question  de  savoir  si  l'on  n'exi- 
gerait pas  des  candidats  un  résumé  imprimé.  Toutefois  les 
exigences  à  cet  égard  étaient  modestes;  il  n'a  jamais  été  ques- 
tion de  demander  plus  de  //'o/^  pages  du  format  des  Comptes 
Rendus  de  rAcadémie  des  Sciences  de  Paris.  Mais,  d'autres 
part,  le  diplôme  témoigne  de  connaissances  supérieures  à 
celles  des  licenciés. 

M.  Dellac  a  approfondi  une  question  qui  n'est  pas  du  tout 
classique,  le  classicisme  consistant  précisément,  en  matière 
de  stabilité,  à  s'en  tenir  aux  démonstrations  de  Dirichlet. 
M.  Perfetti  a  étudié  une  question  qui  peut  être  considérée 
comme  une  introduction,  dans  un  cas  particulier,  aux  recher- 
ches de  M.  Pierre  Boutroux  sur  les  intégrales  des  équations 
différentielles  du  premier  ordre.  M.  Charrasse  a  dû  étudier, 
beaucoup  plus  que  n'exige  le  programme  de  la  licence,  la 
Théorie  des  surfaces  de  M.  Darboux  et  M.  Costabel  témoigne 
d'une  connaissance  des  Leçons  sur  les  séries  divergentes  de 
M.  E.  Borel  et  de  mes  propres  travaux  très  suffisante  pour 
aborder  les  savantes  Notes  publiées  par  M.  Mittag-Leffler 
dans  les  Acla  Mathematica, 

Je  piiis  signaler  aussi  les  travaux  d'étudiants  en  Physique 
dirigés  à  Montpellier  par  M.  le  Professeur  Meslin.  L'un  d'eux, 
M.  Boutaric,  a  notamment  publié  une  Etude  théorique  des 
phénomènes  de  diffraction  présentés  par  des  réseaux  circu- 
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laires  ou  rectilignes  [Journal  de  Physique^  avril  1908j,  ce  qui 
prouve  que  le  succès  du  nouveau  diplôme  n'est  pas  moindre 
dans  le  clan  des  physiciens  que  dans  celui  des  géomètres. 

Je  serais  heureux  d'inspirer  à  quelque  étudiant  étranger 
le  désir  de  le  conquérir  et  heureux  d'autre  part  si  la  prépa- 
ration à  l'Agrégation  n'entrainait  plus  dans  l'avenir,  pour 
les  membres  de  TEnseignement  supérieur,  que  la  considé- 
ration de  travaux  de  la  nature  indiquée. 

A.  BuHL.  (Montpellier). 


SUR  LE  PROLONGEMENT  ANALYTIQUE 
D'UNE  FONCTION  MÉROMORPHE» 


1.  —  Les  méthodes  de  prolongement  analytique  reposent 
surtout  sur  un  théorème,  dû  à  Weierstrass,  d'après  lequel 
toute  fonction  définie  hors  d'un  cercle  taylorien,  et  coïnci- 
dant dans  celui-ci  avec  l'élément  de  fonction  y  relatif,  pro- 
longe l'élément  considéré.  Une  des  méthodes  les  plus  remar- 
quables, éludiée  surtout  par  MM.  Borel  et  Mittag-Leffler 
consiste  à  construire  effectivement  le  prolongement  au  moyen 
d'expressions  linéaires  où  ne  figurent  que  des  polynômes 
constitués  eux-mêmes  par  des  fragments  du  développement 
taylorien  connu.  M.  A.  Buhl  est  revenu,  par  des  formules 
très  simples,  sur  la  méthode  en  question  [Bull,  des  Sciences 
mathim.y  1907  et  1908).  Je  me  propose  de  reprendre  les  ré- 
sultats de  M.  Buhl  et  d'en  tirer  quelques  applications  et 
remarques  nouvelles. 

Je  me  bornerai,  pour  plus  de  simplicité,  à  une  fonction  mé- 
romorphe  V{x)  ayant  des  pôles  au  de  résidus  A*. 

Je  forme  d'abord  Tétoile  de  M.  Miltag-Lefïler  obtenue  en 
traçant  des  demi-droites  issues  des  a*  et  opposées  à  Torigine. 


*>  Résumé  d'an  travail  présenté  à  la  Faculté  d«s   Sciences  de  Montpellier,  le  33  juin  1908, 
pour  Vobtention  du  Diplôme  d'Etudes  supérieures. 
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Tout  conlaur  C  entourant  Torigine  (supposée  point  régulier) 
peut  grï>ndir  en  s'étoilant  entre  les  coupures  formant  Tétoile 
mais  sans  jamais  franchir  celles-ci.  Pour  un  tel  contour  on 
aura  la  formule  fiindamentale  de  Cauchy  : 


2i  w  Je   s  — 


es  — X 


Si  C  se  réduit  à  un  cercle  n'enfermant  aucun  ak  on  aura  la 
ibrmnie  de  Taylur  ; 

'^t-  =  2T«XG  +  r.  +  ?  +  - •)•'<'»''*• 

J'oi)  considèt-e  la  somme  des  n  ■\-  i  premiers  termes,  soil 

Soit  maintenant  /($)  une  fonction  entière.  J'aurai  pour 
ceJlt«-ci  \i\  formule  de  Taylor,  valable  quel  que  soit  le  con- 
tour r, 

Soit  cvi  le  [n  +  t)**^  terme  de  ce  développement.  On  met 
immédiatement  le  produit  CnSn  sous  forme  d'une  inlésçrale 
douhle  *3U  nn  s^appuyant  sur  les  identités 

vraies  si  )  J  i  <  I  Ç  1  et  si  I  Ç.r  I  <  I  Çs  1 ,  on  trouve  la  formule 
fondamentale 


w       ^ 


Qu**ls  quR  soient  $  et  j?  on  peut  toujours  imaginer  que  le 
contour  T  Koit  un  cercle  de  rayon  |  Ç  |  assez  grand  pour  que 
les  inégalités  précédentes  soient  vérifiées. 

2.  —  M.  liulil  a  étudié  la  formule  précédente  en  commen- 
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çanl  par  intégrer  par  rapport  à  z.  Je  me  propose  de  retrouver 
ses  résultats  en  intégrant  d'abord  par  rapport  à  Ç.  Le  second 
membre  de  (1)  peut  immédiatement  s'écrire 

D'après  les  inégalités  fondamentales  accompagnant  la  for- 
mule (1)  on  voit  que  l'intégration  en  Ç  donne  immédiatement 


d'où 


(2) 


''^'  2iir  Je.    z—x         2in  Je  '  \z  )  z{z  —  x) 


Supposons  les  pôles  a^  rangés  par  modules  croissants.  Soit 
un  cercle  C*  ayant  l'origine  pour  centre  et  passant  entre  a*  et 
Ok^i.  La  théorie  des  résidus  donne,  le  contour  C  étant  tou- 
jours supposé  intérieur  à  Ck-, 

(3)  2i7r  .'c^       2iw  Je        ^'  \aj  fl^(a^  —  x)  ' 

le  sigma  étant  relatif  à  tous  les  pôles  a^  contenus  entre  Cjt  et  C. 
Reste  à  évaluer 

Pour  cela  on  peut  imaginer  que  la  circonférence  Ck  soit 
une  couronne  de  Laurent  aussi  étroite  qu'il  le  faudra.  Pourz 
dans  cette  couronne  on  aura 

*■'*»=  2^ /c/'""  G  +  7.  +  ••>«  +  sf^i/''-'^  +?  +  ■•>"• 
D'ailleurs  on  a  aussi 


Digitized  by 


Google 


380  ^.    COSTABEL 

Or,  KÎ  l'on  forme  maintenant  l'expression 


on  en  lera  une  série  procédant  suivant  les  puissances  posi- 
tives et  négatives  de  z  et  l'intégrale  (4)  sera  une  série  dont 
tous  les  termes  seront  nuls  à  l'exception  de  celui  qui  con- 
Uent  z  a  la  puissance  —  1. 

On  a  alors  pour  représenter  (4)  l'expression 


V[u\  du 


2(r.  +  7.î+...  +  r.-,r-),i-.4^ 


Avec  ce  nouveau  résultat  les  formules  (2),  (3),  (4)  donnent 

(A)        ^ 

7o  +  7iî  +  •  ■  •+  7„_i5"~'  x"     /•  K  In)  du 


+  2 


X  /• 


C'est  bien  la  formule  donnée  par  M.  Buhl  dans  son  mé- 
moire Sur  la  représentation  des  fonctions  méromorphes  par 
des  séries  de  polynômes  tayloriens.  Bull,  des  Sciences  ma- 
tkim,,  1908). 

3*  ^  Dans  ce  travail  je  ne  me  propose  pas  une  étude  com- 
plMede  la  formule  (A),  mais  seulement  du  cas  où  le  second 
îiieijibre  de  cette  formule  peut  se  réduire  au  premier  sigma. 
Four  rela  imaginons  que  |  {  |  croisse  indéfiniment  dans  une 
directinn  issue  de  l'origine  et  choisie  de  telle  manière  qu'il 
eu  jsoil  «le  même  de  |/({]  .  Alors  on  voit  facilement  que  le 
dernier  sigma  de  (A)  tend  vers  zéro.  Si  de  plus,  pour  i{| 
croissant  comme  il  est  indiqué,  on  a  toujours 


'  Iim 


'(^y 


i=«  /■<«) 
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la  formule  (A)  se  réduit  à 

C'est  le  type  général  des  formules  de  sommabilité  de 
M.  Borel.  Quant  à  la  condition  (B),  on  conçoit  qu'elle  ne  peut 
être  réalisée  que  pour  j;  dans  une  certaine  région  du  plan  où 
Ton  cherche  à  définir  F(j7).  Je  dirai  que  c'est  la  région  de 
sommabilité  dans  laquelle  la  formule  (C)  est  valable. 

4.  —  La  formule  (A)  a  étéélabliedans  le  cas  où  les  pôles  de 
F(^)  étaient  simples.  Si  ce  sont  des  pôles  multiples  d'ordre  //, 
on  voit,  d'après  une  formule  bien  connue,  que  le  second 
membre  de  (3),  et  par  suite  le  second  sigma  de  (A),  contien- 
nent linéairement 

et  non  pas  seulement  la  première  de  ces  quantités.  Alors  la 
condition  (B)  est  à  remplacer  par  n  conditions  qui,  cas  très 
important,  se  confondent  si  /ff  =  e^. 


Etude  de  la  formule  (C). 

5.  —  La  formule  (C)  ne  sera  applicable,  si  n  est  l'ordre  de 
multiplicité  des  pôles  de  F(x),  que  pour  x  situé  dans  des  ré- 
gions du  plan  telles  que  Ton  ait 


rii) 


© 


lim    — jr^  =0  ,  1  =  0,  1,  2,  ....«-  1  . 

Si  ces  n  conditions  sont  réalisables,  il  s'ensuit  notamment 
que  la  formule  (C)  est  n  —  1  fois  dérivable  dans  le  cas  où 
F(x)  serait  une  fonction  à  pôles  simples  car  la  [n  —  !)**"•  dé- 
rivée a  alors  des  pôles  d'ordre  n.  La  formule  (C)  est  même 
indéfiniment  dérivable  si  /*({)  =  e^.  Ce  résultat  a  été  signalé 
par  M.  Borel.  On  pourrait  le  généraliser  mais  il  est  partiou- 
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lièrement  évident  quand  la  fonction  sommatrice  est  la  fonc- 
tion exponentielle. 

La  méthode  de  sommation  expoiientielle  est  donc  particu- 
tiùrement  importante.  Je  me  propose,  dans  ce  qui  suit,  de 
retrouver  les  résultats  de  M.  Borel  concernant  les  fonctions 
sommatrice» 

/  ,Çi  =:  e*  ,  /"iÇi  =  c*    ,     [p  entier) 

et  d'étudier  en  outre  le  cas  de 

6.  ^  Méthode  de  sommation  exponentielle,  —  C'est  le  cas 
uii  Fou  prend  /(J  =  c^.  Cherchons  les  points  x  pour  lesquels 
on  ait 

if 

*** 

lira      ^.   —  0  . 

Posons  pour  cela 

Envoyons  |  a  Finfini  dans  la  direction  d^argumenl  cj.  La  li- 
mite à  chercher  est  celle  d'une  exponentielle  dont  l'exposant 
est 

pin>»  w-h  'MU  wi     —  cos  \b  —  t*.)  H i  sin  (6  —  t^)  —  1     . 

L«4  *  «A  *  J 

Cette  exponentielle  tendra  vers  0  si  la  partie  réelle  de  Tex- 
po^ant  croît  indéfiniment  par  valeurs  négatives,  ce  qui  exige 

—  cos  (w  -|-  ô  —  ?.. )  —  cos  w  «<  0  . 
H 

Considérouî^  la  droite  d'équation 

—  cos  (»  -f-  ô  —  tJ  —  cos  «  =  0  . 


Si  u  esl  compris  entre  —  ^  et  +  ^  l'inégalité  précédente 
est  vérîilfMi   ytww*  tous  les  points  situés  du  même  côté  que 
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Torigine  par  rapport  à  cette  droite.  Comme  à  chaque  pôle  de 
la  fonction  F  correspond  une  droite,  la  région  des  points  du 
plan  où  la  formule  (B)  sera  applicable  sera  formée  par  la  ré- 
gion située  du  même  côté  que  Torigine  par  rapport  à  toutes 
ces  droites;  c'est  donc  une  région  polygonale,  appelée /?o/y- 
gone  de  sommabiliti. 

Si  (k)  est  compris  entre  %  ^^  -^  l'inégalité  précédente  n'est 

alors  vérifiée  que  pour  les  points  du  plan  situés  de  Tautre 
côté  de  l'origine  par  rapport  à  la  droite  précédente. 

Dans  ce  cas  la  région  de  sommabilité,  si  elle  existe,  est 
constituée  par  tous  les  points  du  plan  situés  de  l'autre  côté 
de  l'origine  par  rapport  à  toutes  ces  droites.  Elle  n'existe  que 
si  V{x)  se  réduit  à  une  fraction  rationnelle  car  alors  le  der- 
nier terme  de  (A)  n'existe  pas.  Si  ce  terme  était  conservé  il 
ne  pourrait  disparaître  pour  |J|  croissant  dans  la  direction 
indiquée,  e^  ne  croissant  pas  alors  indéfiniment. 

7.  —  Etude  du  polygone  de  sommabilité,  —  Le  côté  du 
polygone  de  sommabilité  relatif  au  point  singulier  a^,  t^^  a 
pour  équation 

X  cos  («i>  —  Tj^)  —  r  sin  {fa  —  T|^)    -  «^  cos  «  :zr  0  . 

Le  coefficient  angulaire  de  cette  droite  est  cotg  (û)  —  ^i)  ;  le 
coellicient  angulaire  de  la  droite  joignant  Torigine  au  point 
'**'  T|^  est  tg  T^.  L'angle  f  de  ces  deux  droites  se  calcule  fa- 
cilement et  est  égal  à 

?=  2  """ 

d'où  la  propriété  suivante  : 

Les  droites  joignant  l'origine  aux  points  singuliers  de  la 
fonction  F  font  avec  les  côtés  du  polygone  passant  par  ces 

points  des  angles  constants  égaux  à\  —  oj . 

Dans  le  cas  où  &»  =  0  l'angle  précédent  est  droit,  et  les 
côtés  du  polygone  correspondant  aux  points  singuliers  situés 
sur  le  cercle  de  convergence  sont  tangents  à  ce  cercle.  Le 
cercle  de  convergence  est  alors  situé  tout  entier  à  l'intérieur 
du  polygone  de  sommabilité. 
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Au  contraire  si  &>  est  différent  de  0  mais  compris  entre 

—  ^  et  +  ^ ,  certains  côtés  du  polygone  de  sommabilité  sont 

sécants  par  rapport  au  cercle  de  convergence,  et  il  y  a  alors 
une  région  du  cercle  de  convergence  qui  est  extérieure  au 
polygone  de  sommabilité  ;  ot  qui  upns  couduit  à  cette  re- 
marque curieuse,  que,  pour  les  points  d'une  région  du  plan 
où  la  série  de  Taylor  est  convergente,  la  sommabilité  peut 
ne  pas  avoir  lieu.  Le  cas  de  w  :=  0  est  celui  étudié  d'abord 
par  M.  Borel. 

Pour  0)  =  ±:  ^  le  polygone  de  sommabilité  est  réduit  au 

point  origine. 

Quand  o)  varie  chaque  côté  du  polygone  tourne  autour  du 
point  singulier  y  relatif]  dans  le  même  sens.  Ces  côtés  font 
tous  des  angles  égaux  avec  les  droites  joignant  les  dits  points 
singuliers  à  l'origine. 

Les  sommets  du  polygone  de  sommabilité  ou,  plus  généra- 
lement,  les  points  de  rencontre  de  deux  côtés  du  polygone  dé- 
crivent des  cercles  passant  par  l'origine  et  les  deux  points 
singuliers,  correspondants. 

Proposons-nous  le  problème  suivant. 

A  quelles  conditions  le  point  de  rencontre  de  deux  côtés 
correspondants  à  deux  points  singuliers  sera-t-il  sommet  du 
polygone  de  sommabilité  pour  une  valeur  de  w  ;  et  à  quelles 
conditions  le  restera-t-il  quel  que  soit  w. 

La  condition  nécessaire  et  suffisante  pour  que  le  point  de 
rencontre  de  deux  côtés  correspondants  à  deux  points  sin- 
guliers a^,  a,  soit  un  sommet  du  polygone  de  sommabilité, 
quel  que  soit  w,  est  qu'il  n'y  ait  aucun  point  singulier  de  la 
fonction  F  à  l'intérieur  du  cercle  passant  par  l'origine  et  les 
points  singuliers  a, ,  aj . 

La  condition  est  nécessaire,  il  suffit  de  montrer  pour  cela 
que  s'il  existait  un  point  singulier  a^  à  l'intérieur  du  cercle 
afia^,  le  point  M  de  rencontre  des  côtés  «i,  a^  serait  séparé 
de  l'origine  par  le  côté  a^.  Donc  OM  serait,  quel  que  soit  u, 
coupé  par  le  côté  relatif  à  «3  en  un  point  Q  situé  entre  O  et  M. 

Le  lieu  du  point  Q  quand  u  varie,  est  un  cercle  passant 
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par  /ïg,  O,  et  tangent  en  O  au  cercle  a^Oa^,  On  a  en  effet 

MQ<i,z=  jr  —  QPtft  —  QMP  . 

QPfli  =  atOog  =  Ti  —  T|  . 

/\  /^ 

QMP  =  fl,<?,0  =  consl  . 

/N  /\ 

MQot3=  ir  —  iTi  —  T|i  —  ai^tO  :=  const  . 

Donc  le  point  Q  décrit  un  cercle  et  la  tangente  à  ce  cercle 
au  point  O  fait  avec 
le  côté  0«3  Tangle 


K  «Ti  —  T|) 


aiatO  . 


De  même  la  tan- 
gente au  cercle  a^afi 
au  point  O  fait  avec 
0^3  l'angle 

/\ 
atfltO  4-  Tt  —  T,  , 


qui  est  égal  à 


ir  —  (Ti  —  Tg) 


Fig.  1. 


Le  point  Q  est  donc 
à  Tintérieur  du  cercle  atOa^  et  il  est,  quel  que  soit  <ki,  com- 
pris entre  O  et  M. 

La  condition  est  suffisante  car,  s'il  existait  un  côté  du  po- 
lygone séparant  le  point  M  du  point  O,  on  voit  en  s'aidant 
de  la  démonstration  précédente  que  ce  point  singulier 
auquel  ce  côté  correspondrait  serait  situé  à  Tintérieur  du 
cercle  a^Oa^.  Ce  que  Ton  ne  suppose  pas. 

Ces  propriétés  géométriques  nous  permettent  de  cons- 
truire les  seuls  côtés  utiles  intervenant  dans  la  formation  du 
polygone  de  sommabilité. 

8.  —  Région  de  sommabilité  obtenue  par  la  variation  de  w. 
—  Déterminons  toute  la  région  constituée  par  les  points  du 
plan  pour  lesquels  la  série  de  Taylor  de  la  fonction  sera  som- 
mable  pour  une  valeur  de  &>  au  moins  ;  il  existe  en  effet  des 
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régions  du  plan  qui  sont  situées  dans  des  polygones  de  som- 
mabilité  correspondant  à  de  certaines  valeurs  de  ft)et  ne  sont 
pas  à  rintérieur  d'autres  polygones  de  sommabilité  corres- 
pondant à  d'autres  valeurs  de  w. 

Or  tout  point  sommet  du  polygone  de  sommabilité  pour 
une  valeur  de  w  Test  pour  toutes  les  valeurs  de  &,  comprises 

entre  —  ^  et  +-  -  ;  et  lorsque  o)  varie  entre  ces  limites,  ces 

points  sommets  du  polygone  décrivent  entièrement  leur  cir- 
conférence lieu. 

Il  résulte  donc  que  la  région  de  sommabilité  sera  limitée 

par  des  cercles  passant 
par  l'origine  et  par  les 
groupes  de  deux  points 
singuliers  auxquels  cor- 
respondent les  sommets 
du  polygone.  Dans  le  cas 
où  ct)   est  compris  entre 

+  ^  et  +  -^  la  région  ex- 
térieure de  sommabilité 
n'existe  qu'autant  que  la 
fonction  F(.r)  est  une  frac- 
tion rationnelle.  Il  est  de 
plus  nécessaire  et  suffi- 
sant que  les  pôles  de  cette 
fonction  soient  tels  qu'il 
en  existe  deux  d'entre 
eux  tels  que  le  cercle  passant  par  l'origine  et  ces  deux  points 
contienne  tous  les  autres.  La  région  de  sommabilité  est  alors 
l'angle  limité  par  les  côtés  correspondants  à  ces  deux  points; 
région  située  de  l'autre  côté  de  l'origine  par  rapport  à  ces 
deux  côtés.  Ceci  nous  permet  de  déterminer  la  région  totale 

de  sommabilité  lorsque  &)  varie  de  ^  à  -^  • 

9.  —   Méthode  de   sommation    exponentielle   généralisée. 
Elle    correspond    à    l'emploi    de    la    fonction    sommatrice 

f[l]  =z  e-  ,  p  étant  entier. 


Fig.  2. 
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Cherchons  les  points  .r  du  plan  vérifiant,  quel  que  soit  le 
point  singulier  Uk^  la  condition 


e 
lim 


(I)' 


Gela  revient  à  chercher  la  limite  d'une  exponentielle  dont 
l'exposant  est 

p^(cos  /?»  +  i  sin  /;»)     (  —  )   cos  p{h  —  t^J  +  (  ""  )   '  *"*  /'i^  —  '^k^  ~  M  " 

Cette  exponentielle  tendra  vers  0  lorsque  $  croîtra  indéfi- 
niment dans  la  direction  u,  si  Ton  a 

(  —  )   cos  p[ta  -\-  fi  —  Xf.)  —  cos  /;&>  <^  0  . 

C'est  une  condition  analogue  à  celle  déjà  trouvée,  mais 
elle  nous  amène  à  considérer  les  courbes 

«f   cos   pu) 


Cl»S  ^(Oï   -|-    Ô   —    Tj^l 


qui,  dans  le  cas  de  ûû  =  0,  ont  été  encore  considérées  par 
M.  Borel. 

On  peut  faire  sur  ces  courbes  limitant  la  région  de  som- 
mabilité  des  raisonnements  absolument  identiques  à  ceux 
déjà  fait  dans  le  cas  de  la  méthode  exponentielle,  on  est 
conduit  à  des  résultats  plus  généraux;  et  Ton  peut  montrer 
que  Ton  peut  disposer  du  nombre  /?,  entier,  de  manière  à 
étendre  la  région  de  sommabilité  en  un  point  quelconque 
du  plan. 

10.  —  Emploi  de  la  fonction  sowmatrice  ff^j  =  e^  .  —  Par 
un  raisonnement  toujours  analogue  aux  précédents  on  déter- 
minera la  région  de  sommabilité  en  égalant  à  zéro  la  limite, 
pour  |$|  croissant  indéfiniment,  d'une  exponentielle  dont 
l'exposant  est 
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Cela  nous  conduit  à  écrire  que  la  partie  réelle  de  cette 
quantité  croit  indéfiniment  par  valeurs  négatives.  Or  on 
trouve  facilement  que  cette  partie  réelle  est 

pr 

e   *  "  CO6  K-  81*11  (ô  -h  û»  —  x^\     —  c'^^*''*co8  (p  sin  «») 

les  notations  étant  les  mêmes  qu'au  paragraphe  6. 
Considérons  maintenant  la  droite 

p  sin  ft>  =  a  , 

qui  est  parallèle  à  Taxe  réel  et  pour  laquelle  nous  suppose- 
rons a  <  ^  .  Si  l'extrémité  du  rayon  vecteur  ^  va  à  Tinfini  en 

suivant  cette  droite  dans  le  sens  positif,  le  second  terme  de 
la  partie  réelle  ci-dessus  considérée  se  comporte  à  Tinfini 
comme 

—  e^  CO8  a  , 

C'est  dire  que  ce  terme  croît  indéfiniment  par  valeurs  né- 
gatives. Je  dis  qu'on  peut  s'arranger  à  ce  que  le  terme  précé- 
dent tende  vers  zéro  dans  les  mômes  conditions.  Il  suffit  pour 
cela  que  le  facteur  cos  fô  +  w  —  't)  fl^'î  figure  dans  l'exposant 
soit  toujours  négatif.  Comme,  pour  les  grandes  valeurs  de 
p,  (k)  devient  nul,  il  faudra 

Y>e-r,>|  ou  ^^  +  r,>^>l+r,. 

Géométriquement  cela  revient  à  dire  qu'un  point  singulier 
d'argument  r^^  de  F(x)  entraîne  que  la  région  de  sommabilité 
n'est  qu'un  demi-plan  limité  par  une  droite  passant  par  l'ori- 
gine et  perpendiculaire  à  la  direction  t^^.  Si  tous  les  points 
singuliers  de  F{x)  sont  compris  dans  un  angle  ayant  son 
sommet  à  Torigine  et  une  ouverture  X,  la  région  de  sommabi- 
lité est  un  angle  de  même  nature  dont  les  côtés  sont  perpen- 
diculaires à  ceux  du  précédent  et  dont  l'ouverture  est  par 
suite  180°  —  X.  On  voit  que  la  fonction  sommatrice  ici  étu- 
diée ne  peut  être  employée  que  pour  une  fonction  F{x)  dont 
les  singularités  ne  sortent  pas  d'un  demi-plan. 
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Etude  du  cas  ou  la  fonction  /*({)  n'est  pas  entière. 
Résultats  de  Cesaro. 

11.  —  Je  vais  indiquer  très  brièvement  ce  qu'il  advient  lors- 
que la  fonction  sommatrice/*  a  des  singularités  à  distance  finie. 
Je  m'en  tiendrai  d'ailleurs  au  cas  où  ce  sera  une  fraction  ra- 
tionnelle. Ce  cas  qu'il  me  semble  naturel  de  placer  après 
celui  où  /"n'a  pas  de  singularités  à  distance  finie  a  élé  cepen- 
dant le  premier  étudié  au  point  de  vue  historique.  Il  corres- 
pond à  des  formules  données  en  premier  lieu  par  Cesàro. 
La  formule  fondamentale  (1)  du  paragraphe  1  subsiste  si  F 
est  un  cercle  de  rayon  fini  mais,  pour  que  les  intégrations 
conservent  la  forme  indiquée  dans  la  suite,  T  ne  doit  conte- 
nir aucun  point  singulier  de  /!  On  peut  alors  imaginer  que 
ce  cercle  F  qui  a  l'origine  pour  centre  soit  décrit  de  manière 
à  s'approcher  autant  qu'on  le  voudra  du  point  singulier  de  f 
le  plus  rapproché  de  l'origine  et  que  la  variable  J,  tout  en 
restant  dans  F,  s'approche  aussi  du  point  singulier  en  ques- 
tion ce  qui  est  une  manière  de  faire  croître  \f(^}\  autant  qu'on 
veut.  Mais  alors,  des  conditions  |^{  <  |Ç|,  ||.r|  <  |Ç3|,  on  ne 
peut  tirer  autre  chose  que  |.r|  ^  jzl.  La  condition  \x\  <  |c| 
est  la  même  que  celle  qui  caractérise  la  formule  de  Taylor  ; 
comme  de  plus  nous  pouvons  avoir  j  j?  |  =  1 2  |  il  s'en  suit  que 
l'on  peut  obtenir  des  formules  valables  sur  la  circonférence 
du  cercle  de  convergence  d'un  développement  taylorien. 

Prenons  par  exemple  /(|)  =  ^  _  r  •  Nous  aurons 

F /-ri—     Jim     ^0_+JîL±JlfL+.Li: 

F(.)^^hm^      l-fÇ  +  Ç'-h... 
OU 

F(x)  =    lim 

n  =  oo  n 

ce  qui  est  la  formule  bien  connue  donnée  par  Cesàro. 
Prenons  encore,  p  étant  entier, 


m  = 


L'Enseignement  mathém.,  10*  année;  1908.  36 
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Alors 

V(x)=    lim  ^ -— Sf , 

ç=i        1  +  ç^-f  Ç^i'-h... 

OU 

Pour  /?  =  1,  cette  dernière  formule  redonne  celle  de 
Cesàro.  On  peut  faire  à  son  sujet  plusieurs  remarques  cu- 
rieuses. 

D*abord  on  peut  la  considérer  comme  un  cas  particulier 
des  formules  obtenues  non  pas  en  faisant  tendre  {  vers  la 
racine  égale  à  1  de  Téquation  ^^  —  1  =  0  mais  en  faisant 
tondre.  {  vers  Tune  quelconque  des  racines  de  cette  équa- 
tion, c'est-à-dire  vers  Tun  des  sommets  d'un  polygone  régu- 
lier de/?  côtés  inscrit  dans  le  cercle  |  {  (  i=  t. 

Voici  une  remarque  plus  importante  encore  relative  à  la 
dernière  formule  donnée  pour  ¥[x).  Soit  jf:  à  l'intérieur  du 
cercle  de  convergence.  Alors  on  peut  prendre  p  assez  grand 
pour  que  les  sommes  Sp^  s%py  ...  ,  S{n—\)p  diffèrent  les  unes 
des  antres  d'aussi  peu  qu'on  voudra.  Dans  ces  conditions  la 
forinule  considérée  peut  s'écrire 

c'est-à-dire 

n=ae 

Ce  n'est  autre  chose  que  la  formule  de  Taylor  elle-même 
qu'il  est  bien  intéressant  de  retrouver  directement  comme 
cas  particulier  de  formules  plus  générales  étudiées  dans  ce 
travail. 

A.  CosTABKL  (Montpellier). 
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CHAPITRE  V 

La  symétrie. 
Sphère  et  Plan  comparés;  analogies  et  dissemblances. 

Avant  d'étudier  les  analogies  et  les  dissemblances  des  triangles 
sphériques  comparés  aux  triangles  plans,  nous  devons,  pour  cet 
objet  même,  étudier  un  mode  remarquable  de  correspondance 
entre  deux  Ogures  :  le  mode  de  correspondance  par  symétrie, 

I.  —  Définitions  et  propriétés  des  figures  symétriques. 

DÉFINITIONS.  —  1®  Si  deux  figures  F,  et  F,  se  correspondent, 
point  par  point,  de  manière  que  (fig.  53)  toute  droite  qui  réu- 
nit un  point  M^  de  la  première  à  un  point 
correspondant  M,  de  la  seconde  soit  tra- 
versée en  son  milieu  H  par  un  plan  P 
fixe,  mais  perpendiculaire  à  la  droite  de 
jonction,  on  dira  que  les  figures  F,  et  F, 
sont  symétriques  par  rapport  au  plan  P. 

Remarques,  — a)  Le  plan  P  est  le  lieu 
des  points  de  Tune  des  deux  figures  qui 
coïncident  avec  leurs  correspondants 
respectifs  de  l'autre  figure.  C'est  le  plan 

de  symétrie,  —  b)  Une  droite  juxtaposée  sur  sa  symétrique 
est  ou  bien  perpendiculaire  au  plan  de  symétrie,  ou  bien  si- 
tuée dans  ce  plan. 

2®  Si  deux  figures  G,  et  Gj  (fig.  54)  se  correspondent  point 
par  point  de  manière  que  le  milieu  de  la  droite  qui  réunit 


^  Voir  L'Enseign.  Math.,  annéo  1008,  n*  du  15  mai,  p.  185-107;  n*  du  15  juillet,  p.  S96-818. 
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les  deux  points  correspondants  M,  et  M,  soit  un  point  fixe  O 
de  Tespace,  on  dit  que  les  deux  figures  sont  symétriques 
^.  Vune  de  Vautre  par  rapport  au  point  O.  Le  point  O 
s'appelle  le  centre  de  symétrie. 

Remarque.  —  Une  droite  juxtaposée  sur  sa  symé- 
trique doit  nécessairement  passer  par  le  centre  de  sy- 
métrie. 

Problème  fondamental.  —  On  construit  (fig,  55)  la 

Fig.    figure  Fj  symétrique  de  F^  par  rapport  au  plan  P  et  la 

^     figure  F.,  symétrique  de  F^  par  rapport  au  point  O  pris 

dans  le   plan  P.    Cherchons 

quelle   relation   existe    entre 

les  deux  figures  F,  et  F3. 

Pour  répondre  à  cette  ques- 
tion menons  par  le  point  O  la 
droite  ZOZ'  perpendiculaire 
au  plan  P;  soit  M^  un  point 
quelconque  de  la  figure  F^, 
soient  Mj  son  correspondant 
dans  F,  et  M3  son  correspon- 
dant dans  F3. 

Le  milieu  H  de  M^M,  est 
la  projection  commune  des 
points  M|  et  M,  sur  le  plan  P; 
nous  avons  vu  (chapitre  II,  théorie  du  dièdre)  que  la  droite 
ZOZ'  est  dans  le  plan  des  trois  droites  M^OMa,  OH,  OM,,  et 
si  Ton  fait  le  rabattement  de  ce  plan  sur  lui-même  par  un 

demi-tour  exécuté  autour  de  OH,  M,  venant  en  M,  Tangle 

/\  /\ 

M, OH  recouvre  Tangle  MjOH;  il  résulte  de  là  que  les  sup- 

/\  /\ 

pléments  de  ces  angles  ou  ZOM,  et  Z  OM,  sont  égaux;  en 

considérant  alors  Tangle  opposé  par  le  sommet  à  ZOM|  c'est- 
à-dire  Tangle  Z  OM3  on  voit  enfin  que  la  droite  OZ'  est  la 

bissectrice  de  Tangle  au  sommet  O  du  triangle  M3OM,,  et 
comme  ce  triangle  est  isocèle  puisque  OM,  et  OM3  tous  deux 
égaux  à  OM,  sont  égaux,  la  droite  OZ'  doit  passer  par  le  mi-- 
lieu  de  M^M^  et  éire perpendiculaire  à  cette  droite. 

On  voit  donc  que  pour  amener  la  figure  F3  en  coïncidence 
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avec  la  figure  F,  il  suffira  de  la  faire  tourner  aulour  de  l'axe 
de  relation  OZ  d'une  demi-révolution. 

Conséquence.  —  Les  figures  symétriques  d'une  même  figure 
sont  super posables,  —  Ce  fait  est  la  conséquence  du  problème 
précédent  et  de  la  remarque  suivante. 

Remarque,  —  Les  figures  symétriques  d'une  même  figure 
F  par  rapport  à  deux  centres  différents  sont  superposables, 
car  elles  sont  chacune  superposable  sur  la  symétrique  de  la 
même  figure  F  par  rapport  à  un  plan  contenant  les  deux 
centres. 

2.  —  Une  figure  non  plane  n'est  en  général  pas  superposable  sur 
sa  symétrique^  et  elle  n'est,  dans  tous  les  ca^^  jamais  superposable 
avec  correspondance  des  éléments  symétriques  dans  la  superposi- 
tion, bien  que  tous  les  éléments  plans  correspondants  soint  égaux. 

Exemple:  (fig.  56)  soit  un  trièdre,  formons  le  trièdre  symétrique 
par  rapport  à  son  sommet  S; 
faces  et  dièdres  du  nouveau 
trièdre  sont  respectivement 
égaux  aux  éléments  corres- 
pondants du  premier  trièdre, 
car  ce  sont  des  faces  ou  des 
dièdres,  deux  à  deux,  oppo- 
sés par  le  sommet  ou  par 
l'arête.  Or,  une  trame  d'un 
solide  fixant  la  position  du 
solide,  on  pourra,  si  on  veut 
essayer  la  superposition  du 
trièdre  et  de  son  symétrique  ^  < 
par  éléments  symétriques, 
commencer  par  faire  coïn- 
cider la  trame  ASC  sur  la 
symétrique  A'SC  par  une 
rotation  de  un  demi-tour  exécutée  autour  d'une  perpendiculaire 
menée  par  S  à  cette  face,  mais,  après  ce  mouvement,  la  droite  SB 
est  restée  d'un  même  côté  du  plan  ASC  et  ne  pourra  donc  pas 
venir  coïncider  avec  sa  symétrique  SB'.  Si  pourtant  le  trièdre 
est  isocèle,  si  par  exemple  [{\g,  57)  le  dièdre  d'arête  SA  est  égal 
au  dièdre  d'arête  SC,  une  rotation  de  un  demi-tour  exécutée 
autour  de  la  perpendiculaire  XY  à  la  bissectrice  de  Tangle  ASC 
fera  coïncider  le  trièdre  sur  son  symétrique  ;  mais  dans  ce  mode 
de  superposition  l'arête  SC  recouvre  SA'  qui  n'est  pas  son  élé- 
ment symétrique. 

Autre  exemple.  — 11  résulte  des  lois  de  la  réflexion  de  la  lumière 


Fig.  56 
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que  Timage  d'une  figure  F  éclairée,  fournie  par  un  miroir  plan,  est 
une  figure  symétrique  de  F,  par  rapport  à  ce  miroir. 

Or,  regardez-vous  dans  une  glace  plane,  et  que  votre  main  gauche 
tire  votre  oreille  gauche,  votre  image  ne  vous  est  pas  superposable 
car  elle  se  tire  l'oreille  droite. 

3.  —  Les  figures  planes  sont  égales  à  leurs  symétriques.  — 
Ce  fait  résulle  du  théorème  suivant  (fig.  58)  : 

Théorème.  —  Si  on  fait  tourner  une  figure  plane  F  autour 
(Tun  axe  XY situé  dans  le  plan  (1)  de  la  figure  et  si  la  figure 
F  vient,  après  la  rotation  occuper  la  po- 
sition F'  dans  le  plan  (2)  les  figures 
égales  F  et  F'  sont  encore  symétriques 
'2'  par  rapport  au  plan  P  qui  partage  en 
deux  dièdres  égaux  le  dièdre  formé  par 
les  deux  demi-plans,  (1),  XY,  d'une  part, 
et,  2,  XY,  d'autre  part. 

En  effet  tout  point  S  de  la  figure  si- 
tué sur  Taxe  demeure  immobile,  si  donc 
H  est  le  milieu  de  la  droite  qui  réunit 
un  point  M  de  la  figure  à  sa  nouvelle  ve- 
nue dans  la  figure  F',  la  droite  SH  sera 
perpendiculaire  à  MM'  et  bissectrice  de 
l'angle  en  S  du  triangle  isocèle  MSM'. 
En  faisant  varier  à  volonté  le  point  S  on  voit  que  la  droite 
MM'  est  perpendiculaire  en  H  au  plan  qui  passe  par  H  et  par 
XY;  en  prenant  pour  S  le  point  1  projection  commune  des 
points  M  et  M'  sur  XY  on  voit  de  suite  que  le  plan  H,  XY  est 
le  plan  qui  forme  des  dièdres  égaux  avec  les  plans  (1)  et  (2) 
ce  plan  est  donc  le  même  pour  tous  les  points  M;  or  M  et 
M'  sont  symétriques  par  rapport  à  ce  plan  fixe.  Il  en  est  de 
même  des  figures  F  et  F'. 

Remarque,  —  Ce  théorème  est  la  clef  des  propriétés  du 
triangle  sphérique  isocèle. 

II.  —  Propriétés  du  triangle  sphérique. 

1.  —  Propriété  du  triangle  sphérique  dont  deux  côtés  sont 
égaux. —  Soit  (fig.  59)   ABC  un  triangle  sphérique  isocèle 
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c'est-à-dire  dont  les  côtés  arc  AB  et  arc  AC  sont  égaux. 
Soient  1  le  milieu  de  l'arc  de  base  BC,  H  le  milieu  de  la 
corde  de  Tare  de  grand  cercle  BC,  et  O  le  centre  de  la  sphère  ; 
il  résulte  du  théorème  précédent  que  : 
1*  les  arcs  égaux  AB  et  AG  sont  symé- 
triques par  rapport  au  plan  bissecteur 
du  dièdre  (B,  OA,  G);  2"*  les  arcs  égaux 
BI  et  IC  sont  symétriques  par  rapport 
au  plan  bissecteur  du  dièdre  (équiva- 
lent à  2  droits)  (B,  01,  G);  de  plus,  tous 
deux  perpendiculaires  à  BG  au  point  H, 
ces  deux  plans  doivent  coïncider.  Fig.  5«. 

Ainsi  donc  :  La  figure  formée  par 
Tare  de  cercle  AB,  l'arc  Bl,  les  deux  rayons  OA,  OB,  est  sy- 
métrique de  la  figure  formée  par  l'arc  de  cercle  AG,  lare  GI, 
les  deux  rayons  OA,  OG.  En  particulier  les  tangentes  en  B 
aux  deux  arcs  de  grand  cercle  BA  et  BG  forment  un  angle 
plan  symétrique  de  Tangle  formé  par  les  tangentes  en  G  aux 
deux  arc&  de  grand  cercle  GA  et  BG,  ces  deux  angles  sont, 
donc  égaux,  et  enfin  les  angles  en  B  et  G  du  triangle  sphé- 
rique  ABG  sont  égaux;  de  plus  le  plan  des  quatre  points 
A  I  H  O  étant  le  plan  de  symétrie  des  deux  portions  du 
triangle  sphérique  considéré,  on  voit  que  les  deux  tangentes 
en  i  aux  deux  arcs  IB  et  IG,  portions  du  même  arc  BG,  sont  à 
la  fois  coïncidantes  et  symétriques  par  rapport  à  ce  plan, 
mais  hors  de  ce  plan  ;  elles  forment  donc  une  perpendiculaire 
à  ce  plan  qui  est  celui  de  Tare  de  grand  cercle  AI;  donc  enfin 
dans  le  triangle  sphérique  isocèle  Tare  AI  qui  joint  le  sommet 
au  milieu  de  Tare  de  base  e.^t  perpendiculaire  à  cette  base. 

2.  Propriété  du  triangle  sphérique  dont  deux  angles  sont 
égaux,  —  Soit  O  le  centre  de  la  sphère.  Gonsidérons  d'abord 
le  cas  d'un  triangle  sphérique  ABG  (fig.  60)  dont  les  angles 
en  B  et  G  sont  droits;  A  est  alors  un  pôle^  de  Tare  de  grand 
cercle  BG,  c'est-à-dire  que  le  rayon  OA  est  perpendiculaire 
au  plan  BOG  (théorie  du  dièdre),  les  arcs  AB  et  AG  égaux 
chacun  à  un  quadrant*  sont  égaux.  Soit  II  le  milieu  de  BG, 


'  pôle  d'un  cercle  de  la  sphère  :  point  où  l'axe  du  cercle  perce  la  surface  sphérique. 
'  quadrant  ou  quart  de  la  circonférence  d'un  grand  cercle. 
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Tare  AH  est  dans  le  plan  de  symétrie  des  figures  planes  BOA 
et  COA,  soit  D  un  point  quelconque  de  l'arc  AH  ;  joignons 

OD,  D  est  à  lui-même  son  symé- 
trique, B  et  C  sont  symétriques  par 
rapport  au  plan  ADHO,  les  angles 
plans  DOB  et  DOC  symétriques  sont 

égaux,  donc  les  arcs  BD  et  DC  sont 

/\ 
égaux  et  les  angles  sphériques  DBG 

/\ 
et  DCB  sont  égaux. 

Il  n  y  a  d'ailleurs  à  partir  du  som- 
met C  qu'un  arc  de  grand  cercle  fai- 
Fig.  «0.  sant  avec  Tare  de  grand  cercle  BG 

et   d'un   côté  de   cet   arc  un   angle 
sphérique  donné,  comme  le  montre  la  notion  du  dièdre. 

GoNSÉQUENCK.  —  Si  (fig.  61)  un  triangle  quelconque  sphé- 
rique A'BG  a  ses  angles  en  A  et  G  égaux,  Tangle  DBG  étant 
par  exemple  aigu,  nous  considérerons 
le  pôle  A  de  Tare  BG  qui  est  dans  le 
même  hémisphère  que  A',  soit  H  le 
milieu  de  Parc  BG  et  D  le  point  où  Tare 
BA'  coupe  AH.  Joignons  D  à  G  par  un 
arc  de  grand  cercle,  les  arcs  DC  et  A'G 
feront  au-dessus  de  BG  un  angle  égal  à 
Tangle  DBH;  donc  ces  arcs  DC  et  A'G 
coïncideront.  Donc  A'  devant  coïncider  Fig.  ei. 

avec  D,  on  aura  bien  arc  A'G  =  arc  A'B. 

Ainsi,  un  triangle  sphérique,  qui  a  deux  angles  égaux,  aura 
aussi  égaux  les  côtés  opposés  à  ces  angles. 

^  3.  —    Triangle  sphérique  propre  qui  a 

deux  angles  inégaux,  —  Théorème.  — 
Dans  un  pareil  triangle  sphérique  les  cô- 
tés opposés  à  ces  angles  sont  inégaux  et 
dans  le  même  ordre  de  taille. 

Du  sommet  B  du  plus  grand  des  deux 

Fig.  62.  angles  (fig.  62)  traçons  Tare  de  grand  cercle 

Bl  qui,  dans  le  triangle  fait  avec  le  côté 

BG  commun  aux  deux  angles  un  angle  égal  au  plus  petit  des 

deux  angles  comparés  dont  le  sommet  est  en  G,  cet  arc  coupe 
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le  côté  AC  en  I  ;  le  triangle  équiangle  IBG  est  alors  isocèle  et 

arc  BI  =  «rc  IC. 

Or  le  triangle  propre  AIB  donne  : 

arc  AB  <  arc  AI  -|-  arc  IB 

c'est-à-dire 

arc  AB  <  arc  Aï  -{-  *rc  IC 
OU  enfin 

arc  AB  <^  arc  AC. 

Ce  qui  démontre  le  théorème  énoncé. 

On  va  établir  la  réciproque  de  cette  proposition. 

4.  —  Triangle  sphérique  qui  a  deux  côtés  inégaux,  —  Soient 

(sans  figure)  a  et  6  les  côtés  inégaux  ;  A  et  B  les  angles  res- 
pectivement opposés  à  ces  côtés;  je  dis  que  le  fait  :  a  <  A  va 

entraîner  le  fait  :  A  <  B. 

En  effet  des  trois  seules  hypothèses  possibles 

lo  A  >  B  ;       2o  A  =  B  ;       3o  A  <  B 

la  première  entraînerait  (V;  II,  3)  a  >  6  ;  la  seconde  exige- 
rait (V;  II,  2)  que  a=:b\  la  troisième  hypothèse  subsiste  donc 
seule  et  la  démonstration  est  achevée. 

5.  —  Comparaison  de  ces  théorèmes  avec  les  théorèmes  analogues 
du  plan,  —  En  comparant  les  propositions  qui  précèdent  et  leurs 
analogues  dans  le  plan  (Chapitre  III)  le  lecteur  aperçoit  la  raison 
des  changements  nécessaires  dans  les  étapes  des  démonstrations. 
Nous  avions,  avec  les  propriétés  admises  pour  la  droite,  adopté  et 
justifié  pour  cette  série  de  propositions  le  point  de  départ  sui- 
vant : 

L'angle  extérieur  d'un  triangle  dépasse  Tun  et  Tautre  des  deux 
angles  du  triangle  qui  n'ont  pas  même  sommet  que  Tangle  exté- 
rieur considéré. 

Or  cette  proposition,  on  le  voit  aisément,  est  fausse  pour  les 
triangles  sphériques  ;  exemple:  ceux-ci  peuvent  avoir  deux  angles 
droits  et  un  troisième  angle  supérieur  à  1  droit. 

En  revanche  nous  possédions  pour  les  triangles  sphériques, 
images  des  trièdres,  cette  proposition  qu'un  côté  du  triangle  est 
plus  petit  que  la  somme  des  deux  autres. 
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De  là  ce  changement  dans  la  marche  suivie;  les  angles  sphé- 
rîques  ne  sont  plus  superposables  sur  eux  mêmes  par  retourne- 
Hïetit,  et  les  raisonnements,  qui  pour  le  plan  employaient  le  re- 
tournement, sont  remplacés  sur  la  sphère  par  les  raisonnements 
qui  invoquent  les  propriétés  de  la  symétrie. 

Ces  remarques  se  vérifieront  encore  dans  la  théorie  des  perpen- 
diculaires et  des  obliques  sphériques  que  nous  allons  résumer 
succinctement. 


III.  —  Perpendiculaires  et  obliques  sur  la  sphère. 


Ktant  donnés  sur  la  sphère  (sans  figure)  un  arc  de  grand  cercle 
XY  et  un  point  A  hors  de  cet  arc,  nous  distinguerons  deux  cas  : 
1"  nu  bien  A  est  un  pôle  de  XY  :  2°  ou  bien  A  est  distinct  des 
pAl^^s  de  XY  ;  en  nous  rappelant  les  propriétés  de  la  projection 
d^irie  droite  sur  un  plan  (chapitre  II)  nous  voyons  que  dans  le  cas 
V  Irtus  les  arcs  de  grand  cercle  joignant  A  aux  divers  points  de 
XY  sont  égaux  à  un  quadrant  et  tous  perpendiculaires  à  XY  ;  au 
contraire  dans  le  second  cas  on  obtient  Tare  perpendiculaire  à 
XY  et  passant  par  A  en  joignant  ce  point  à  Tun  ou  l'autre  pôle 
(1.*  XY. 

l/arc  ainsi  obtenu  est  unique  mais  il  a  deux  pieds  :  (fîg.  63)  le  pied 
Il  tni  le  pied  K;  l'un  d'eux  H  est  à  une  distance  tic  A  moindre 
qu*nii  quadrant.  Nous  allons  voir  que  cette  distance  AM  est  la  plus 
courte  distance  sphérique  de  A  aux  divers  points  de  XY  ;  compa- 
rons l'arc  AU  à  l'arc  oblique  AM  prolongeons  AH  d'une  longueur 

égale  au-dessus  de  XY'  et  joi- 
gnons A'  et  M  par  un  grand  arc; 
le  triangle  AA'M  est  un  triangle 
propre  et 

arc  AA'  <  arc  AM  -|-  arc  A'M 

les  arcs  AM  et  A'M  sont  égaux 
comme  symétriques  par  rapport 
au  plan  du  cercle  XY,  donc 


ou 


Fig.  63. 


2  arc  AH  <  2  arc  AM 
arc  AH  <^  arc  AM  . 


Soient  (fîg.  63)  AM  et  AN  deux  obliques  aboutissant  du  même  côté 
de  li  et  telles  que  HM  et  HN  soient  tous  deux  moindres  que  2  qua- 
drants. Soit  alors  arc  HM  <  arc  HN. 
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Le  triangle  AMA'  est  intérieur  alors  au  triangle  propre  ANA' 
or  soient  (fig.  64)  deux  tels  triangles;  prolongeons  l'arc  AM  jus- 
qu'en J  sur  A'N;  par  les  deux  triangles  sphériques  partiels  on  a  : 

arc  AM  -|-  arc  MJ  -<  arc  AN  -f*  *rc  NJ 
arc  A'M  <  arc  MJ  -f  arc  JA  ; 

d'où,  en  ajoutant  ces  égalités  membre  à  membre  : 

arc  AM  -f*  «rc  MA'  •<  arc  ^N  -|-  arc  NA', 

en  appliquant  ceci  à  la  figure  (>3,  nous  abouti- 
rons à  la  conclusion  :  h 

2  arc  AM  <  2  arc  AN  .        ou  à  :        arc  AM  <  arc  AN  ; 


Fig.  M. 


donc,  de  2  obliques  sphériques  qui  s'écartent  inégalement  du  pied 
propre  de  la  perpendiculaire  celle  qui  s'écarte  le  plus  est  la  plus 
grande. 

Propriété  des  obliques  réduites.  —  Triangles  réduits.  —  Nous 
considérons  d'abord  (fig.  65)  les  obliques  dont  les  pieds  s'écartent 
de  moins  d'un  quadrant  du  pied  de  la  plus  courte  distance;  consi- 

dérons  d'abord  deux  telles  obli- 
ques AM  et  AN,  situées  dans  un 
même  hémisphère  par  rapport  à 
AH;  soit  arc  HM  <  arc  HN  et  soit 
AM'  l'arc  symétrique  de  AM  par 
rapport  au  plan  de  l'arc  AH;  arc 
AM  <  arc  AN  ;  donc  :  arc  AM'  <[  arc 
AN;  donc,  dans  le  triangle  propre 

M'AN  angle  A^'H  >  angle  aIsM; 
donc,  en  revenant  au  triangle  AMN, 

angle  extérieur  en  M  <  angle  ANM. 
Remarque.  —  On  étendra  aisé- 
ment cette  propriété  à  tout  triangle 
sphérique  réduit^  c'est-à-dire,  dont  les  trois  côtés  sont  moindres 
qu'un  quadrant. 

Petits  cercles  sur  la  sphère.  —  Le  rayon  sphérique  d'un  petit 
cercle  de  la  sphère  sera  la  distance  sphérique  de  l'un  des  pôles  à 
un  point  quelconque  du  petit  cercle;  dans  ce  qui  suit  nous  pren- 
drons pour  pôle  celui  des  pôles  pour  lequel  le  rayon  sphérique 
est  moindre  qu'un  quadrant. 

La  remarque  faite  tout  à  l'heure  sur  l'angle  extérieur  des  tri- 
angles sphériques  réduits  nous  permettra  de  démontrer  à  l'égard 
des  petits  cercles  de  la  sphère  les  mêmes  théorèmes  de  continuité 
que  ceux  établis  pour  les  cercles  du  plan  ;  en  considérant  ainsi 
les  pôles  propres  et  les  rayons  propres  des  petits  cercles  de  la 


Fig.  65. 
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sphère,  nous  aurons  alors  pour  les  positions  mutuelles  de  deux 
petits  cercles  de  la  surface  sphérique  les  mêmes  critères  que  pour 
les  cercles  du  plan  (voir  chapitre  IV). 


IV.  —  Quelques  propriétés  spéciales  aux  triangles 
sphériques,  leurs  aires  comparées. 


1**  Le  fuseau  sphérique  et  la  notion  d'aire  sphérique.  — 
Les  Puseaiix  sphériques  de  même  angle  sont,  au  moins  d'une 
manière,  superposables;  ils  représentent  des  étendues  ou 
aires  sphériques  mesurables  et  comparables  entre  elles 
comme  les  angles  des  fuseaux  considérés. 

D'autre  part  si  on  partage  un  fuseau  en  deux  portions  par 
un  plan  perpendiculaire  à  Tarête  du  fuseau  on  obtient  deux 
triangles  sphériques  bi-rectangles  symétriques 
et  isocèles  admettant  un  mode  de  superposi- 
tion indiqué  par  la  figure  66. 

L'aire  du  fuseau  est  alors  double  de  Taire 
de  l'un  ou  l'autre  de  ces  triangles. 

Nous  appellerons  aires  sphériques  équiva^ 
lentes  :  des  aires  qui  sont  composées  de  por- 
tions  superposables  en  correspondance  dans 
les  deux  figures. 

Si  on  prend  comme  unité  d'aire  l'aire  du 
triangle  sphérique  trirectangle  qui  est  la  hui- 
tième portion  de  la  sphère,  l'aire  d'un  fuseau 
sera  évidemment   mesurée   par   deux  fois   le 
nombre  qui  mesure  son  angle  comparé  à  l'angle  droit. 

2®  Théorème.  — Deux  triangles  sphériques  symétriques  sont 
équivalents.  —  Si  on  élève  sur  deux  côtés  d'un  triangle  sphé- 
rique, et  en  leurs  milieux,  dos  arcs  de  grand  cercle  perpendi- 
culaires respectivement  à  ces  côtés,  le  point  1  (sans  figure) 
où  ces  arcs  se  coupent  est  à  des  dislances  sphériques  égales 
des  trois  sommets,  il  appartient  donc  à  Tare  de  grand  cercle 
perpendiculaire  au  troisième  côté  en  son  milieu. 

Soient  (fig.  67,  en  haut)  ABC  et  A'B'C  deux  triangles  sphé- 
riques symétriques,  le  point  V  symétrique  du  point  I  de  Tun 
sera  évidemment  à  distances  sphériques  égales  des  trois  som- 


Fig.  66. 
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Fig.  C7. 


mets,  puisque  les  élémenls  plans  correspondants  des  figures 
symétriques  sont  égaux. 

Pour  la  même  raison  les  distances  sphériques  AI,  AH,  BH, 
HG  sont  respectivement  égales  à  leurs  symétriques,  arcs  AT, 
arc  A'H',  arc  B'H',  arc 
H'C;  d'où  résulte  que 
si  le  point  I  est  intérieur 
à  ABC,  r  sera  intérieur 
à  A'B'C,  et  que  si  le 
point  1  est  dans  l'angle 

ABC  et  de  l'autre  côté 
de  AC  que  B,  la  posi- 
tion de  r  à  l'égard  des 
éléments  symétriques 
A'B'C  sera  la  même  que 
la  disposition  précé- 
dente, quoiqu'avec  une 
orientation     différente. 

Le  triangle  sphérique  considéré  est  alors  la  somme  de  trois 
portions  additives  ou  la  somme  de  deux  portions  positives 
diminuée  d'une  portion  soustractive  ;  ces  portions  sont  iso- 
cèles^ et  par  conséquent  admettent  un  mode  de  superposition 
avec   leurs   symétriques,   d'où   résulte   enfin   que   les   deux 

triangles    sphériques    ABC    et 
A'B'C  sont  bien  équivalents. 

3**  Mesure  de  l'aire  d'un  tri- 
angle sphérique.  —  En  prolon- 
geant (fig.  68)  les  côtés  AC  et 
CB  jusqu'aux  points  A'  et  B'  où 
ils  recoupent  respectivement  le 
côté  AB  prolongé,  on  partage 
toute  une  moitié  de  la  sphère 
en  quatre  triangles  :  ACB,  et  les 
trois  triangles  (1),  (2),  (3).  Avec 
l'unité  d'aire  adoptée  la  demi- 

sphère  vaut  4  unités;  soient  A, 
B^  C  les  angles  du  triangle  sphérique  considéré,  le  triangle 
(1)  vaut  le  fuseau  B  moins  le  triangle  ACB  ;  le  triangle  (2) 


Fig.  68. 


/\  /\ 
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vaut  le  fuseau  A  moins  le  triangle  ACB;  le  triangle  (3)  vaut 
le  fuseau  C  moins  le  symétrique  A'G'B'  du  triangle  ACB, 
d'ailleurs  écpiivalent  à  ce  dernier;  chaque  fuseau  étant  me- 
SLiré  par  2  fois  son  angle  mesuré  lui-même  avec  Tangle 
droit,  nous  aurons,  par  la  décomposition  de  Thémisphère 
rî-dessus  délinie, 

(2A  —  ain^  ACB)  +  (2B  —  aire  ACB)  -f  (2C  —  aire  ABC)  -f  aire  ACB  =  4 

d'où  : 

HÎre  ABC  =  (A  -f  B  -f  C  —  2)  droits. 

C*est-a-dîre  : 

TrtKïiRKMB»  —  L'aire  d'un  triangle  sphérique  est  mesurée 
par  Vexcès  sur  deux  droits  de  la  somme  de  ses  angles;  c'est 
ce  qu'on  nomme  l'excès  sphérique  du  triangle. 


CHAPITRE  VI 

(i^lat/iéfrfr  qualitative  de  la  sphère.  —  Déplacements  de 
pivotement  dun  corps  solide. 

iÏH  s'ftrrrte  In  géométrie  qualitative  ?  Oii  commence  la  géométrie 

métrique  ? 

L  —  Triangles  sphériques  supplémentaires  et  trièdres  associés. 

En  rornpnrant  les  aires  des  triangles  sphériques  situés 
sur  une  même  surface  sphérique,  nous  avons  reconnu  que 
la  soruMif^  tien  trois  angles  d'un  triangle  sphérique  surpasse 
deux  angles  droits  par  un  excès  dont  la  valeur  est  propor- 
tionnelle à  l'aire  du  triangle  ;  cet  excès  est  ce  qu'on  appelle 
Textes  sphérique  du  triangle. 

Ou  peut  !siî  proposer  d'établir  directement  l'existence  de 
cet  excès  sphérique  soit  sur  le  triangle  sphérique,  mais  sans 
passer  par  hi  notion  d'aire,  soit  sur  l'angle  trièdre  dont  le 
triangle  eîst  Timage. 

Cest  cette  dernière  méthode  que  nous  suivrons. 

iNouH   allouB   définir  d'abord    les  trièdres  réciproques  ou 
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associésy  dont  les  images  sphériques  seront  deux  triangles 
dits  polaires  ou  supplémentaires. 

Envisageons  (fig.  69)  un  trièdre  de  sommet  S  et  dont  les 
arêtes  sont  les  trois  demi-droites  SA,  SB,  S(^  Par  S  élevons 
une  droite  perpendiculaire  à  la 
face  BSC  du  trièdre,  et  nous  au-  a\ 
rons  soin  de  la  tirer  du  même  côté 
de  cette  face  que  celui  où  se  trouve 
l'arête  SA,  nous  obtenons  ainsi  la 
demi-droite  SA';  en  répétant  cette 
construction  pour  chaque  face, 
nous  formons  un  nouveau  trièdre 
de  sommet  S  et  dont  les  arêtes 
sont  SA',  SB',  se. 

Ces  deux  trièdres  sont  dans  une 
corrélation  telle  que  toute  face  de  Tnn  orientée  par  rapport  à 
Tarête  opposée,  engendre  une  arête  correspondante  du  se- 
cond trièdre;  on  les  appelle  deux  trièdres  associés  ou  réci- 
proques ou  encore  :  deux  trièdres  supplémentaires  ;  ces  dé- 
signations se  rattachent  à  des  propriétés  aussi  simples  que 
remarquables  que  nous  allons  maintenant  établir. 

1®  Le  mode  d'association  des  deux  trièdres  est  réciproque. 
Faisons  d'abord  la  remarque  suivante  qui  est  une  vérité  de 
la  Palice  :  considérons  un  assemblage  de  deux  demi^droites 
(fig.  70)  tirées  par  un  point  O  d'un  plan  F, 
et  dont  Tune  D  est  perpendiculaire  à  ce 
plan;  ces  demi-droites  seront  d'un  même 
côté  du  plan  P  ou  bien  de  part  et  d'autre 
de  ce  plan  suivant  que  l'angle   de   ces 
demi-droites  sera  aigu  ou  obtus;  la  re- 
marque   se   justifie    immédiatement    en 
considérant  l'intersection  OU  du  plan  P 
avec  le  plan  passant  par  les  droites  données. 

Dès  lors,  revenons  à  nos  deux  trièdres  associés  (fig.  69). 
L'arête  SB'  a  été  conduite  perpendiculaire  au  plan  ASC  ; 
l'arête  SC  a  été  menée  perpendiculaire  au  plan  ASB  ;  en 
particulier  SB'  et  SC  sont  l'une  et  l'autre,  perpendiculaires 
à  SA  ;  SA  est  donc  une  droite  perpendiculaire  à  la  face  B'SC 


fFig.  70. 


Digitized  by 


Google 


404 


ANDRADE 


et  eomme  Tangle  A'SA  est  aigu,  SA  sera  perpendiculaire  à 
In  tace  B'SC  et  du  uièrtie  côté  de  cette  face  que  SA'. 

Ainsi  le  premier  trièdre  dérive  du  second  trièdre,  comme 
le  second  dérivait  du  premier. 

2*  Dans  le  trièdre  d'arêtes  SA,  SB,  SC,  considérons  le 
dièdre  d'artVte  SC  ;  et  (fig.  71)  soient  tracées  :  la  droite  SA' 
perpendiculaire  orientée  à  la  face  CSB  et  la  droite  SB'  per- 
peniliculaire  orientée  à  la  face  CSA  de  ce  dièdre.  Soit  XSY 
l'angle  recliligne  do  ce  dièdre  ayant  S  pour  sommet.  Pour 
fixer  les  idées  supposons  XSY  aigu,  en  ce  cas  : 

^  /\         ^  /\ 

!«'  =  A'SY  =  XSY  -f  A'SX  ; 

et  de  même  : 

/\         /\         /\ 
!«'  =  B'SX  =  XSY  -f  YSB'  ; 

ces  égalités  se  lisent  dans  le  plan 
du  recllligne  du  dièdre;  ajoutons 
ces  égalités  membre  à  membre,  on 
aura  : 

/\  /\         /\  /\ 

2*'  z=  XSY  4-  (A'SX  -f  XSY  -f  YSB'J 

Fli.  71,  =  x'sV  -f  A^B'  . 

Ainsi  une  face  du  trièdre  associé  est  le  supplément  de 
l'angle  dièdre  corre.^ pondant  qui  a  pour  arête  Taréte  du  triè- 
dre primitif  associée  à  cette  face  du  second  trièdre, 

Noui^etles  propriétés  des  trièdres  déduites  de  la  notion  des 
trièdres  associés.  —  Soient  :  a,  6,  c,  les  faces  et  A,  B,  C,  les 
dièdres  d'un  trièdre T,  opposés  à  ces  faces;  soient  :  a\b\  c\ 
les  faces  et  A',  B'X',  les  dièdres  du  trièdre  T'  associés  à  T  ; 
d'après  la  propriété  <léjà  établie,  et  d'après  la  réciprocité  de 
rassociation  des  deux  trièdres  on  a  : 

a  c=  2*  -    A'.  A  =  2^  —  a\ 

If  =  2*  — B',  B  =  2^  —  b\ 

c  —  2^  —  C,  C  =  2^  — c'. 

Or  dans  le  trièdre  T'  on  a  : 

fl'  -1-  ^'  -I»  c'  <  4'»'  : 
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Or  des  égalités  précédentes  on  déduit  : 

A  -I-  B  -h  C  =  6«»'  —  (fl'  -h  />'  -h  c')  , 
c'est-à-dire  : 

A  -h  B  -f  c  >  e*»'  —  4*'  ou  2*'  . 

Nous  retrouvons  ainsi  l'existence  de  l'excès  sphérique, 
comme  propriété  corrélative  du  théorème  du  parapluie. 
(Chap.  III.) 

Cherchons  de  même  un  théorème  corrélatif  du  théorème 
qui  montre  toute  face  d'un  trièdre  plus  petite  que  la  somme 
des  deux  autres  ;  soit  a'  la  plus  grande  face  du  trièdre  T' on  a  : 

a'  <  ^'  _|-  c' 
ou  en  vertu  des  égalités  précédentes  : 

2— A<2  —  B-f2  —  C      ou      A-f2>B-fC. 

Ainsi  :  dans  un  angle  trièdre  le  plus  petit  dièdre  augmenté 
de  deux  droits  dépasse  la  somme  des  deux  autres  dièdres. 

Remarque.  —  Le  théorème  sur  l'excès  sphérique  peut 
encore  s'énoncer  ainsi  : 

Dans  un  triangle  sphérique^  un  angle  extérieur  est  plus 
petit  que  la  somme  des  angles  intérieurs  qui  n'ont  pas  même 
sommet  que  lui. 

II.  —  Le  problème  du  dallage  de  la  sphère. 

Nous  appelons  polygone  sphérique  convexe  une  portion 
de  la  sphère,  limitée  par  des  arcs  de  grand  cercle,  mais  située 
tout  entière  dans  une  même  hémisphère  bornée  par  chaque 
côté  du  polygone  prolongé  en  circonférence  entière  de  grand 
cercle. 

On  voit  sans  peine  que  si  .on  considère  un  polygone  con- 
vexe régulier,  c'est-à-dire  ayant  ses  angles  égaux  entre  eux 
et  ses  côtés  égaux  entre  eux,  les  sommets  de  ce  polygone 
seront  tous  situés  sur  un  même  petit  cercle  dont  le  pôle  sera 
dit  un  pôle  du  polygone. 

Problème.  —  Quels  sont  les  polygones  réguliers  sphériques 
convexes  que  l'on  peut  reproduire  et  réunir,  contigus  par 
côtés  et  par  sommets,  de  manière  à  recouvrir  toute  la  snr- 

L'EnscignemcDt  malhëm.,  10*  année;  1908.  27 
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face  de  la  sphère^  sans  répétition  ni  lacune  ?  end*  dnxires  termes 
quels  sont  les  polygones  réguliers  convexes  aptes  à  daller  la 
surface  de  la  sphère?  Désignons  par  jt  le  nombre  des  poly- 
gones réuni!^  autour  d'un  même  sommet  ou  natud  du  réseau 
de  dallage,  x  angles  contigus  formant  4  angles  droits,  cha- 

que  angle  du  polygone  vaut  -  droits.  D'autre  part,  soit  y  le 

nombre  des  côtés  de  chaque  polygone,  ou  dalle.  Du 
pôle  de    chaque    dalle,    on  verra  chaque   côté    de  la    dalle 

sôufi  un  an^Ie  sphérique  égal  à-  droits;  le  triangle  isocèle 

qui  a  pour  sommet  ce  pôle  et  pour  base  un  côté  de  la  dalle  a 

un  edxh  spfiérique  égal  à  -  H 2  droits. 

Ce  nombre  mesure  la  surface  sphérique  de  la  y'"*  partie  de 
la  dalle  quâud  on  prend  comme  unité  le  triangle  trirectangle 

(lui  vaut  le  -  de  la  sphère;  avec  cette  unité  Taire  d'une  dalle 

est  donc  [^  -^  -:  —  '^)  y^  dès   lors,    si   nous   nommons  z  le 

Tjuinbrt*  des  dalles  dont  l'ensemble  recouvre  la  sphère,  on 
Burn  cftire  les  trois  nombres  entiers  x,  y  et  z  la  relation  : 


a^h^>— 


que  nous  pourrons  écrire  ainsi  : 

(t)  l^l-L^l      ; 

te  problème  du  dallage  sphérique  revient  donc  à  trouver 
tous  les  nombres  entiers  x^  y,  z  unis  par  cette  relation,  ou 
comme  on  dit  encore  à  résoudre  l'équation  (1)  en  nombres 
entiers. 

Ce  probli'*tne  d'arithmétique  est  d'ailleurs  très  facile;  nous 
nous  rontetiterons  ici  d'en  énoncer  les  solutions,  qui  sont 
au  nombre  île  cinq,  savoir  : 

!«••  solution  :  arrrS,  r  =  «^t  s=  ^ 
2n»e  solution  :  x=:3,  j=:4,  z=:  6 
3n>«  solution  :  x='S,  y=:b,  s  =  12 
4"»«  solution  :  a:=  4,  T  =  3,  c=r  8 
5««  solution  :  T  =  5,^=3,  5  =  20. 
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Ces  cinq  modes  de  dallages  sphériques  font  évidemment 
connaître  aussi  cinq  solides,  limités  par  des  polygones  régu- 
liers qui  sont  réunis  par  leurs  côtés  et  assemblés  par  angles 
polyèdres  réguliers  ;  ces  solides,  nommés  polyèdres  réguliers 
convexesy  ont  tous  leurs  sommets  situés  sur  la  surface  sphé- 
rique  que  l'on  a  envisagée. 

III. — Triangles  sphériques  et  rotations  successives  d'un  solide. 

Glissement  sphirique.  —  Quand  un  corps  solide  reste  cloué 
par  un  point  fixe  O  et  qu'il  se  meut,  ce  mouvement  se  nomme 
un  mouvement  àe  pivotement  ;  une  portion  du  solide  qui  est 
à  un  instant  sur  une  surface  sphérique  ayant  le  point  O  comme 
centre  demeurera  sans  cesse  sur  la  surface  de  cette  même 
sphère.  Comme  trois  points  définissent  un  solide,  on  peut 
dire  que  le  mouvement  de  pivotement  équivaut  au  glissement 
d'une  figure  sphérique  sur  sa  sphère. 

1"  Effet  de  deux  rotations  successives.  Soient  marqués  sur 
la  sphère  considérée  les  pôles  de  deux  rotations  successives; 
sans  doute,  pour  chaque  rotation  on  pourrait  hésiter  entre 
deux  pôles,  mais  nous  adopterons  le  i 

pôle  sur  lequel  un  observateur  mar- 
chant sur  la  sphère,  étant  posé  tête 
hors  la  sphère,  verrait  s'accomplir 
la  rotation  considérée  dans  un  sens  Fig.  7a. 

déterminé  par  rapport  à  sa  gauche  et 

à  sa  droite  ;  A  (fig.  72)  est  le  point  de  la  sphère  fixe  qui  va 
être  le  pôle  de  la  première  rotation;  B  est  le  point  de  la 
sphère  fixe  qui  va  être  le  pôle  de  la  deuxième  rotation. 

On  peut  même  supposer  que  ces  rotations  soient  chacune 
moindre  qu'un  demi-tour,  soit  alors  u  la  rotation  sur  A  vue 
par  l'observateur  posé  sur  le  pôle  A  dans  le  sens  des  aiguilles 
d'une  montre,  soit  de  même  v  la  rotation  également  orientée 
sur  le  pôle  B. 

Nous  nous  proposons  de  construire  un  point  de  la  figure 
sphérique  entraînée  qui  finalement  n'aura  pas  bougé;  à  cet 
effet  joignons  le  premier  pôle  A  au  second  par  un  arc  de 
grand  cercle  AB  moindre  qu'une  demi-circonférence. 
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Faisons  tourner  (fig.73)  Tare  AB  autour  de  A  d'un  angle-^£/, 

mais  en  sens  contraire  du  sens  de  la  rotation  donnée,  nous 
obtenons  sur  Théinisphère  (Ij  un  arc  AX;  faisons  de  même 

tourner  l'arc   BA  autour   du   second   pôle    d'un    angle  -j  v^ 

mais  dans  le  sens  même  de  la  se- 
conde rotation  ;  nous  obtenons 
ainsi  un  arc  BY  allant  encore 
sur  rhémisphère  (1);  les  deux 
arcs  AX  et  BY  se  croisent  sur 
l'hémisphère  (t)  en  un  point  G. 
Le  point  de  la  figure  sphé- 
rique  qui  était  en  G  avant  la 
première  rotation  va  par  cette 
Fig.73.  rotation    venir  en    D,    position 

symétrique  de  G  par  rapport  au 
plan  de  l'arc  AB;  la  seconde  rotation  ramène  le  point  D  en  G. 
G  n'a  donc,  en  définitive,  point  bougé. 

Donc,  le  déplacement  final  du  solide  résulte  d'une  rotation 
autour  de  G  qui  représente  sur  la  sphère  Vaxe  qui  joint 
à  G  le  centre  O  de  la  sphère. 

Ainsi  deux  rotations  dont  les  axes  se  croisent  en  un  point  O 
sont  remplaçables  par  une  rotation  unique  dont  Vaxe  passe 
aussi  par  le  même  point  O. 

Remarque.  —  Si  l'ordre  des  rotations  avait  été  changé, 
mais  si  leurs  grandeurs  et  si  leurs  pôles  sur  la  sphère  fixe 
avaient  été  maintenus,  le  pôle  G  de  la  rotation  unique  rem- 
plaçant les  deux  autres  eût  été  au  point  D. 

Grandeur  de  la  rotation  remplaçante,  —  Soit  (fig.  73)  E  le 
point  symétrique  de  B  par  rapport  au  plan  de  l'arc  AX,  le 
point  E  de  la  figure  sphérique  vient  en  B  par  la  première 
rotation,  de  plus  il  y  demeure  pendant  la  seconde  rotation. 

l5e  là  résulte  que  l'angle  XCB  extérieur  au  triangle  AGB 
représente  la  moitié  i^  w  de  la  rotation  remplaçante  w. 

2®  Théorème.  —  Tout  déplacement  défini  de  pivotement 
sur  un  point  O  peut  toujours  être  réalisé  par  une  rotation 
exécutée  autour  d'un  certain  axe  passant  par  O. 
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En  effet,  une  figure  sphérique  a  toujours  sa  situation  définie 
par  les  situations  de  deux  de  ses  points;  or  le  changement 
des  positions  de  ceux-ci  peut  toujours  être  produit  par  un 
premier  changement  amenant   le    point  P     ?/» 

(fig.  74)  en  sa  position  finale  P',  suivi  d'une     |.^*- •*•- 

rotalion  convenable  autour  du  pôle  P',  qui     !  .ç, 

laisse  la  droite  OP'  invariable.  *         ^.    ,. 

Fig.  74. 

Le  premier  changement  peut  être  réalisé 
par  une  rotation  convenable  exécutée  autour  d'un  pôle  I  ap- 
partenant à  Tare  de  grand  cercle  perpendiculaire  à  Tare  PP' 
en  son  milieu,  et  ceci,  même  d'une  infinité  de  manières.  Le 
déplacement  final  de  la  figure  est  donc  produit  par  une  pre- 
mière rotation  autour  de  I  suivie  d'une  seconde  rotation  au- 
tour de  P'  ;  or  nous  venons  de  voir  que  ces  deux  déplacements 
successifs  peuvent  être  remplacés  par  une  rotation  unique, 
et  le  théorème  est  démontré. 

Remarques.  —  Il  est  d'ailleurs  bien  évident,  d'après  la 
définition  de  la  ligne  droite,  et  les  propriétés  des  trames, 
que  deux  rotations  autour  de  deux  axes  concourants  ne 
s'équivalent  que  si  elles  sont  exécutées  autour  d'un  même 
axe.  D'où  la  conséquence  suivante  : 

Autre  remarque.  —  Si  le  pôle  A  est  donné,  le  lieu  des  axes 
des  secondes  rotations  qui  produisent  après  une  rotation  de 
pôle  A  un  pivotement  total  donné  est  un  plan,  c'est  le  plan 

du  grand  cercle  qui  fait  en  C  avec  l'arc  CX  (fig.  73)  l'angle 

déterminé  ^  w. 

IV.—  Fin  de  la  Géométrie  qualitative.  Prévision  de  la  Géométrie 

métrique. 

Un  triangle  plan  ou  un  triangle  sphérique,  image  d'un 
trièdre,  renferment  6  éléments  :  3  côtés  et  3  angles;  notons 
seulement  que  dans  un  triangle  sphérique  les  mots  côtés, 
appliqués  aux  arcs  de  cercle  qui  forment  les  côtés,  désignent 
en  réalité  :  les  angles  au  centre  de  la  sphère  dont  ces  arcs 
sont  les  images,  ou  encore  les  faces  du  trièdre  correspondant 
au  triangle  sphérique. 
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Aux  trois  cas  généraux  d'égalité  des  triangles  plans  cor- 
respondent, on  le  vérifie  bien  aisément,  trois  cas  A'égalité 
ou  symétrie  des  triangles  sphériques.  Exemple  :  si  deux 
triangles  sphériques  ont  un  angle  égal  compris  entre  deux 
côtés  égaux  chacun  à  chacun,  Tun  des  triangles  est  ou  bien 
égal  à  l'autre  ou  égal  à  un  symétrique  de  Fautre. 

Or,  ces  divers  cas  d'égalité  nous  montrent  que,  aussi  bien 
dans  les  triangles  sphériques  que  dans  les  triangles  plans, 
les  six  éléments  d'un  triangle  solide  dépendent  de  trois 
d'entre  eux,  puisque  trois  d'entre  eux  permettent  de  cons- 
truire le  triangle  ou  son  symétrique.  Il  doit  donc  exister  un 
moyen  de  calculer  ou  de  construire  les  grandeurs  de  trois 
des  éléments  du  triangle,  connaissant  les  trois  autres. 

Ces  constructions  ou  ces  calculs  seront  l'objet  du  second 
livre  de  la  géométrie  naturelle,  elles  formeront  la  géométrie 
quantitative  ou  métrique. 

Noua  terminons  ici  le  premier  livre,  et  nous  pourrons  le 
résumer  en  disant  qu'il  comprend  essentiellement  : 

1®  La  notion  des  deux  mouvements  fondamentaux  d'un 
solide:  rotation  autour  d'une  droite;  translation  avec  gui- 
dage plan  autour  d'une  droite  qui  est  l'axe  de  la  translation. 

2**  L'ajustage  ou  la  correspondance  des  figuras  égales. 

3**  La  symétrie. 

C'est  ce  qu'on  peut  encore  appeler  la  Géométrie  qualitative. 
Elle  doit  être  enseignée  avec  des  modèles  de  solides  et  de 
mouvements. 

J.  Andrade  (Besançon). 

P. -S.  —  Remarques,  —  1.  Bien  que  l'exposé  didactique  du  pre- 
mier livre  de  la  géométrie  nouvelle  soit  achevé,  je  rappellerai  aux 
lecteurs  de  cette  Revue  que  le  second  livre  ou  la  géométrie  mé- 
trique a  été  approfondi  ici  même  dans  mon  article  intitulé  «  Les 
fonctions  angulaires  dans  la  géométrie  de  l'ajustage  »  (8*^  année, 
p.  257-281).  Cet  article  pourra  être  aisément  et  considérablement 
allégé  en  vue  d'un  enseignement  élémentaire  qui,  à  mon  avis,  doit 
rester  euclidien  (en  ce  sens  qu'on  adoptera  avec  Euclide  le  phé- 
nomène de  la  similitude),  mais  qui  néanmoins  doit  faire  sentir, 
même  au  débutant,  que  le  solide  euclidien  pour  être  le  plus  simple 
n'est  pourtant  pas  le  seul,  logiquement  possible,  et  cela  suffira 
pour  une  première  étude  élémentaire. 

IL  Quittons  maintenant  le  domaine  pédagogique.  Voici  une  re- 
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marque  qui  peut  intéresser  les  lecteurs  géomètres;  les  propriétés 
de  retendue  vectorielle  en  géométrie  générale,  telles  que  je  les  ai 
exposées  dans  l'article  précité,  vont  être  éclairées  d'un  nouveau 
jour  par  le  théorème  d'Ampère-Stokes. 

En  effet,  le  vecteur  tourbillon  d'un  vecteur  donné,  correspond  à 
une  distribution  continue  et  même  dérivable;  or,  les  deux  carac- 
tères de  déris^abilité  et  de  continuité,  dont  le  premier  contient 
d'ailleurs  le  second,  ne  sont  pas  essentiellement  euclidiens.  De  là 
l'extension  du  théorème  d'Ampère-Stokes  en  géométrie  générale  ; 
enfin,  cette  extension  nous  donne  immédiatement  et  d'une  ma- 
nière intuitive  le  théorème  suivant  : 

L'espace  euclidien  est  le  seul  dans  lequel  puisse  exister  un  ré- 
seau triple  orthogonal  avec  conservation  de  la  longueur  des  arcs 
correspondants;  en  d'autres  termes,  le  théorème  d'Ampère-Stokes 
nous  montre  de  suite  que  si  l'élément  linéaire  ds  d'un  espace  est 
réductible  à  la  forme  : 

cet  espace  est  nécessairement  euclidien. 

Ce  rapprochement  entre  la  méthode  classique  des  (rfej'et  ma  mé- 
thode çectorielle  pour  l'étude  de  la  géométrie  générale  me  parait 
intéressant  à  sis^naler. 

^  J.A. 


L'IMPORTANCE  DES 

TRANSFORMATIONS  LINÉAIRES  DES  VECTEURS 

DANS  LE  CALCUL  VECTORIEL  GÉNÉRAL 


Une  fois  établi  (et  cela  nous  semble  logique)  que  :  «  l'uni- 
fication des  notations  ifectorielles  doit  être  faite  en  tenant 
compte  des  résultats  auxquels  conduira  l'analyse^  complète 
et  rationnelle^  des  entités  géométriques  et  mécaniques^  de  leurs 
opérations  et  de  leurs  fonctions^  »  nous  croyons  utile  d'indi- 
quer brièvement  Télat  actuel  des  recherches  relatives  à  la 
question,  et  quelles  sont  les  entités  qui  doivent  encore  être 
étudiées  par  rapport  à  leur  théorie  générale  et  à  leurs  appli- 
cations. 

M.  R.  Marcolongo  et  moi,  nous  avons  étudié  *  sous  Tas- 


*  Retidiconti  del  Circolo  matcmatico  di  Paltrnio.  NoU  I,  tomo  XXIII  (!•  sem.  1907)  ;  Nota 
11,  t.  XXIV;  2«  sem.  1907):  NoU  III,  t.  XXIV  :  NoU  IV,  t.  XXV  (!•  sem.  1908)  :  NoU  V  (ed 
oltima),  t.  XXVI  (2*  8«in.  1908). 
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pect  historiquey  scientifiquey  logique  et  pratique,  les  systèmes 
vectoriels  qui  sont  employés  actueflemenl.  Avec  les  entités 
nombre  réel,  point,  vecteur,  et  les  opérations  et  fonctions 
somme  (+),  différence  ( — ),  produit  par  un  nombre  (symbole 
sous-entendu),  produit  interne  (x),  produit  vectoriel  (A)»  f'o- 
talion  dans  un  plan  (e*^),  gradient  (grad),  divergence  (div), 
rotation  (rot),  nous  avons  obtenu  le  système  minimum,  qui, 
les  notations  exclues,  coïncide  avec  le  système  de  Gibbs. 
Par  ce  système  nous  avons  déduit  le  calcul  barycentrique  de 
MôBius  (Note  II),  les  quaternions  de  Hamilton  (Note  III)  et 
les  formations  géométriques  de  Grassmann  (NoteV):  et  ces 
dernières,  sous  une  forme  très  simple,  analogue  à  celle 
donnée  par  M.  G.  Peano,  et  suivie  par  M.  Carvallo  et  par 
d'autres  auteurs.  Nous  avons  aussi  fait  observer  (Note  V)  que 
le  système  minimum  e^i insuffisant.  Il  doit  être  complété  par 
les  transformations  linéaires  des  vecteurs,  nécessaires  pour 
la  résolution  de  plusieurs  questions,  et  par  les  formations 
géométriques  de  Grassmann-Peano,  nécessaires  lorsque  les 
droites,  les  plans,  les  systèmes  de  forces  appliquées  à  un 
corps  rigide,  doivent-étre  considérés  comme  des  entités  au- 
tonomes. Les  barycentres  et  les  quaternions  sont  insuffisants 
dans  ce  but. 

L'interprétation  erronée  des  concepts  et  des  symboles  de 
Hamilton  a  donné  naissance  à  certaines  notations  vecto- 
rielles qui,  sans  Tusage  systématique  des  quaternions,  sont 
inexactes,  impropres  et  inopportunes.  Nous  avons  tâché  de 
démontrer  cela,  M.  Marcolongo  et  moi,  dans  la  Note  III. 

J'ai  encore  examiné  la  question  des  quaternions  dans  ma 
Note  *  «  I  Quaternioni  di  Hamilton  e  il  calcolo  vettoriale  » 
dans  le  but  d'établir  exactement  quelle  est  la  relation  entre 
les  quaternions  et  les  transformations  linéaires,  et  de  mon- 
trer que  le  produit  complet  (détaché  des  vrais  quaternions) 
ne  possède  point  la  vertu  magique  que  quelque  auteur  lui 
attribuait.  Je  rappelle,  ici,  le  principal  résultat  :  les  quater- 
nions forment,  il  est  vrai,  un  système  à  quatre  dimensions, 
mais  ce  système  n'est  pas  linéaire,  dans  la  complète  signifi- 
cation du  mot  «  linéaire  ». 


*  Atti  deU'Âccademia  délie  scitnze  di  Torino,  19«>«. 
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Si  nous  observons  que  dans  plusieurs  questions  de  Physi- 
que et  de  Mécanique  on  rencontre  des  (^raeV^  transformations 
linéaires  ^  qui  ont  6  ou  9  ou  18  dimensions,  il  est  bien  aise 
d'en  déduire  que  les  quaternions  sont  entièrement  insufli- 
sants  pour  établir  un  calcul  mécanique  complet. 

Les  applications  du  système  minimum  que  nous  avons 
données  dans  la  Note  IV,  prouvent  amplement  comment, 
aussi  dans  les  questions  qui  ne  réclament  pas  Fusagc  des 
entités  de  Grassmann,  il  est  bien  plus  simple  de  faire  usage 
des  vecteurs  que  des  quaternions.  Mais  les  études  que  nous 
venons  d'indiquer,  ne  montrent  pas  encore  comment  on 
peut  résoudre  la  question  de  la  composition  des  rotations 
autour  d'axes  qui  ne  sont  point  parallèles^  avec  un  calcul  for- 
mal  aussi  simple  que  celui  qui  résout  les  autres  questions.  Il 
est  bien  connu  que  le  problème  est  résolu  par  les  quaternions 
avec  un  symbole  à  joug.  Il  est  donc  permis  de  douter  que 
Ton  doive  toujours  dépendre  de  la  théorie  des  quaternions 
pour  la  résolution  de  ce  problème  fort  important  en  Géomé- 
trie et  en  Mécanique.  Mais  ce  doute  n'est  point  légitime. 
Pour  les  rotations,  et  en  général  pour  tous  mouvements  des 
systèmes  rigides,  on  peut  faire  usage  des  transformations 
linéaires  des  vecteurs  en  vecteurs,  transformations  nécessaires 
et  qui  ont  un  algorithme  bien  plus  simple  que  celui  des 
quaternions. 

J'indique,  ici,  les  principaux  résultais  en  faisant  usage  des 
notations  que  nous  avons  proposées. 

1.  —  Une  transformation  linéaire  de  vecteurs  en  vecteurs 
ou  bien  une  homographie  vectorielle  a,  est  toujours  décom- 
posable,  et  d'une  seule  manière,  dans  la  somme  de  deux 
homographies  (x^  X,  caractérisée  par  les  conditions 

xxpy  —  yXfAX  =  o.    xx>y  +  yx>x=:0 

vérifiées  quels  que  soient  les  vecteurs  X  ,  y  . 

Nous  appellerons  dilatation  de  o-,  ou  Do- ,  l'homographie  fi  ; 
carjùi  donne,  dans  les  déformations  des  systèmes,  la  dilata- 
tion, ou  vibration,  et  l'ellipsoïde  (de  Lamé)  correspondent. 


*  C  BuRALi-PoRTi,  Àtti  Accad.  Torino  :  Sopra  alcune  operaztont  ppoiettiva  applicabili  noUa 
M«eeaiiica  (19M)  :  Sulle  omografie  vettoriali  (1907)  :  Funxioni  vettoriali  (1907). 
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L'homographie  X  donne  la  rotation  de  la  déformation.  Pré- 
cisément :  il  existe  un  vecteur  u  tel  que,  quel  que  soit  le 
vecteur  x , 

>.x  —  u  A  X  • 

Le  vecteur  u  sera  appelé  secteur  de  a,  ou  Vo- . 
On  a  donc,  identiquement, 

a  =  Da  -j-  (V(j  /\     ou  bien     «ne  =  Dax  -f  (Vo)  /\  x  . 

Si  Da  est  un  nombre  réel  (la  quadrique  de  dilatation  est 
une  sphère)  alors  :  V homographie  (j ,  à  laquelle  on  donne 
comme  champ  d'application  *  le  champ  formé  par  les  vecteurs 
normaux  au  Va ,  est  précisément  le  quaternion  dont  Da  est 
le  scalaire  et  Va  est  le  vecteur;  mais  cette  transformation 
spéciale  n'est  pas  une  homographie. 

Avec  rhomographie  a  il  est  important  de  considérer  la 
conjuguée  de  a,  ou  Ko- ,  définie  par 

Ka  =  Da  —  (V0)  A  • 

L'invariant  troisième  de  a,  ou  invg^,  est  le  nombre  réel 

9\X  /\  (17  X  tw 

u  A  V  X  w 

quels  que  soient  les  vecteurs,  non  complanaires,  u,  v,  W. 

Les  invariants  deuxième  et  premier  de  o-,  ou  invjo-,  invio*, 
sont  définis  par  la  relation 

invg  (j-  -f-  0)  =  jr*  -|-  (inviff)  j'  -f  {uwiC)  Jt  -j-  înv,a 

quel  que  soit  le  nombre  réel  x. 

L'algorithme  général  des  homographies  est  fort  intéressant  ; 
nous  citons  seulement  les  formules  suivantes  *  : 

X  X  <fy  =  y  X  K<Tx 

a  (X  A  y)  =  ('»»v,tj)  X  A  y  —  X  A  ^^  -f-  y  A  ^^ 
u  j  (K<Tx)  A  <i^«y)  j  =  K<x  { (ffx)  A  <^»  j  =  (inva^i  X  A  y  • 


*  Voir  note  p.  412. 

•  M.  Maroolonoo  et  moi,  nous  espérons  publier  prochainement  une  étude  complète  do  U 
théorie  des  homographies  vectorielles  et  de  leurs  applications  à  la  Physique  et  a  la  Méca- 
nique. 
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2.  —  Nous  appellerons  mouvements  vectoriels^,  les  homo- 
graphies a  qui  ne  changent  pas  la  longueur  des  vecteurs, 

Elles  sont  caractérisées  par  la  condition 

<r  (K<y)  =  1 
et  on  a  toujours 

invao  =  ut  I    . 

Si  0",  X  sont  des  mouvem.  vect.^  Xa,  Ka,  o-"*,  sont  aussi  des 
mouvem.  vect.y  et  on  a 

fs  (Va)  r=  -h  Va     selon  que     inv^a  =1     ou     iiiV|a  =  —  1   . 

Les  propriétés  suivantes  sont  fondamentales. 

Si  Vff  ^  0  et  invg^  =  1,  alors  aX  est  le  vecteur  qu'on  obtient 
en  donnant  au  vecteur  x  une  rotation  autour  du  vecteur  ^fj^ 
dun  angle  9  tel  que 

sîn  f  =  mod  Va  .     cos  f  =  «  (inv,a  —   1)  ; 

ainsi  les  «  mouvem.  vect.  »  o-  tels  que  Y^  :^0  et  inv30-=  1, 
sont  des  rotations  autour  du  Vo". 

Si  V(x  =  0  alors  o-*  =  1  et  le  vecteur  x  +  aX  2l  une  direc- 
tion fixe  (qui  ne  dépend  pas  de  x,  mais  varie  avec  a)  ou  est 
parallèle  à  une  orientation  fixe  :  les  «  mouvem.  vect.  »  a  tels 
que  \(T  =  0  ,  sont  des  symétries  par  rapport  à  une  direction 
ou  à  une  orientation  y  selon  que  \nv^v  =1  i  ou  invga  =  —  1. 

Cela  justifie  la  dénomination  mouvement  vectoriel, 

3.  —  Voici  des  applications. 

Soient  :  i,  u  des  vecteurs  unitaires  ;  «  =  ang  (i.  u)  ;  a,  X  les 
rotations  autour  de  i  et  a  des  angles  f ,  ip  . 

Un  calcul  direct,  bien  plus  simple  que  le  calcul  corres- 
pondant avec  les  quaternions,  prouve  que  Xa  est  la  rotation 


^  J'avais  déjà  envo^ré  cet  article  à  VE/is.  Mathém.  lorsque  j'ai  reçu  l'intéressant  mémoire 
de  M.  Mario  Pibri,  La  Geometria  elenuntare  istituita  suUe  nozioni  di  punto  et  sfera  {Ment. 
dette  Soc.  iUU.  dette  Scieme^  série  3',  t.  XV).  Je  préfère  la  nomenclature  |de  M.  Pieri  à  celle 
dont  j'ai  lait  usage  dans  cette  note.  Au  lieu  de  «  mouv.  vect.  1  il  vaudra  mieux  dire  «  iso~ 
mérie  vectorielle  »,  et  tout  simplement  h  isomèrie  •  au  lieu  de  «  mouv.  géom.  •  (n*  4). 
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autour  du  vecteur 

sin  I  cos  ^  1  +  <^os  I  s  in  ^  U  —  sin  ^  siii  ^  l  /\  u  , 

de  l'angle 

!9     .      ^  9  ^    ) 

siu  ^  sin  ^  cos  a  —  cos  '-  cos  ,y  >  ■ 

Si  Q  =  ip  =:  TT ,  c'est-à-dire,  si  o- ,  X  sont  les  symétries  par 
rapport  à  i  et  u,  alors  un  calcul  direct,  fort  simple,  prouve 
que  \  (7  est  la  rotation  autour  de  i  A  ^  de  Fangle  2a  . 

On  parvient  à  ces  résultats  plus  rapidement,  comme  on 
sait,  par  des  considérations  géométriques^,  mais  cela  ne  di- 
minue rimportance  du  calcul  direct  qui,  dans  certains  cas, 
est  nécessaire. 

4.  —  Nous  appelions  mouvement  géométrique^  toute  trans- 
formation linéaire  qui  change  une  forme  géométrique  de 
premier  ordre  de  Grassmann  en  une  forme  du  même  ordre, 
avec  la  condition  de  transformer  points  en  points  et  vecteurs 
en  vecteurs  de  même  module^.  La  forme  générale  d'un 
mouv,  géom,,  est 

,  __  /B  ,  <ju  .  «v  .  aw\ 
"^  \A  ,    u    ,    v  ,  w/ 

OÙ  A,  B  sont  des  points  et  o*  est  un  mouv.  vect. 

Supposons  par  exemple,  que  Vo- ^z^  0  et  inv,^  =  1.  On  a 
identiquement,  étant  P  un  point  quelconque, 

P  =  A  -f-  (P  —  A) 
et  par  conséquent, 

(1)     0P  =  B  -f  <j  (P  —  A)  ,  eP  —  P=:  B  -  A  -h  <r(P—  A}  —  (P  — Aj; 

mais   (x(P  —  A)  et  P  —  A  ont  la    mAme    projection   sur  une 
droite  parallèle  à  Vo-  et  la  dernière  formule  donne 

(ÔP  —  P)  X  Va  =  (B  —  A|  X  V<j  . 


*  Voir,  par  ex.,  M.  Pieri,  loc,  cit. 

*  Une  transformation  de  points  en  points  ne  peut  pas  être  linéaire,  car  •  la  somme  de 
deux  points  »  on  le  produit  d'un  point  par  un  nombre  n'est  pas  un  point.  Les  transforma- 
tions que  nous  venons  de  considérer  conservent  la  masse  des  formes  du  premier  ordre,  et 
la  longueur  des  vecteurs. 
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Si,  donc,  nous  posons 

^-  (VÏJi ^^' 

les  points  ^P,  P  —  v ,  ou  bien,  P  +  v  ,  ^P,  ont  la  même  pro- 
jection sur  une  droite  parallèle  à  Va. 

Menons  par  le  point  A  le  plan  y  normal  à  V<x  :  le  point 
B  —  V  est  placé  sur  ce  plan.  Sur  le  plan  y  existe  un  point  O, 
et  un  seul,  tel  que 

O  -h  ff  (A  ~  O)  =  B  —  V  ; 

mais  d'après  la  première  des  formules  (1),  nous  avons 

OP— v=B--v-|-a(P  —  A)  = 

=:0  +  ff(A  —  0)  +  a(P--A)  =  0-f-a(P  —  O). 
ÔP=:  O  +  <r(P  —  O)  -h  v; 

donc  :  le  mouvement  géométrique  9  est  un  mouvement  hélicoï- 
dal dont  l'axe  est  parallèle  à  Vo-  et  la  translation  est  v. 
(Théorème  de  Mozzi). 

Il  est  bien  connu  que  :  le  produit  de  deux  symétries  par 
rapport  à  deux  axes  est  un  mouvement  hélicoïdal^  etc.  — 
La  démonstration  formale  est  fort  simple.  Soient  :  i  ,  u  vec- 
teurs unitaires  parallèles  aijx  axes  donnés;  A,  B  les  points 
qui  donnent  la  moindre  distance  entre  les  deux  axes  (B  — A 
est  parallèle  à  i  A  u)  ;  <x,  i  les  mouv.  vect.y  qui  sont  les  sy- 
métries par  rapport  à  i  et  u.  Si  P  est  un  point,  le  symétrique 
de  P  par  rapport  à  Taxe  Ai  est 

P,  =  A  4-  <ï  (P  —  A)  . 
et  le  symétrique  de  P^  par  rapport  à  Taxe  Bu  est 

ÔP  =  B  -h  X  (P,  —  B)  =  B  +  X  (A  —  B)  -f  X<j  (P  —  A)  ; 
mais 

>  (A  —  B)  =  B  —  A         (hypothèses) 

et  donc 

OP  ==  A  -h  2  (B  —  A)  -h  Xd  (P  —  A) 

par  laquelle  résulte  (n®  3)  que  :   la  droite  A  B  est  Vaxe  du 

mouvement  hélicoïdal^  2  (B  —  A)  en  est  la  translation  et  2  ang 

(i,  u)  la  rotation. 

C.  BuRALi-FoRTi  (Turin). 
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Les  mathématiques  au  S?*"*  congrès  de  TAssociation  française 

pour  rAvancement  des  Sciences. 

Clermont-Ferrand,  3—10  août  1908. 

I.  Séance  d'ouçertnre.  —  Le  37"®  congrès  de  rAssociation  fran- 
çaise pour  l'avancement  des  sciences  s'est  ouvert  le  lundi  3  août, 
à  Clermont-Ferrand,  sous  la  présidence  de  M.  P.  Appbll,  membre 
de  l'Institut.  Dans  un  remarquable  discours  d'ouverture  le  pré- 
sident de  l'Association  a  examiné,  avec  une  haute  compétence,  la 
question  de  l'enseignement  des  sciences  et  la  formation  de  V esprit 
scientifique^. 

En  se  plaçant  à  ce  point  de  vue  il  parle  successivementde  l'école 
primaire  française,  où  l'on  trouve  un  enseignement  trop  théorique, 
trop  abstrait^  trop  éloigné  des  réalités  qui  entourent  l'écolier;  de 
l'enseignement  secondaire,  dont  la  principale  raison  d'être  est  dans 
la  préparation  à  l'enseignement  supérieur  scientifique  ou  techni- 
que; et  de  l'enseignement  supérieur  des  sciences  tel  qu'il  est 
donné  dans  les  Facultés.  Pour  chacune  de  ces  catégories  il  indi- 
que les  progrès  réalisés,  les  défauts  et  les  abus  qui  subsistent  et 
les  remèdes  qu'il  serait  désirable  d'apporter  pour  assurer  le  déve- 
loppement de  l'esprit  scientifique.  Dans  les  Lycées  l'enseignement 
des  mathématiques  a  été  rendu  plus  intuitif,  avec  moins  de  théo- 
rèmes et  plus  de  problèmes,  le  cours  dicté  a  été  supprimé,  le  pas- 
sage d'une  classe  à  l'autre  interdit  aux  incapables;  mais  toutes  ces 
modifications  resteront  stériles,  dit-il,  si  le  système  d'examens  du 
baccalauréat  est  maintenu,  avec  ses  vastes  programmes,  l'absence 
de  toute  épreuve  pratique,  l'effort  énorme  de  mémoire  qu'il  exige 
pour  quelques  jours.  D'autre  part  les  agrégations  de  l'enseigne- 
ment des  sciences  expérimentales  demandent  une  érudition  écra- 
sante; elles  sont  faites  comme  à  souhait  pour  former  des  maîtres 
qui  écraseront,  à  leur  tour,  la  jeunesse  sous  le  poids  de  leurs  con- 
naissances théoriques. 

Le  but  de  l'enseignement  supérieur  est  triple.  I.  Faire  de  la 
science  (travaux  de  recherches,  laboratoires  de  recherches,  coUec- 


*  Cq  discours  se  trouve  reproduit  dans  la  Htvut  scientifiqtte  du  8  Août  et  dans  la  Reviit  du 
mois  du  10  aoftt. 


Digitized  by 


Google 


CHRONIQUE  419 

tions,  bibliothèques);  les  établissements  chargés  de  cette  fonction 
primordiale  sont  le  Collège  de  France,  les  laboratoires  de  recher- 
ches dans  les  diverses  universités,  le  Muséum;  chacun  de  ces  éta- 
blissements a  d'ailleurs  sa  mission  propre.  —  II.  Enseigner  la 
science^  c'est  le  rôle  des  Facultés  des  sciences.  —  III.  Appliquer 
la  science.  Cette  fonction  est  dévolue  aux  Ecoles  ou  instituts  tech- 
niques. Mais  pour  le  moment  ces  écoles  n'ont  pas  de  laboratoires 
et  elles  se  bornent  à  des  enseignements  de  science  pure  qui  pour- 
raient et  qui  devraient  être  donnés  dans  les  Facultés  des  sciences. 
On  réaliserait  un  grand  progrès  en  supprimant  les  enseignements 
théoriques  et  en  exigeant  des  candidats  aux  écoles  techniques 
d'avoir  pris,  dans  les  Facultés  des  sciences,  certains  certificats  et 
diplômes  déterminés  sur  les  matières  de  l'enseignement  supérieur 
jugées  indispensables.  Les  ressources  des  écoles  techniques  se- 
raient alors  entièrement  consacrées  à  leur  objet  propre.  Le  savant 
conférencier  rappelle,  à  titre  d'exemple,  que  c'est  dans  cet  esprit 
qu'a  été  entreprise  la  récente  réforme  de  l'Ecole  normale  supérieure 
qui  joue  le  rôle  d'institut  technique  de  préparation  aux  fonctions 
de  professeur,  la  culture  scientifique  étant  donnée  auparavant 
dans  les  Facultés, 

II.  Communications  présentées  aux  sections  1  et  2  (Mathéma- 
tiques^ Astronomie^  Géodésie  et  Mécanique),  —  Le  Bureau  de  ces 
sections  était  composé  comme  suit  :  Président  d'honneur,  M.  P. 
Appkll,  doyen  de  la  Faculté  des  Sciences  de  Paris  ;  président,  M. 
Pellkt,  professeur  à  la  Faculté  des  Sciences  de  Clermont-Ferrand  ; 
vice-président,  M.  Ern.  Lebon,  professeur  honoraire  au  Lycée 
Charlemagne  à  Paris  ;  secrétaires,  MM.  Richard  et  Rousseau,  pro- 
fesseurs au  Lycée  de  Dijon. 

1.  —  E.-N.  Barisien  (Paris),  Résolution  de  l'équation  du  troisième 
degré.  —  Procédé  permettant  de  ramener  le  polynôme 

ax^  4-  ^•^■'  +  <'^  +  rf 
à  la  forme  : 

A(.r  +  «,3  +  B(.r  +  /5)'\ 

ce  qui  permet  de  résoudre  l'équation  complète  du  troisième  degré. 

2.  —  Emile  Borel  (Paris),  Enseignement  des  mathématiques  dans 
les  Facultés.  —  L'auteur  signale,  parmi  les  branches  des  mathé- 
matiques appliquées  trop  négligées  dans  nos  Universités,  les 
applications  des  mathématiques  et  en  particulier  du  calcul  des 
probabilités  aux  questions  statistiques,  économiques  et  financières. 
Ces  «  mathématiques  sociales  »  ont  une  importance  pratique 
chaque  jour  croissante  et  donnent  lieu,  en  Allemagne,  en  Angle- 
terre, eu  Autriche,  en  Italie,  à  des  enseignements  importants  et 
à  des  publications  nombreuses  ;  une  section  spéciale  a  été  créée 
pour  cette  branche  de  la  science  au  dernier  Congrès  des  malhé- 
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maticiens,  et  Tintérêt  théorique  de  certaines  questions  soulevées 
est  souvent  considérable.  En  France  Tinitiative  privée  a  été  seule 
à  s'intéresser  à  ces  sujets  et,  sans  méconnaître  l'importance  des 
résultats  obtenus  par  ses  efforts,  on  doit  regretter  que  l'Université 
ne  s'y  associe  pas. 

3.  —  Aug.  BouTiN  (Paris),  Sur  un  certain  groupe  de  nombres.  — 
Cette  note  constitue  une  indication  sommaire  des  nombres  d'un 
Carré  arithmétique  : 

'-^m,p  ^^^^  P'^ni  —  1,/»  "T"  ^I^inyp  —  1 

avec  les  valeurs  initiales  ;  'JL\,p=i  1 , ... ,  Zm.i  =  1,  nombres  signa- 
lés par  M.  C.-A.  Laisant. 

L'auteur  donne  l'expression  générale  de  Zm,/>  en  /w,  et  en  /?,  les 
fonctions  génératrices  de  ces  nombres,  puis  il  indique  leur  intro- 
duction naturelle  dans  la  sommation  de  la  suite  : 

iP  +  2PX  +  -àPx^  +  .... 

On  peut  leur  rattacher  un  autre  triangle  arithmétique  qu'il  serait 
également  intéressant  d'étudier. 

4.  —  Aug.  BouTiN  (Paris),  Dès^eloppement  de  j/N  en  fraction 
continue  et  résolution  des  équations  de  Fermât.  —  Cette  note  donne 
une  période  de  la  série  des  quotients  incomplets  de  j/N,  pour  un 
assez  grand  nombre  de  valeurs  algébriques  de  N=  ax^  +  hx  -\'C. 
Après  avoir  rappelé  la  solution  des  équations  de  Fermât,  quand 
on  connaît  la  plus  petite  solution,  l'auteur  obtient  cette  plus  petite 
solution  pour  diverses  valeurs  algébriques  de  N.  Enfin,  il  établit 
la  période  des  quotients  incomplets  de  j/N^,  de  N  =  2  à  N  =  1023, 
et  la  plus  petite  solution  (en  dehors  de  or  =  1  ^  =  0)  de  l'équa- 
tion de  Fermât  : 

.z*  -  N^«  =  1 

de  N  =  2  à  N  =  450. 

Ces  deux  tables  numériques  peuvent  rendre  de  réels  services 
aux  mathématiciens. 

5.  —  Ernest  Lebon  (Paris),  Pour  la  recherche  des  facteurs  pre- 
miers des  grands  nombres.  —  Après  avoir  indiqué  l'espace  qu'oc- 
cupait une  Table  d' Eléments  donnant  les  facteurs  premiers  des 
nombres  jusqu  à  cent  millionsy  en  prenant  la  base  510  510,  l'auteur 
donne  une  suite  de  théorèmes  généraux,  ou  lois,  permettant  de 
décomposer  en  deux  facteurs  des  nombres  ayant  la  forme  : 

a;»  +  .iP  +  ,vy+  .... 
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a,  /î,  Y  étant  des  entiers  quelconques  décroissants.  Par  exemple  : 
Les  nombres  de  la  forme  : 

«on/  divisibles  par  les  nombres  de  la  forme  : 

a;m-t  ^   -pm-3  _|_     _^    _|.   1^ 

Enfin,  il  expose  d'autres  lois  plus  générales  encore. 

6.  —  A.  Pbllbt  (Clermont-Ferrand),  Sur  les  équations  ayant 
toutes  leurs  racines  réelles. 

7.  —  P.  Appbll  (Paris),  Sur  un  théorème  relatif  au  déplacement 
initial  d'un  système  sans  frottement,  —  Si  un  système  de  points  de 
masses  m^  y  m^y  .*.  mp,  assujettis  à  des  liaisons  sans  frottements, 
part  du  repos,  sous  Faction  de  forces  données,  le  déplacement 
initial  est  caractérisé  par  la  propriété  suivante.  Soient  ^S,  dS^  ... 
dSp  les  déplacements  des  divers  points  :  parmi  tous  les  déplace- 
ments  possibles  pour  lesquels  : 


dS  =  [/m,  dS\  +  ...  +  mp  dS\ 

a  une  valeur  donnée,  le  déplacement  initial  est  celui  qui  rend  maxi- 
mum le  travail  des  forces  appliquées. 
Cette  règle  parait  pouvoir  être  étendue  au  cas  de  frottement. 

8.  —  A.  GÉRARDiN  (Nancy),  Recherches  sur  les  nombres  amiables. 

9.  —  A.  GÉRARDIN  (Nancy),  Sur  la  résolution  en  entiers  positifs 
de 

:rP  ±  ay^  =  A*  . 

10.  —  A.  Gerardin  (Nancy),  Solutions  générales  de 

ûx*  +  by*  =  cz*  +  dt*. 

L'auteur  obtient    des    formules   exprimant  la  solution    générale 
à  Taide  de  quatre  indéterminées. 

11.  —  J.  Richard  (Dijon),  Sur  quelques  points  de  la  philosophie 
des  mathématiques.  —  a)  Sur  les  axiomes  de  logique.  Il  n'y  a  pas 
de  pareils  axiomes.  On  se  sert  pour  raisonner  des  propositions 
de  la  science  envisagée,  et  non  d'une  science  spéciale  appelée 
logique; 

b)  Sur  la  définition  du  nombre.  On  peut  définir  une  classe 
d'objets  de  trois  façons.  Par  définition  générale,  par  énumération, 
par  récurrence.  Les  nombres  se  définissent  par  récurrence,  d'où 
l'impossibilité  d'une  définition  générale,  et  l'impossibilité  de 
démontrer  le  principe  d'induction  ; 

L'Enseignement  naathëm.,  10*  année;  1908.  38 
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c)  Le  théorème  dit  de  Cantor  Bernstein  exige-t-il  la  notion  de 
nombre  pour  sa  démonstration?  Oui,  car  cette  démonstration 
emploie  des  définitions  par  récurrence  ; 

d)  Réflexions  sur  les  nombres  transfinis. 

12.  —  J.  Richard  (Dijon),  Suf-  renseignement  de  l'astronomie,  — 
L'astronomie  est  une  science  généralement  ignorée.  Cependant 
rintérêt  qu'elle  présente,  son  importance  au  point  de  vue  philo- 
sophique, ses  rapports  avec  les  différentes  sciences  mathématiques 
et  physiques,  la  rendent  digne  d'être  étudiée.  On  examine  en  par- 
ticulier le  rôle  que  Tastronomie  pourrait  jouer  dans  l'enseigne- 
ment secondaire  en  fournissant  des  applications  concrètes  inté- 
ressantes des  différentes  parties  des  mathématiques. 

13.  —  Th.  Rousseau  (Dijon),  La  Géométrie  élémentaire  basée  sur 
le  groupe  des  déplacements,  -^  Après  avoir  posé  nettement  une 
douzaine  de  postulats,  l'auteur  établit  dans  une  1^"  partie  toutes  les 
propositions  de  la  Géométrie  élémentaire  qui  ne  sont  pas  spécia- 
les à  la  Géométrie  euclidienne.  Il  définit  la  droite  comme  le  lieu 
des  points  qui  restent  fixes  dans  un  déplacement  qui  laisse  deux 
points  fixes,  et  le  plan  comme  la  surface  engendrée  par  la  rotation 
d'une  perpendiculaire  à  une  droite  fixe  en  un  point  de  cette  droite. 
11  démontre  qu'un  plan  qui  contient  deux  points  d'une  droite  la 
contient  toute  entière,  que  par  trois  points  de  l'espace  passent 
toujours  un  plan  et  un  seul,  que  tout  plan  partage  l'espace  en  deux 
régions  etc.  —  11  étudie  ensuite  le  cercle,  les  angles,  les  dièdres, 
les  triangles,  les  trièdres,  la  symétrie,  la  sphère,  la  composition 
des  rotations. 

Dans  la  2™*  partie,  l'auteur  établit  les  propositions  de  la  géo- 
métrie élémentaire,  qui  sont  propres  à  la  Géométrie  euclidienne. 
Il  admet  d'abord  le  postulat  suivant  :  Le  groupe  des  déplacements 
admet  un  sous-groupe  invariant;  les  déplacements  de  ce  sous- 
groupe  s'appellent  des  translations.  Il  en  déduit,  sans  aucun  cal- 
cul, et  par  des  raisonnements  élémentaires,  que  toute  translation 
qui  laisse  un  point  fixe  est  la  translation  identique  ;  que  les  trans- 
lations sont  équivalentes  à  des  glissements  plans  rectilignes  ;  que 
le  produit  de  deux  translations  est  commutatif.  La  théorie  des  pa- 
rallèles peut  alors  être  faite  comme  l'a  si  clairement  exposé  M. 
Carlo  BouRLET  dans  son  Cours  abrégé  de  Géométrie,  L'auteur 
montre  qu'en  introduisant  la  notion  de  bande  de  plan,  on  peut 
simplifier  la  seule  démonstration  pénible  de  cette  théorie. 

Immédiatement  après  se  place  la  théorie  des  projections,  (dont 
le  théorème  fondamental  n'est  autre  que  le  théorème  de  Thaïes^, 
et  la  définition  du  cosinus  et  du  sinus.  Cette  théorie,  complétée 
par  la  notion  de  produit  géométrique,  permet  de  traiter  toutes  les 
questions  de  relations  métriques  sans  parler  de  triangles  sem- 
blables. 

La  S*"®  partie  de  la  Géométrie  élémentaire  comprendrait  l'élude 
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des  transformations  :  homothétie,  similitude  (triangles  sembla- 
bles), inversion,  transformation  par  pôles  et  polaires  réciproques. 
L'auteur  a  voulu  montrer  par  cette  communication,  que  si  on 
prend  pour  base  de  la  Géométrie  élémentaire  Texistence  du  groupe 
des  déplacements,  on  a  besoin  de  moins  de  postulats  que  dans 
l'exposition  classique  due  à  Euclide;  que  ces  postulats  peuvent 
être  plus  nettement  posés;  que,  lorsqu'on  les  a  admis,  on  n'a  plus 
besoin  de  recourir  à  l'expérience  et  que,  par  suite  cette  exposition 
an  point  de  i* ne  purement  logiqne^  çant  an  moins  autant  que  celle 
d'Euclide.  Si,  d'autre  part,  cette  façon  de  présenter  les  choses 
permet  aux  élèves  de  suivre  de  plus  près  les  réalités,  et  les  initie, 
par  l'introduction  de  la  notion  de  groupe  de  transformations,  aux 
méthodes  les  plus  fécondes  de  la  Géométrie  moderne,  de  sorte, 
comme  l'a  dit  M.  Bourlet\  quV  elle  descend  plus  bas  et  monte 
plus  haut  que  celle  qui  a  cours  »,  il  semble  qu'on  doive  faire  des 
efforts  pour  la  faire  pénétrer  dans  l'enseignement.  Quand  et  com- 
ment cette  introduction  sera-t-elle  possible,  c'est  aux  professeurs 
eux-mêmes  qu'il  appartient  de  le  juger. 

14.  —  Julien  Welsch  (Aigueperse,  Puy-de-Dôme),  De  la  corres- 
pondance homographique  et  de  ses  applications  à  la  solution  d'un 
grand  nombre  de  problèmes,  —  Propriété  des  figures  qui  se  corres- 
pondent homographiquement.  — Triangle  invariant.  — Tétraèdre 
invariant.  —  Enveloppe  ou  lien  de  la  droite  qui  joint  deux  points 
homologues  dans  une  homographie  du  plan  ou  de  l'espace,  ces 
points  décrivant  des  courbes  ou  des  surfaces  données. 

Figures  autohomographiques  :  1^  dans  le  plan,  2®  dans  l'espace. 

15.  —  Henri  Chrétien  (Nice),  La  comète  Daniel  lOOl-d  et  son 
spectre,  —  Le  spectre  de  la  comète  1907-rf  a  été  étudié  photogra- 
phiquement  à  l'Observatoire  de  Nice  par  la  méthode  du  prisme- 
objectif  préconisée  par  M.  le  comte  de  la  Baume-Pluvinel.  M. 
Chrétien  donne  la  description  des  clichés  obtenus  et  la  détermi- 
nation (les  longueurs  d'ondes  des  principales  radiations  émises 
par  la  comète,  dont  trois  importantes  sont  nouvelles  et  n'ont  en- 
core pu  être  rattachées  à  aucun  spectre  connu. 

16.  —  Henri  Chrétien  (Nice),  Un  nouveau  modèle  de  spectrohè- 
liographe^  présentant  le  minimum  de  masse  de  la  partie  mobile. 

17.  —  Luc.  LiDERT  (Paris),  Un  catalogue  de  vingt-cinq  bolides^ 
catalogue  complémentaire  au  catalogue  de  mille  trois  cent  soixante- 
huit  météores  notés  par  l'auteur. 

18.  —  Em.  Belot,  Essai  de  cosmogonie  tour billonnaire, —  Les 
faits  astronomiques  découverts  depuis  un  demi-siècle  sont  en 
contradiction  avec  l'hypothèse  cosmogonique  de  T^aplace.  Obser- 
vant les  formes  linéaires  ou  spirales  de  la  matière  nébuleuse  autour 
des  étoiles,  M.  E.  Belot  est  conduit  à  introduire  en  cosmogonie 


^  KouvelUs  Annales  dt  Mathématiques,  novembre  1S06. 
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les  mouvements  de  translation,  ainsi  pour  le  système  solaire  son 
déplacement  vers  la  constellation  d'Hercule. 

Notre  système,  d'après  l'auteur,  doit  sa  naissance  au  choc  d'un 
tourbillon  gazeux  sur  un  nuage  cosmique,  choc  qui  a  produit 
dans  le  tourbillon  des  vibrations  le  décomposant  en  nappes  pla- 
nétaires qui  se  sont  épanouies  autour  de  son  axe  dirigé  vers  Vapex, 
Un  choc  semblable  est  observé  dans  les  étoiles  nouvelles.  L'étude 
mathématique  de  ce  choc  a  permis  à  M.  E.  Belot  de  démontrer  la 
loi  de  Bode,  la  loi  des  inclinaisons  des  axes  planétaires  et  la  loi 
des  rotations  des  astres,  résultats  déjà  présentés  à  l'Académie  des 
sciences  et  à  la  Société  astronomique  de  France  en  1905  et  1906. 

Le  prochain  Congrès  aura  lieu  à  Lille^  en  1909.  Les  sections  1 
et  2  seront  présidées  par  M.  Ern.  Lebon. 

Nominations  et  distinctions. 

M.  Bourgeois,  lieutenant-colonel,  chef  de  section  de  Géodésie 
au  service  géographique  de  l'armée,  est  nommé  professeur  d'Astro- 
nomie et  de  Géodésie  à  l'Ecole  polytechnique  de  Paris,  en  rem- 
placement de  M.  Poincaré,  démissionnaire. 

M.  E.  Almansi,  professeur  à  l'Université  de  Pavie,  a  été  nommé 
membre  correspondant  de  l'Istituto  Lombardo. 

M.  DuLAc,  maître  de  conférences  à  la  Faculté  des  sciences  de 
Poitiers,  est  nommé  professeur  de  mathématiques  générales  à 
l'Ecole  des  sciences  d'Alger. 

M.  R.  BoNOLA  a  été  nommé  privat-docent  pour  la  Géométrie 
projective  et  descriptive  à  l'Université  de  Pavie. 

M.  H.  BuRKHARDT,  profcsscur  à  l'Université  de  Zurich,  a  accepté 
l'appel  qui  lui  a  été  adressé  par  l'Ecole  technique  supérieure  de 
Munich  pour  la  chaire  devenue  vacante  par  le  décès  du  professeur 
V.  Braunmûhl. 

M.  Fréchet  est  nommé  maître  de  conférences  à  l'Université  de 
Rennes. 

M.  HussoN  est  chargé  du  cours  de  Mécanique  rationnelle  et 
appliquée  à  l'Université  de  Caen. 

M.  M.  Lacombe,  professeur  à  l'Ecole  polytechnique  fédérale  de 
Zurich,  a  accepté  l'appel  qui  lui  a  été  adressé  pour  la  chaire  de 
Géométrie  descriptive  et  de  Géométrie  analytique  à  l'Université 
de  Lausanne,  en  remplacement  de  M.  Joly,  décédé. 

M.  LiAPOUNOFF,  de  l'Académie  impériale  des  Sciences  de  Saint- 
Pétersbourg,  est  nommé  membre  associé  étranger  de  l'Académie 
royale  des  Lincei  de  Rome. 

M.  G.  Hale,  Directeur  de  l'Observatoire  de  Mount-Wilson  en 
Californie,  est  nommé  membre  correspondant  de  l'Académie  des 
sciences  de  Paris. 

La  Société  italienne  des  Sciences  (Accademia  dei  XL)  a  décerné 
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le  prix  biennal  des  mathématiques  à  feu  Picciati  pour  l'ensemble 
de  ses  travaux. 

M.  H.  Sebligbr,  Directeur  de  TObservatoire  de  Munich,  est 
nommé  membre  associé  étranger  de  l'Académie  royale  des  Lincci 
de  Rome. 

M.  C.  SoMiGLiANA,  professeur  à  l'Université  de  Turin,  membre 
correspondant  de  TAcadémie  des  Lincei,  est  nommé  membre 
ordinaire. 

M.  F.  Sbveri,  professeur  à  l'Université  de  Padoue,  a  été  nommé 
membre  correspondant  du  Reale  Istituto  Veneto. 

M.  VoLTERRA,  professeur  à  l'Université  de  Rome,  a  été  nommé 
associé-étranger  de  la  Leopoldinisch-Carolinische  deutsche  Aka- 
demie  de  Halle. 

Retraite.  —  M.  Fourbt,  répétiteur  à  l'Ecole  polytechnique  de 
Paris,  est  admis  à  la  retraite. 

M.  Th.  Reye,  professeur  à  l'Université  de  Strasbourg,  prend  sa 
retraite. 

Privat-docent.  —  M.  E.  IIill  aété  admis  à  l'Université  d'Erlangen 
en  qualité  de  privat-docent. 

Nécrologie. 

La  science  française  vient  de  perdre  deux  de  ses  savants  les  plus 
illustres,  les  physiciens  Henri  Becquerel  et  E.-Elie-Nicolas  Mas- 

CART. 

Becquerel  n'était  âgé  que  de  56  ans.  Fils  et  petit-fils  de  physi- 
ciens célèbres,  il  avait  brillamment  continué  la  tradition  de  la 
famille  par  la  découverte  de  la  radioactivité.  Deux  mois  à  peine 
avant  sa  mort,  il  avait  été  appelé  au  secrétariat  perpétuel  de 
l'Académie  des  sciences.  Becquerel  était  ancien  élève  de  l'Ecole 
polytechnique  et  ingénieur  en  chef  des  Ponts  et  Chaussées. 

Mascart  est  décédé  à  Paris  à  l'âge  de  71  ans.  Ancien  élève  de 
l'Ecole  normale  il  était  professeur  de  Physique  au  Collège  de 
France  depuis  1872.  Ses  travaux  appartiennent  principalement 
aux  domaines  de  TOptique  physique,  sa  branche  de  prédilection, 
à  l'Electricité  et  à  la  Météorologie.  En  1873  l'Académie  des  Sciences 
lui  décerna  le  Grand  Prix  des  Sciences  mathématiques  pour  ses 
recherches  sur  l'entraînement  de  l'éther  lumineux  et  les  modifi- 
cations que  subit  la  lumière;  puis  en  1884  elle  l'appella  au  fau- 
teuil laissé  vacant  par  Jamin.  Mascart  était  gendre  du  mathéma- 
ticien Ch.  Briot. 

0.  PuND,  professeur  à  Charlottenbourg,  est  mort  à  l'âge  de  40  ans. 

Max  RosENMUND,  professeur  de  Géodésie  à  l'Ecole  polytechnique 
fédérale  de  Zurich,  est  décédé  à  l'âge  de  51  ans.  On  sait  qu'il 
dirigea  d'une  manière  très  remarquable  la  mesure  de  la  base 
géodésique  du  tunnel  du  Simplon. 
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Cours  aniversitaires. 
Semestre  d'hiver  1908-1909. 

ALLEMAGNE 

Borlin;  UniversUàt.  —  Schwarz  :  Differentialrechnung,  4  ^  Uebungen  dazu  ; 
Synthetische  Géométrie,  4  ;  Th.  d.  komplexen  Zahlgrôssen,  1  ;  Semioar  ; 
Kolloquicn.  —  FROBenius  :  Algcbra,  4;  analyt.  Géométrie,  4;  Semii«ar.  — 
ScHOTTKY  :  Allgemeine  Punkiionentheorie.  4  ;  Thetarcihen,  2  ;  Semioar.  — 
Nettneh:  Polential théorie,  2.  —  Knoblauch  :  Théorie  und  Anwendung  der 
Determinanten,  4  ;  Théorie  der  Raumkurven  und  der  krummen  Ftâchen,  4  ; 
Uebungen  fur  jûngere  Semester.  —  Lehmanm-Filhbs  :  Analyt.  Mechanik,  4. 
—  Landau  :  Integrairechnung,  4  ;  MengenUhre  mit  Anwendungen  auf  die 
'l*h.  d.  Funktioneu  reeller  Verânderlichen,  4,  —  Schur  :  Zahlentheorie,  4; 
'J'h.  der  ellipt.  Funktioneu,  4.  —  Bau8chu«ger  :  Potentialtheorie  mit  Anwen- 
dungen auf  die  Figur  und  Rotation  der  Himmelskôrpcr  ;  Semînar  fur  wissen- 
8(  haftliches  Rechnen.  —  Fœrstbr  :  Fundamentale  Ausgleichung  der  Zeit- 
uud  Raummessung.  2;  Geschichte  der  neueren  Astronomie,  2.  —  Helmert  : 
Gradmessungen,  1  ;  Méthode  der  kleinsten  Quadrate,  1.  —  Struvb  :  Sphftr. 
Astronomie,  3;  Prakt.  Uebungen.  —  Schmidt  :  Allgemeine  Geophysik.  2; 
Kollektivmasslehre,  1  ;  Uebungen  in  der  rechnerischeo  Behandlung  geophy> 
sikalischer  Problème.  —  Scheiner  :  Spektralanalyse  der  Gestirne,  2;  Astro- 
physikalisches  Kolioquium,  1.  —  Makcuse  :  Théorie  und  Praxis  der  geo- 
graphisch-  und  nautisch-astronomischen  Ortsbestimmung,  mit  Uebungen,  2; 
Allgemeinverstândiiche  Himmelskunde.  —  v.  Bortkiewicz  :  Allgemeine 
Théorie  der  Stalistik,  2;  Yersicherungsrechnung.  mit  Uebungen,  2,  — 
Meyer  :  Einfûhrung  in  die  moderne  Maschinentechnik,  2;  Technische  Ex- 
kursionen.  —  Aschkinass  *  Elemente  der  hôheren  Mathematik,  mit  beson- 
dcrer  Berucksichtigung  ihrer  Anwendung  in  den  Naturwissenschaften,  2.  — 
Bornstein  :  Uebungen  in  Herstellung  und  Gebrauch  physikalischer  Unter- 
richtsapparate.  —  Gruneiken  :  Differentialgleichungen  schwingender  Système, 
1.  —  Henning  :  Ausgewàhlte  Kupitel  aus  der  Potentialtheorie,  1.  —  Marte.ns  : 
Die  wichtigsten  Kapilel  aus  der  Mechanik,  Akustik.  Wârmelehre.  -  -  Yalen- 
Ti.xBR  :  Vcktoranalysis  mit  Anwendung  auf  die  mathematische  Physik  und 
auf  techuische  Problème,  2.  —  v.  Wartenberg  :  Kinetische  Théorie  der  Ag- 
gregatzustânde,  1.  —  Weinstein  :  Einleitung  in  die  mathematische  Physik, 
Mechanik.  Akuslik,  Wârme,  3. 

Bonn.  —  Study  :  Ellipt.  Funktioneu.  3;  Anwendungen  komplexcr  Grôssen 
iii  der  Geomelrie.  3  ;  Seminar.  —  London  :  Analyt.  Géométrie  der  Ebene 
und  des  Rnumes,  4  ;  Uebungen  dazu  ;  Darst.  Géométrie  II  mit  Uebungen.  3  ; 
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Seroinar.  —  Kowalewski  :  Diffcrential-  und  Integralrechnung  II,  4  ;  Uebungen 
dazu  :  Fouriersche  Reihen  und  ihre  Anwendiingen,  2  ;  Grundzûge  der  Mengen- 
lehre,  2  :  Seminar.  —  Caratheodory  :  Maxima  und  Mioima,  1  ;  Technische 
Mechanik,  2.  —  Schmidt  :  Einfûhrung  in  die  Algebra,  4.  —  Kûstner  :  Th. 
der  Bahnbestimmung  der  Kometen  und  Planeten.  3  ;  Th.  des  Sonnensystems. 
M6N.XICHMEYER  :  Hiuimelsmechanîk,  2  ;  Praktische  Uebungen  in  der  Stern- 
warte  (mit  Kustner).  —  Katser  :  Physikalisches  Kolloquium.  —  Blcherek  : 
Mathematiache  Physik,  2. 

Breslan.  —  Rosanes  :  Analyt.  Géométrie  der  Ebene,  4  ;  Elemente  der  De- 
terminantentheorie,  1  ;  Seminar.—  Sturm  :  Zahlentheorie,  3;  Kurven  und 
Klâchen  3.  Ordnung,  3  ;  Seminar.  —  Kneser  :  Differenlialgleichungen  und 
Fouriersche  Reihen,  3  ;  Ellipt.  Funktionen.  3  ;  Seroinar.  —  Franz  :  Mechanik 
des  Himmels,  4;  Astron.  Seminar. —  Princsheim  :  AUgemeine  Mechanik,  4  ; 
Seminar. 

Erlangen.  —  Gordan  :  Analyt.  Géométrie  der  Ebene,  4  ;  Zahlentheorie.  4  ; 
Seminar.  —  Nœthbr  :  Diff.-  und  Integralrechnung  1,4;  Th.  der  algebr^ischen 
und  Abelschen  Funktionen.  4  ;  Analyt.  Uebungen.  —  Hilb  :  Darst.  Géomé- 
trie, 4  ;  Uebungen  dazu  ;  Analyt.  Uebungen  (mitNoETHER)  ;  Einfûhrung  in  die 
Théorie  der  Funktionen  von  unendlich  vielen  Yerânderlichen,  2.  —  Reicer  : 
Mechanik,  2;   Elektrizitat  mit  Rûcksicht  auf  die  Bedûrfnisse  der  Praxis.  2. 

Freibtirg.  —  Lùroth  :  Th.  der  Funktionen  einer  komplexeu  verUnderlicheu 
Grosse,  4:  Populâre  Astronomie,  2  ;  Seminar.  —  Stickelberger  :  Analyt. 
Géométrie  der  Ebene  und  Diiferentialrechnung.  5  ;  Bestimmte  Intégrale,  3. 
L<xwY  :  DiflTerentialgleichungen,  4;  Die  Technik  derLebens-,  Invaliden- und 
Krankenversicherung,  4  ;  Seminar.  —  VVeingarten  :  Einleitung  in  die  Th. 
der  Elastizitât  Tester  K6rper,  2.  —  Seith  :  Darst.  Géométrie,  2  ;  Uebungen 
dazu,  1. 

Giessen.  —  Pasch  :  Géométrie  der  Ebene  mit  Invariantentheorie,  4;  Ubgn. 
des  mathem.  Seminars,  1.  —  Netto  :  Th.  der  ellipt.  Funktionen,  4;  Zahlen- 
theorie, 2;  Ubgn.  des  mathem.  Seminars,  1.  —  Grassmann  :  DifTerential- 
nnd  Elemente  der  Integralrechnung,  4;  Analyt.  Mechanik  II,  4;  Ubgn.  dazu, 
1.  —  Fromme  :  Ausgleichungsrechnung  u.  Elem.  d.  GreodUsie,  2. 

GÔttingen.  —  Klein  :  Mechanik,  4  ;  Seminar.  —  Hilbert  :  Funktionen- 
iheorie,  4;  Prinzipien  der  Mathematik,  2;  Seminar.  —  Minkowski  :  Algebra, 
4  ;  Wahrscheiulichkcitsrechnung.  2  ;  Seminar.  —  Rungb  :  DifiF.-  und  Inte- 
gralrechnung Il  mit  Uebungen,  5;  Seminar.  —  Prandtl  :  Statik  der  Bau- 
konstruktiouen,  3;  Seminar;  Pratikum.  —  Wiecheht  :  Vermessungswesen 
II  mit  Uebungen,  4  ;  Erdmagnetismus,  2  ;  Ebbe  und  Flutt.  1  ;  Kinetische 
Théorie  der  Gase,  2;  Kolloquium,  1.  —  Beknstei.x  :  Geschichte  der  neuereu 
Mathematik,  2;  Versicherungsmalhematik,  2.  —  Kœbe  :  Darst.  Géométrie, 
4;  Uebungen  dazu,  4.  —  Zermelo  :  Variationsrechnnng,  4;  Uebungen  zur 
mathematischen  Logik,  1.  —  Tœplitz  :  Gruppentheorie,  2;  Uebungen  fur 
mittlere  Semester,  2. —  Krûger  :  Einfûhrung  in  die  mathematische  Behand- 
lung  der  Naturwissenschaften,  3.  —  Schwarzschild  :  Klassische  Hiramels- 
mcchanik,  3  ;  Behandlung  aslronomischer  Fragen,  2.  — Amrronn  :  Geschich- 
te der  Astronomie.  2  ;  Méthode  der  kleinslen  Quadrate  mit  Anwendung  auf 
Astronomie  und  Geodâsie.  1  ;  Astron.  Uebungen.  —  Hkrglotz  :  Bahnbe- 
stimmung der  Planeten  und  Kometen,  2;  Uebungen  dazu.  1. 
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Greiltwald.  —  Thome  :  Diff.-  und  IntegralrechDung  1.4;  Synth.  Géométrie. 
2;  Seminar.  —  Encbl  :  PunktioQentheorie  II,  4;  Projektive  Géométrie  und 
homogène  Koordinalen,  4;  Théorie  der  Differentialgleichungen,  2;  Seminar. 

—  Vahlkn  :  Analyt.  Mechanik,  I.  4  ;  Uebungen  dazu,  mit  Berûcksichtigung 
der  technischcn  Mechanik,  1.  —  Mie  :  Elementarmathematische  Ergânzun- 
gen  zur  Experimentalphysik,  1:  Besprechungen  neuerer  physikaliacher  Ar- 
beiten  (mit  Starkc),  2.  —  Holtz  :  Mechanik  und  Molekularphysik,  1  :  Physik 
der  Gestirne,  1  —  Herweg  :  Einfùhrung  in  die  theoreti«che  Behandlung  na- 
turwissenschaftlicher  Problème  und  ausgewtthlte  Kapitel  der  iheoretischen 
Physik,  2.  —  Roth  :  Einfùhrung  in  die  mathem.  Behandlung  cheroîscher  Pro- 
blème, 1. 

Halle.  —  Cantor  :  Théorie  der  analyt.  Funktionen.  5;  Seminar.  —  Wan- 
GERiN  :  Synth.  Géométrie.  4  ;  Analyt.  Géométrie  des  Baumes,  2;  Sphâr.  Tri- 
gonométrie und  mathem.  Géographie,  2;  Seminar.  —  Gutzmer  :  Variations- 
rechnung,  4  ;  Théorie  und  Anweudung  der  Determinanten,  2;  Einfùhrung  in 
die  Théorie  der  hôheren  ebenen  Kurven,  2;  Seminar.  —  Eberhard  :  Inte- 
gralrechnung,  4;  Uebungen  dazu,  1.  —  Bbrndt  :  Vektoranalysis,  2.  —  Bucu- 
iiOLZ  :  Grundlagen  der  theor.  Astronomie,  2:  Sphâr.  Astronomie  und  Th. 
der  astronomischen  Instrumente,  2. 

Heidelberg.  —  Kcxnigsbbrgbr  :  Hôhere  Algebra.  4;  Diff.-Integralrech- 
nung  II,  3;  Elemente  der  Zahlentheorie,  1  ;  Seminar.  —  Cartor  :  Differen- 
tial-  und  Intégral  rechnung.  4;  Uebungen  dazu,  1;  Elementare  Arithmelik. 
Zahlentheorie  und  Algebra,  2.  —  Kœhler  :  Synth.  Géométrie,  4.  —  Bœhm  : 
Vektoranalysis  und  Einfùhrung  in  die  analyt.  Mechanik,  4;  Uebungen,  1.  — 
Bopp  :  Potentialtheorie,  1  ;  Théorie  und  Geschichte  spezieller  hôherer  Kur- 
ven,  1. Valbntiner  :  Ausgewdhlte Kapitel  aus  der  Fixsternaslronomie,  2. 

—  WoLF  :  Elemente  der  Astronomie  (astronomische  Géographie),  2.  —  Koppf  : 
Wahrscheinlichkeits-  und  Ausgleichungsrechnung,  1. 

Jena.  —  Thomae  :  Ellipt.  Funktionen,  4  ;  Seminar.  —  Haussier  :  Elemente 
der  Zahlentheorie,  4;  Diff.-und  Integralrechnungll,  mit  Uebungen,  4  ;  Analyt. 
Géométrie  des  Baumes,  4;  Seminar;  Proseminar.  —  Fregb  :  Analyt.  Mecha- 
nik, 4;  Begriffsschrift,  1.  —  Rau  :  Darsl.  Géométrie,  4;  Uebungen  dazu,  2; 
Einfùhrung  in  die  Elektrotechnik,  2;  Elektrotechnisches  Praktikum,  3;  Au- 
leitung  zu  selbstftndigen  Arbeiten.  —  Knopp  :  Berechnung  des  scheinbaren 
Laufes  der  Plancten  und  Kometen,  2;  Mathem.  Géographie,  3. 

Kiel.  —  PocBHAMMER  :  Analyt.  Géométrie  des  Baumes,  3;  Partielle  Diffe- 
rentialgleichungen, 4  ;  Seminar.  —  Hbffter  :  Integrairechnung,  4  ;  Uebungen 
dazu  ;  Zahlentheorie,  4  ;  Seminar.  —  Landsberg  :  Théorie  der  elliptischen 
Funktionen,  4;  Kolloquiuro  darùber;  Théorie  der  unendlichen  Beihen,  2.  — 
Harzbr  :  Sphar.  Astronomie,  3;  Differenzenrechnung,  1.  Kobold  :  Théorie 
der  speziellen  Stôrungen,  2  ;  Uebungen  dazu  ;  Uebungen  an  den  Instrumenten 
der  Sternwarte. 

KÔnigsberg.  —  Meyer  :  Analyt.  Géométrie  des  Raumes,3  ;  Uebungen  dazu  ; 
Einleitung  in  die  hôhere  Géométrie,  4  :  Seminar.  —  Scbobnflies  :  Differen- 
tialgleichungen. 4;  AusgewUhlte  Kapitel  der  Funktionentheorie,  2;  Seminar. 

—  Saalschûtz  :  Integralrechnung,  4  ;  Uebungen  dazu,  1  ;  Algebraische  Unter- 
suchungen,  1.   —  Battermann  :    Sphhr.   Astronomie,   2;   Interpolation   uud 
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Dunkerische  Intégration»  1.  — Gohn  :  Ausgleichungsrechnung,  3  ;  Uebungen 
dazu,  2. 

Leipzig.  —  Nbumann  :  Diff.-  und  Integralrechnung,  4.  —  H6lder  :  Mecha- 
nik.  d;  Algebraische  Gleichungen,  2;  Seminar.  —  Roun  :  Anipvendung  der 
Diflerential-  und  Integrairechnung  auf  Kurven  und  FUchen,  4  ;  Flttchen,  3. 
Ordnung.  1;   Seminar.  —  Hausdorff  :  Reihen  und  bestimmte  Integrcile,  4. 

—  LiEBMANN  :  Analyt.  Géométrie  des  Raumes»  4  ;  Uebungen  dazu.  — Bruns  : 
Himmlische  Mechanik,  4  ;  Praktische  Analysis  ;  Praktische  Uebungen  auf 
der  Slernwarte.  —  Peter  :  Théorie  der  geograpli.  Ortsbestimmungen,  1  ; 
Uebungen  im  Ephemeridenrechnen  und  Bahnbestiminen  ;  Praktische  Uebungen 
auf  der  Sternwarte.  —  Fischer  :  Einfuhrung  in  die  roathem.  Behandlung  der 
Naturwissenschaften,  3.  —  v.  Œttincen  :  Eiemente  der  geometrischen 
Optik,  1. 

Marbnrg.  —  Hemsel  :  Integralrechnung,  4  ;  Allgemeine  Théorie  der 
Ebenen  Kurven,  3;  Proseminar;  Seminar.  —  Neumann  :  Théorie  der  linearen 
Differentialgleichungen,  3;  Partielle  Diflerentialgleichungen  der  mathem. 
Physik,  4;  Seminar.  —  v.  Dalwigk  :  Ellipt.  Funklionen,  4;  Analyt.  Géo- 
métrie des  Raunies,  bes.  Théorie  der  Flâchen,  2.  Ordnung,  4;  Uebungen 
aus  der  darst.  Géométrie  fiir  Vorgerûekte,  2. 

MÛnchen;  Universitàt.  —  Lindemaxn  :  Analyt.  Géométrie  der  Ebene,  4; 
Einleitung  in  die  Théorie  der  gewôhnlichen  und  partiellen  Diflerential- 
gleichungen, 4;  Ueber  die  mathem.  Grundlagen  des  Versicherungswesens,  2; 
Seminar.  —  Voss  ;  Diflerentialrechnung,  4;  Uebungen  dazu,  2;  Differential- 
geometrie  der  Kurven  und  Flâchen  I,  4;  Seminar.  —  Pringshrim  :  Algebra, 
4;  Ellipt.  Funktionen,  4.  —  Doehlmann  :  Darst.  Géométrie  I,  5;  Uebungen 
dazu,  3;  Liniengeometrie  in  synthetisch-analytischer  Darstellung,  4;  Die 
Raumdarstellung  in  der  bildenden  Kunst.  2.  —  v.  Seeliger  :  Mechanische, 
physikaiische  und  mathematische  Grundlagen  der  Astronomie,  4;  Astro- 
nomisches  Kolioquium.  —  Grossman?i  :  Allgemeine  Astronomie,  2. 

TlU)ingen.  —  v.  Brill  :  Einfuhrung  in  die  hOhere  Mathematik,  4  ;  Ueber 
nichtstarre  Système  und  die  Mechanik  von  Hertz,  3;  Seminar.  —  v.  Stahl  : 
Hohere  Algebra,  2;  Anwendungen  der  Funklionentheorie,  3.  —  Maurer  : 
Hôhere  Analysis  II,  3;  Uebungen  dazu,  1  ;  Zahlentheorie,  2. 

Wnnblirg.  —  Prym  :  Théorie  der  Funklionen  einer  komplexen  Ver- 
ânderlichen,  4;  Proseminar;  Seminar.  —  Rost  :  Analyt.  Mechanik  I,  4; 
Ausgleichung  der  Beobachtungsfehier,  2  ;  Proseminar  ;  Seminar.  —  v.  Weber  : 
Algebra,  4;  Darst.  Géométrie  I,  4;  Uebungen  dazu.  4;  Abbildung  und 
Biegnng  der  Flâchen.  2. 

Strassbnrg.  —  Weber  :  Diff.-  u.  Inlegralrechuung,  4;  Th.  d.  ellipt. 
Funktionen,  2;  math.  Oberseminar,  mil   Wellstein,   Timerdinc  u.  Epstein. 

—  Wellstein  :  Enzyklopftdie  der  Elementarmathcmatik,  II.  Teil  (Géométrie). 
3;  Lineare  Diflerentialgleichungen,  2;  Mnthematisches  Unterseminar.  — 
TiMERDiffG  :  Anal.  Géométrie  der  Ebene.  3;  Uebungen  dazu,  1:  Darst.  Géo- 
métrie der  Ebene,  I.  2:  Uebungen  dazu,  2;  Sphâr.  Trigonométrie,  1.  — 
Simon  :  Nichteuklidische  Géométrie  in  elem.  Behandlung,  2.  —  Epstein  : 
Einfuhrung  in  die  Zahlentheorie,  2.  —  Becker  :  Th.  der  speziellen  Slôrungen 
und  Bahnbestimmung  II.    Teil;  Einleitung  in  die  Théorie  der  allgemeinen 
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Storungeii,  3;  Astron.  Koiloquium;  Astron.  BeobachtUDgen  an  Instrainenten 
der  Sternwarle.  —  Wirtz  :  Au»  der  Photomeirie  der  Gestirne,  1.  —  Cohn  ; 
Mechaiiik,  2. 

AUTRICHE-HONGRIE 

KolOSSTar  (Klauseuburg,  Hongrie).  —  Schlesinger  :  Calcul  diiTérentiel  et 
intégral,  5;  Rotation  des  corps  célestes,  3  ;  Exercices,  1  ;  Séminaire,  1.  — 
Valyi  :  Algèbre  supérieure,  5  ;  Théorie  des  nombres,  3  ;  Exercices,  I  ; 
Séminaire,  1.  —  Fe»r  :  Fonctions  elliptiques,  3;  Équations  diiféreutielles 
de  la  dynamique,  2.  —  Klug  :  Géométrie  descriptive  I,  3  ;  II  surfaces 
gauches,  2  ;  Exercices,  2.  —  Farkàs  :  Théorie  des  vecteurs,  3;  Transfor- 
mations de  l'énergie,  4  ;  Séminaire,  2. 

SUISSE 

Bâle.  —  KiNKELiiN  :  Algebr.  Aiialysis.  3.  —  Von  der  Mûhll  :  Analyt.  Me- 
chanik,  mit  Ueb.,  4;  mathem.  Physik,  4.  —  Fueter  :  Diff.-  u.  Inlegralrech- 
nung  I,  4,  mit  Ueb.,  1;  FlUchentheorie,  2,  mit  Ueb.,  1  ;  Gew.  Diff.-Gleich- 
ungen,  2.  —  Priv.-Doc.  Flatt  :  Padag.  math.  Seminar  ;  Géométrie  der  Lage,  2. 

Berne.  —  Graf  :  .Kugelfunkt.  m.  Repetit.,  3  ;  Besselsche  Funkt.  m.  Repe- 
tit.,'3;  Bestimmte  Intégrale  mit  Repetit.,  3;  Differentialgleichungen,  2; 
Difierential-u.  Integralrechnung.  2  ;  Funktionentheorie,  2  ;  Repelit.  d.  Math., 
4;  Renten-  und  Yersicherungsrechnung,  2;  Math.  Seminar  in  Ycrb.  m. 
G.  HuBER,  2.  — Ott  :  Algebr.  Analysis,  II.  Teil,  2;  Integralrechnung,  2; 
Analyt.  Géométrie,  II.  Teil,  2.  —  Huber  :  Sphâr.  Astronomie,  I.  Teil.  2; 
Théorie  d.  hôhern  ebenen  Kurven.  3;  Théorie  d.  ellipt.  u.  Thetafunkt..  2, 
Math.  Seminar  (geometr.-astr.  Richt.)  in  Yerb.  m.  Graf,  1.  —  Benteli  : 
Darst.  Geom.  Kurven,  Strahlenflâchen,  regulilrc  Polyëder,  2  ;  Darsi.  Geom. 
Ueb.  u.  Repetit.,  2;  Prakt.  Geom.,  I.  Teil,  1  ;  Konstrukt.  Perspektive,  1.  — 
Crelier  :  Synthet.  Geom.,  II.  Teil,  2;  Geom.  des  Dreiecks,  2.  —  Moser  : 
Ausgew.  versicherungswissenschafll.  Seminar.  1 — 2.  —  Bohren  :  Ausgleich- 
uiigsrechnung,  2;  Politische  Arithraetik,  2.  —  Gru.ner  :  Anwendung  der 
Bcsseischen  Funkt.  in  d.  Physik,  2. 

Gendre.  —  Cailler  :  Calcul  différentiel  et  intégral,  3  ;  Exercices,  2;  Mé- 
canique rationnelle,  3  ;  Exercices,  2;  Conférences  d'analyse,  2  ;  — Fbhr  : 
Eléments  de  mathématiques  supérieures,  3  ;  Exercices,  2  ;  Conférences  d'al- 
gèbre et  de  géométrie,  1  ;  Géométrie  projective,  1  ;  Séminaire  de  géométrie 
supérieure,  2.  —  R.  Gautier  :  Astronomie  physique,  2.  —  Priv.-doc.  : 
Bernoud  :  Aéronautique,  1.  —  Briner  :  Thermodynamique,  2. — R.  de  Saus- 
sure :  Géométrie  du  mouvement,  2. 

Lansanne.  —  Amstein  :  Calcul  diff.  et  intégral,  Cours  I,  6;  Exercices,  2; 
Cours  III,  2;  Exercices,  1;  Théorie  des  fonctions,  3.  —  Mayor  :  Mécanique 
rationnelle.  Cours  III,  4;  Exercices.  1;  Statique  graphique.  Cours  III.  3; 
Epures;  Cours  V,  2,  Epures;  Physique  malhém.,  2.  —  Lacombr  :  Géom. 
descriptive,  4;  Epures,  4;  Géométrie  analyt.,  2;  Géométrie  de  position,  2. 
—  Maillard  :  Elem.  de  Cale.  difï*.  et  intégral,  î,  3.  —  Priv.  doc.  —  Jac- 
COTTET  :  Séries  de  Fourier  et  applications. 
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Zârich,  Universitàt,  —  Vacat.  :  Elem.der  Diff.- u.  Inlegralrechnung.  4. — 
WoLFER  :  Einl.  in  die  Astronomie,  3;  Ueb.,  2;  Bahnbeslimmung  v,  Planeteu 
u.  Kometen,  2.  Weiler  :  Darst.  Géométrie,  mit  Ueb.,  4;  Analyt.  Géo- 
métrie, mit  Ueb.,  4;  mathem.  Géographie,  2.  —  Gublbr  :  Algebr.  Analysis, 
2;  Inhalt  u.  Méthode  des  geom.  Unterrichts  an  der  Mittelschule,  1;  Ver- 
sicherungsmathematik,  1  ;  sphar.  Trigonométrie. 

Zurich  ;  Ecole  polytechnique  fédérale,  section  normale,  —  Hirsch  :  Diffe- 
rentialrechnung,  4;  Repet.,  1,  Ueb.,  2;  Differentialgleichungen,  4.  Ueb.,  1  ; 
Variationsrechoung,  2.  —  Franel  :  Calcul  difT.,  4;  Repet  ,  1;  Exerc  ,  2  ; 
Equat.  diff.,  2  ;  Exerc.  1.  —  Geiser  :  Analyt.  Géométrie,  4  ;  Repet.,  1,  Ueb. 
2.  —  Grossmann  :  Darst.  Géométrie,  4;  Repet.,  1  ;  Ueb.,  4,  Géométrie  der 
Lage,  4.  —  Hurwitz  :  EUipt.  Funktionen,  4.  —  Huripvitz  a.  Grossmann  : 
Math.  Seminar,  2.  —  Herzog  :  Mechanik,  4,  1,  2  ;  ausgewâlte  Kapitel,  1.  — 
Wolfer  (V.  Université).  —  Cours  libres,  —  Bbyel  :  Rechenschieber,  1;  Darst. 
Géométrie,  2;  Proj.  Géométrie,  1;  Flâchen  2.  Grades,  2.  —  Kellbr  :  Die 
wichtigsten  Prinzipieo  d.  darst.  Géométrie,  2.  —  Kraft:  Analyt.  Mechanik, 
3;  Geom.  Kalkûl,  I,  2,  III,  2.  —  Schweitzbr  :  Thermodynamik,  2. 
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R  Baire.  »  Leçons  sar  les  théories  générales  de  l'Analyse.  T.  II.  Varia- 
bles complexes.  Applications  géométriques.  —  1  vol.  de  X-347  p.  et  52 
fig.;  12  fr.;  Gauthier- Villars,  Paris. 

Etant  donnée  la  renommée  si  justement  acquise  par  M.  Baire  dans  l'étude 
des  fonctions  de  variables  réelles,  il  était  bien  intéressant  d'attendre  de  lui 
ce  second  volume*  où  il  traite  surtout  des  fonctions  de  variables  complexes. 
Le  sujet,  comme  il  le  reconnaît  lui-même,  est  essentiellement  différent,  mais 
il  y  apporte  les  mêmes  qualités  d'esprit,  la  même  netteté  et  la  même  rigueur. 
Comme  l'indique  le  titre  du  volume  il  s'agit  surtout  de  généralités,  concer- 
nant les  fondements  de  la  science  et  non  d'un  exposé  de  résultats  spéciaux, 
exposé  qu'on  ne  peut  guère  faire  avec  compétence  que  sur  quelques  points 
d'où  une  allure  trop  restrictive  donnée  à  certains  traités.  D'ailleurs  ce  sont 
des  Leçons,  professées  dans  une  F'aculté.  L  étendue  et  la  solidité  en  sont 
des  conditions  essentielles. 

Dans  la  théorie  des  fonctions  analytiques,  l'auteur  cherche  à  proGter  à 
la  fois  des  points  de  vue  de  Cauchy  et  de  Weierstrass.  Il  emploie  les  inté- 
grales curvilignes  on  les  séries  entières  sans  aucun  parti  pris  pour  l'une  ou 
l'autre  des  méthodes  qu'il  relie  d'ailleurs  très  simplement  en  étudiant  le 
développement   taylorien.    Les   félicitatious  que   je   pourrais   lui    adresser 


*  Voir  l'Analyse  du  premier  volume  dans  V Enseignement  math.  t.  IX.  1907,  p.  497. 
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à  cet  égard  seront  d'autant  plus  sincères  que  dans  l'étude  du  prolongemen) 
analytique  qui  fait  actuellement  l'objet  de  mes  travaux  en  cours  (Bulletin 
des  Se.  math.,  Juillet  1908)  j'avais  remarqué  que  dans  une  question  très  gé- 
nérale on  pouvait  à  volonté  manier  des  intégrales  curvilignes  ou  des  séries. 
£t  sans  prévoir  que  j'allais  me  trouver  d'accord  avec  M.  Baire,  je  faisais 
remarquer  l'absurdité  qu'il  y  avait  à  se  cantonner  daus  une  méthode  et  à 
ignorer  l'autre. 

Pour  en  revenir  à  l'ouvrage  du  professeur  de  Dijon,  je  dois  faire  remarquer 
aussi  le  soin  extrême  qu'il  apporte  dans  le  maniement  des  séries  et  notam- 
ment  la  manière  délicate  dont  il  développe  les  théorèmes  d'Abel.  A  la  notion 
de  série  uniformément  convergente  qui,  dans  certains  cas,  ne  lui  semble  pas 
assez  souple,  il  substitue  celle  de  série  normalement  convergente  ;  une  telle 
série  est  celle  dont  la  convergence  absolue  est  établie  par  comparaison  avec 
une  série  majorante. 

A  propos  des  équations  différentielles,  un  grand  développement  est  donné 
aux  équations  aux  dérivées  partielles.  La  méthode  des  caractéristiques  de 
Cauchy  et  la  méthode  de  Lagrange  et  Charpit  sont  exposées  toutes  deux  et 
comparées.  Pour  U  première,  M.  Baire  compare  tout  au  long  le  cas  de  l'équa- 
tion linéaire  et  celui  de  l'équation  quelconque  et  cela  avec  une  élégance  et 
un  bonheur  dans  l'exposition  qui  me  semblent  surpasser  tout  ce  que  je  con- 
nais de  mieux  à  cet  égard. 

II  emprunte  à  l'Acoustique  une  équation  linéaire  du  second  ordre  pour 
donner  au  moins  un  exemple  de  ces  équations  remises  plus  en  lumière  que 
jamais  par  la  théorie  de  la  propagation  des  ondes.  Il  va  sans  dire  que  toutes 
les  questions  relatives  à  l'existence  des  intégrales  sont  examinées  jusque 
dans  les  plus  intimes  détails. 

Dans  les  Applications  géométriques  M.  Baire  a  mis  beaucoup  de  choses. 

Il  attache  beaucoup  d'importance  à  la  théorie  du  contact,  aux  enveloppes 
de  lignes  et  de  surfaces.  Les  courbes  gauches,  étudiées  d'abord  quanta  leur 
courbure  et  à  leur  torsion,  sont  finalement  définies  par  leur  équation  intrin- 
sèque. Des  exemples  courts  et  précis  sont  donnés  à  l'appui  des  notions  fonda- 
mentales ;  d'intéressantes  courbes  particulières  sont  mentionnées.  La  déforma- 
tion et  la  représentation  des  surfaces  les  unes  sur  les  autres  sont  illustrées 
par  les  problèmes  des  cartes  géographiques  dans  le  système  stéréographique 
et  daus  le  système  de  Mercator.  Souvent  une  propriété  particulière  constitue 
une  ouverture  sur  de  vastes  domaines  de  la  Science  ;  c'est  ainsi  que  l'héli- 
coïde  à  plan  directeur  sert  à  faire  comprendre  ce  que  sont  les  surfaces  mi- 
nima.  Cette  partie  se  termine  par  l'étude  des  lignes  géodésiques. 

Enfin  l'ouvrage  comprend  un  chapitre  sur  les  fonctions  elliptiques.  C'est 
une  belle  application  du  développement  donné  à  la  théorie  des  fonctions 
d'une  variable  complexe.  Là  encore  un  appel  judicieux  est  fait  tantôt  aux 
définitions  de  Weierstrass  tantôt  aux  propriétés  des  intégrales  curvilignes. 
De  plus  bien  des  longueurs  sont  évitées  par  l'emploi  du  langage  concis  et 
rigoureux  créé  par  M.  Baire  au  début  de  son  volume. 

Qu'il  me  soit  permis  de  remarquer  en  terminant  que,  dans  l'actuelle  gêné, 
ration  de  jeunes  géomètres,  M.  Baire  a  fait  une  œuvre  unique.  C'est  le  pre- 
mier cours  d'une  université  provinciale  qui  soit  publié.  Dans  les  générations 
d'avant  le  précédent  le  plus  remarquable  fut  constitué  par  le  cours  de 
M.  Méray,  qui  fut  précisément  à  Dijon  le  prédécesseur  de  M.  Baire. 

L'Université  bourguignonne  n'a  donc  rien  perdu  de  son  éclat. 

A.  BuHL  (Montpellier). 


Digitized  by 


Google 


BIBLIOGRAPHIE  433 

R.  BoifOLA.  —  Die  nichteilklidiiche  Gaometlie.  Historîsch-kritische  Darstel- 
long  ihrer  Entwicklung.  Deutsche  Ausgabe  von  U.  Liebmann.  (Collection 
Wisaenschafî  und  Hypothèse),  —  1  vol.  cart.  in-16,  244  p.  ;  5  M.;  B.  G. 
Teubner,  Leipzig. 

Nous  avons  déjà  eu  l'occasion  de  signaler  cette  nouvelle  collection  que  la 
maison  Teubner  publie  sous  le  titre  de  Wissenschafl  und  Hypothèse  et  dont 
les  deux  premiers  volumes  sont  formés  par  la  traduction  des  deux  ouvrages 
bien  connus  de  M.  H.  PoincARi  :  Science  et  hypothèse,  et  ta  Vateur  de  la  science. 

Ce  nouveau  volume  rentre  bien  dans  le  but  de  la  collection  qui  est  de  pré- 
senter au  monde  savant  les  diverses  branches  scientifiques  dans  révolution 
de  leurs  principes  fondamentaux.  Il  contient  un  exposé  bien  ordonné  du  dé- 
veloppement historique  et  systématique  de  la  Géométrie  non-euclidienne. 
L'auteur  montre  d'abord  comment  le  postulat  des  parallèles  a  été  envisagé 
par  les  géomètres  grecs,  puis  chez  les  Arabes  et  pendant  la  Renaissance;  il 
fait  une  étude  critique  des  essais  de  démonstrations  qui  ont  été  données. 
Passant  ensuite  aux  précurseurs  de  la  Géométrie  non-euclidienne,  il  donne 
un  aperçu  rapide  des  travaux  de  Saccheri,  J.-H.  Lambert,  de  Wolfg.  Bolyaî 
et  de  F.  L.  Wachter.  Puis  viennent  les  fondateurs  Lobatschefsky  et  Jean 
Bolyai,  dont  il  analyse  les  principaux  travaux. 

L'étude  des  développements  ultérieurs  amène  l'auteur  à  distinguer  deux 
directions  :  I,  la  direction  métrique  différentielle,  dans  laquelle  on  fait  inter- 
venir la  Géométrie  sur  une  surface  et  les  idées  de  Riemann,  Helmholtz,  Lie, 
Betrami,  etc.;  II,  la  direction  projective  ;  subordination  de  la  Géométrie  mé- 
trique à  la  Géométrie  projective;  la  Géométrie  lobatschefskienne  dans  le 
plan  euclidien;  la  Géomtrie  ellptique  de  Riemann  dans  l'espace  euclidien; 
les  fondements  de  la  Géométrie  eu  partant  des  concepts  graphiques;  Tin- 
démontrabilité  du  postulat  d'Euclide. 

L'Ouvrage  se  termine  par  trois  Notes  ayant  pour  objets  I,  les  parallèles 
et  la  surface  de  Clifford;  II,  les  principes  fondamentaux  de  la  statique  et 
le  postulat  d'Euclide;  III,  les  constructions  non-euclidiennes  des  parallèles. 

Comme  le  montre  cette  rapide  énumération,  M.  Bonola  a'borde  les  princi- 
paux problèmes  de  la  Géométrie  non-euclidienne.  Par  ses  nombreuses  et 
importantes  recherches  dans  ce  domaine,  il  était  particulièrement  qualifié 
pour  présenter  cette  étude  critique.  II  aie  grand  mérite  d'avoir  su  éviter  tout 
développement  inutile  dans  un  exposé  de  ce  genre,  suivant  le  but  de  la  col- 
lection. Son  livre  constitue  un  excellent  ouvrage  d'initiation  pour  tous  ceux 
qui  désirent  s'orienter  dans  cette  branche  de  la  Géométrie.  L'édition  alle- 
mande a  été  rédigée  avec  beaucoup  de  soin  par  un  mathématicien  qui  a  lui- 
même  apporté  d'intéressantes  contributions  à  la  Géométrie  non-euclidienne. 

H.  F. 

M.  Fr.  Daniels.  —  Essai  de  Géométrie  sphériqne  en  coordonnées  projec- 
tives.  —  1  vol.  in-8o,  280  p.;  Librairie  de  l'Université,  Fribourg  (Suisse). 

Si  l'on  prend  pour  coordonnées  homogènes  d'un  point  quelconque  d'une 
sphère,  les  composantes  xi,  x%,  xt,  suivant  trois  directions  fixes,  du  rayon 
aboutissant  à  ce  point,  les  grands  cercles  de  la  sphère,  qui  jouent  en  Géo- 
métrie sphérique  le  rôle  de  «  lignes  droites  »,  sont  représentés  par  des  équa- 
tions linéaires  ;  on  a  donc  ainsi,  pour  la  sphère,  un  système  de  coordonnées 
projectives.  On  obtient  encore  un  système  de  telles  coordonnées  en  divisant 
chacune  des  quantités  précédentes  par  un  nombre  constant  jia»  (/  =  1,  2,  3). 
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Tel  est  le  syslème  de  coordonnées  qu'emploie  M.  Daoiêls  pour  établir  la 
Géométrie  sphérique  et,  comme  cas  limite,  la  Géométrie  plane.  La  généra- 
lité de  la  méthode,  bien  loin  d'être  une  cause  de  complication,  prête  un 
caractère  de  grande  simplicité  aux  démonstrations^  qui  sont  remarquable- 
ment directes  et  sobres.  C'est  ainsi  que  sont  établies  les  propriétés  pro- 
jcctives  sphériques,  telles  que  celles  qui  ont  les  mêmes  énoncés  que  les 
théorèmes  de  Carnot,  de  Pappus  et  de  Desargues,  ainsi  que  la  théorie  du 
rapport  anharmonique,  de  l'involulion,  de  la  collinéation  et  de  la  corrélation 
sphériques. 

Quant  à  l'idée  métrique,  elle  est  représentée  par  une  expression  quadra- 
tique des  coordonnées.  Cette  expression  varie  avec  le  système  de  coor- 
données pris  pour  référence  ;  mais,  comme  les  propriétés  métriques  sont 
indépendantes  des  valeurs  des  coefficients,  la  généralité  et  la  simplicité  des 
démonstrations  ne  sont  pas  atteintes.  Signalons  à  ce  propos  —  M.  Daniels 
n'en  fait  pas  la  remarque  —  que,  en  raison  de  celte  indépendance,  l'ouvrage 
se  trouve  contenir  une  théorie  de  toutes  les  métriques  sphériques  et  non 
pas  seulement  de  la  métrique  ordinaire. 

Les  courbes  sphériques  du  second  ordre  ou  coniques  sphériques  et  les 
faisceaux  de  ces  courbes  font  l'objet  d'une  étude  approfondie  et  très  com- 
plète. 

Ajoutons  qu'un  emploi  judicieux  de  la  notation  vectorielle  contribue  à  la 
condensation  de  l'exposition. 

G.  C0MBBBIA.C  (Bourges). 

P.  DuHEM.  —  Les  origines  de  la  Statique.  —  Deux  volumes,  gr.  in-8o; 
prix  20  fr.;  librairie  Hermann,  Paris. 

On  sait  la  difficulté  des  recherches  historiques,  les  surprises  des  textes 
et  la  traîtrise  des  documents  qui  se  contredisent  mutuellement,  laissant  le 
chercheur  dans  l'incertitude  la  plus  complète  À  propos  d'un  nom,  d'un  lieu, 
d'un  livre  ou  d'une  époque. 

L'obscurité  des  sources,  les  emprunts  des  plagiaires,  les  oublis  de 
l'Histoire  autant  que  les  dévastations  du  Temps,  déforment  les  faits  et 
rompent  l'enchainement  des  idées.  C'est  au  critique  à  posséder  l'érudition 
qui  mettra  à  sa  portée  le  matériel  d'étude,  et  la  sagacité  qui  lui  permettra 
de  s'orienter  et  de  se  retrouver  dans  le  dédale  de  ses  notes. 

T^es  origines  de  la  Statique  de  M.  P.  Duhem  forment  un  ouvrage  remar- 
quable à  deux  points  de  vue,  l'ampleur  du  sujet  et  la  clairvoyance  de 
l'auteur  ;  d'une  part,  une  quantité  énorme  de  documents  à  déchiffrer,  d'autre 
part,  une  coordination  k  établir  entre  tous  ces  matériaux. 

Il  a  fallu  connaître  les  ouvrages  de  plus  de  deux  cents  auteurs,  dont 
beaucoup  manuscrits,  disséminés  dans  les  bibliothèques  d'Europe,  quelques- 
uns  inédits  bouleversant  les  idées  reçues  jusqu'alors,  d'autres,  traqués 
impudemment  par  un  faussaire  voulant  accaparer  la  science  de  son  temps 
aux  yeux  de  la  postérité  ;  d'autres  encore  obscurcis  par  des  copistes  ignares, 
envahis  par  les  gloses  des  commentateurs  et  qu'on  a  dû  reconstituer  et 
mettre  au  point,  avant  de  pouvoir  les  utiliser. 

Cependant  un  principe  unique  a  guidé  l'auteur  i  travers  son  étude  ;  d'un 
bout  à  l'autre,  l'histoire  de  la  Statique  est  traversée  par  la  continuité  et 
l'enchainement  des  idées.  Mais  laissons  parler  M.  P.  Duhem. 

«  La   Science,    en  sa    marche    progressive  ne  connaît   pas  les    brusques 
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changements  ;  elle  croît,  mais  par  degrés  ;  elle  avance,  mais  pas  à  pas. 
Aucane  intelligence  hamaine.  quelles  que  soient  sa  puissance  et  son  origi- 
ns«lilé,  ne  saurait  produire  de  toutes  pièces  une  doctrine  absolument 
nouvelle.  L'historien  ami  des  vues  simples  et  superficielles  célèbre  les 
découvertes  fulgurantes  qui,  à  la  nuit  profonde  de  l'ignorance  et  de  Terreur, 
ont  fait  succéder  le  plein  jour  de  la  vérité.  Mais  celui  qui  soumet  à  une 
analyse  pénétrante  et  minutieuse,  l'invention  la  plus  primesautière  et  la  plus 
imprévue  en  apparence  y  reconnaît  presque  toujours  la  résultante  d'une 
foule  d'imperceptibles  efforts  et  le  concours  d'une  infinité  d'obscures 
tendances  ». 

L'ouvrage  contient  une  série  de  chapitres  consacrés  à  des  époques  parti- 
culières de  l'histoire  de  la  Statique.  D'abord  il  importe  de  fixer  la  valeur 
des  idées  léguées  par  les  anciens,  Aristote,  Euclide,  Archimède,  pour  distin- 
guer l'originalité  des  auteurs  postérieurs.  Le  legs  n'est  pas  énorme  :  un 
fragment  De  ponderoso  et  levi  que  l'on  pense  être  d'Euclide.  les  quatre 
propositions  nommées  Liher  Euclidis  de  ponderihus  secundum  terminorum 
circum  ferentiam,  les  Qumsiiones  meckanic»  d'Aristote  et  quelques  bribes 
tansmises  aux  Occidentaux  par  les  Arabes. 

«  Nous  allons  voir,  maintenant  »  dit  M.  P.  Duhem  «  l'intelligence  occi- 
dentale s'emparer  de  ces  débris  et  les  incorporer  aux  systèmes  mécaniques 
qu'elle  va  construire.  Nous  allons  assister  à  un  travail  de  transformation  et 
d'organisation,  prodigieusement  intense  et  puissant  qui  produira  la  Statique 
moderne  ». 

Mais  perdus  dans  les  profondeurs  du  Moyen  Age,  les  noms  des  premiers 
constructeurs,  ne  nous  sont  pas  parvenus.  Un  seul  a  survécu  auquel  on 
attribue  les  travaux  de  ses  contemporains,  Jordanus  de  Nemore.  Etait-oe 
un  maître,  un  génie  isolé,  un  chef  d'Ecole  ?  L'histoire  reste  muette  et 
l'énigmatique  Jordanus  Nemorarius  reste  célèbre  par  la  démonstration  de 
la  loi  d'équilibre  du  levier  en  établissant  l'égalité  du  travail  virtuel  moteur 
et  du  travail  virtuel  résistant.  Ce  point  est  capital. 

Plus  surprenant  encore  que  ce  Jordanus,  dont  nous  savons  au  moins  le 
nom,  il  faut  remarquer  cet  auteur  du  XIII™«  siècle,  auquel  on  attribue  la 
première  notion  du  moment.  On  ignore  son  nom  mais  l'efiTet  produit  par  ses 
travaux  dans  l'œuvre  de  Léonard  de  Vinci,  l'ont  fait  qualifier  par  M.  Duhem, 
le  Précurseur  de  Léonard  de  Vinci. 

Jordanus  dont  l'école  se  prolongera  jusqu'au  XV1™«  siècle  avec  Nicolo 
Tartaglia,  le  Précurseur  et  Léonard  de  Vinci  lui-même  ont  jeté  les  bases 
de  la  Statique.  Leur  action  ne  sera  pas  toujours  continuée  ;  des  esprits 
minutieux  leur  préféreront  les  géomètres  dèductifs  comme  Euclide  et  négli- 
geront les  idées  intuitives  qu'ils  ne  sauront  pas  développer.  C'est  le  rôle 
de  Guido  Ubaldo  et  de  Benedetti  ;  ces  deux  esprils  rompent  la  traditiop, 
et  la  plupart  des  vérités  découvertes  à  leur  époque  sont  oubliées.  Ce  sera 
l'œuvre  de  Galilée,  de  Simon  Stevin,  de  Roberval,  de  Descartes  et  de 
Torricelli  que  de  retrouver  et  de  lancer  la  Statique  sur  la  bonne  voie. 

A  mesure  que  Ihistoîre  de  la  Statique  se  rapproche  de  notre  époque, 
les  chapitres  deviennent  plus  copieux,  et  les  travaux  de  Galilée  et  de  Stevin 
sont  analysés  complètement. 

La  seconde  partie  des  Origines  de  la  Statique  contient  en  trois  chapitres 
l'histoire  de  la  Statique  depuis  l'époque  de  Torricelli  jusqu'au  milieu  du 
XVfll"»*  siècle.  Les  deux  premiers  sont  consacrés  à  l'évolution  des  idée» 
sur    le    centre    de  gravité    depuis    les    anciens    commentateurs    d'Aristote 
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jusqu'au  célèbre  principe  de  Torricelli  :   Un  système  pesant  dont  le  centre 
de  gravité  se  trouve  aussi  bas  que  possible  est  assurément  en  équilibre. 

C'est  au  X1V™«  siècle  à  l'époque  d'Albert  de  Saxe  qui  s'établit  aoe 
doctrine  du  centre  de  gravité  «  doctrine  »  dit  M.  Duhem  «  qui  nous  parait 
aujourd'hui  bien  étrange,  mais  qui  fut  admise  sans  conteste  pepdant  des 
siècles  et  par  de  très  grands  esprits 

Cette  doctrine  peut  se  formuler  ainsi  :  Il  est  en  tout  grave  un  point  où 
sa  pesanteur  est  comme  concentrée  ;  c'est  le  centre  de  gravité  ;  en  tout  grave, 
la  pesanteur  est  un  désir  d'unir  ce  centre  de  gravité  au  centre  de  l'Univers. 
Si  son  centre  de  gravité  coïncide  avec  le  centre  de  l'Univers,  le  grave  est 
en  repos.  Si  le  centre  de  gravité  est  hors  du  centre  de  l'Univers,  le  premier 
point  tend  à  joindre  le  second  et,  s'il  n'en  est  empêché,  il  se  dirige  sur  lui 
en  ligne  droite.  La  Terre  est  un  grave  semblable  aux  autres  ;  elle  joint  donc 
son  centre  de  gravité  au  centre  de  l'Univers  ;  et  c'est  ainsi  que  la  Terre 
demeure  immobile  au  centre  du  Monde  ». 

Soutenue  par  l'autorité  d'Aristote,  par  les  développements  de  ses  com- 
mentateurs, cette  doctrine  est  consacrée  par  la  parole  d'Albert  de  Saxe  qui 
sait  à  point  voulu  résoudre  les  paradoxes  et  contourner  les  objections  par 
la  puissance  de  sa  dialectique. 

La  révolution  copernicaine,  en  déplaçant  le  centre  du  monde,  modifie  les 
doctrines  d'Albert  de  Saxe,  et  peu  à  peu  la  notion  du  centre  de  gravité 
s'épure  avec  Galilée,  Torricelli  et  Kepler. 

Nous  voici  au  milieu  du  XYII™»  siècle  ;  les  propositions  importantes  sont 
établies,  mais  elles  manquent  de  liaison.  Il  s'agit  de  coordonner  les  prin- 
cipes épars  et  de  nouer  tous  les  fils  de  la  Statique.  C'eut  été  la  tâche  da 
P.  Mersenne  si  sa  curiosité  inlassable  lui  avait  laissé  le  temps  de  construire 
un  système  logique.  On  ignore  si  Pascal  y  parvint  ;  en  tout  cas  ses  essais 
ne  nous  ont  pas  été  transmis.  Ni  le  P.  Zucchi,  ni  le  P.  Fabri  n'ont  le 
sens  critique  assez  aiguisé  pour  réussir  dans  leurs  ouvages.  Quant  à  la 
Mécanique  de  Roberval,  elle  n'eut  point  d'influence  sur  les  contemporains 
puisqu'elle  resta  manuscrite  et  inédite.  C'est  John  Wallis  qui  dans  son 
traité  Mechanicasive  de  Motu.  Tractatus  geometricus  donne  toutes  les  règles 
coordonnées  de  la  science  de  l'équilibre. 

Enfin  l'ouvrage  de  M.  P.  Duhem  se  termine  avec  la  Nouvelle  Mécanique 
de  Yarignon  et  la  lettre  de  Jean  BernouUi.  A  ce  moment  s'ouvre  la  Période 
classique. 

(c  Lorsque  l'historien  »,  écrit  M.  Duhem,  «  après  avoir  suivi  le  dévelop- 
pement continu  et  complexe  de  la  Statique,  se  retourne  pour  embrasser 
d'un  coup  d'oeil  le  cours  entier  de  cette  Science,  il  ne  peut,  sans  un 
étonnement  profond,  comparer  l'ampleur  de  la  théorie  achevée  À  l'exiguité 
du  germe  qui  l'a  produite.  D'une  part,  en  un  manuscrit  du  XIII«»«  siècle, 
il  déchiffre  quelques  lignes  d'une  écriture  gothique  presque  effacée  ;  elles 
justifient  d'une  manière  concise  la  loi  d'équilibre  du  levier  droit.  D'autre 
part,  il  feuillette  de  vastes  traités,  composés  au  XIX°<>«  siècle  ;  en  ces 
traités,  la  méthode  des  déplacements  virtuels  sert  à  formuler  les  lois  de 
l'équilibre  aussi  bien  pour  les  systèmes  purement  mécaniques  que  pour 
ceux  où  peuvent  se  produire  des  changements  d'état  physique,  des  réac- 
tions chimiques,  des  phénomènes  électriques  ou  magnétiques.  Quel  dispa- 
rate entre  la  minuscule  démonstration  de  Jordanus  et  les  imposantes 
doctrines  des  Lagrange.  des  Gibbs  et  des  Helmhoitz  !  Et  cependant  ces 
doctrines  étaient  en  puissance  dans  cette  démonstration  o. 
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L'oavrage  de  M.  P.  Duhem  est  l'histoire  du  développement  de  celte 
doctrine  de  Jordanus  à  travers  les  siècles  ;  il  nous  fait  pénétrer  au  cœur 
même  des  théories  mécaniques,  en  fait  saisir  la  genèse  et  les  avatars  sans 
nombre  d'un  esprit  à  Tautre. 

Les  Origines  de  la  Statique  constituent  un  moyen  excellent  d'initiation  à 
l'histoire  des  sciences  mécaniques,  si  obscure  jusqu'au  moment  où  M.  P. 
Duhem  y  a  projeté  les  clartés  de  son  intelligence  et  de  son  érudition. 

Alph.  Berxouo  (Genève). 

C.  Plammàrio?!.  —  Initiation  astronomiqae  (Collection  des  Initiations  scienti- 
fiques fondée  par  G. -A.  Laisant).  —  1  vol,  petit  in-S»  de  220  pages  et  89 
figures  ;  2  fr.;  Hnchette  et  G»»,  Paris. 

Ge  volume  est  le  second  de  la  Collection  des  Initiations  scientifiques  que 
M.  Laisant  a  fondée  en  publiant  son  Initiation  mathématique.  Le  succès  de 
ce  dernier  ouvrage  fut  si  grand,  les  éditions  successives  furent  épuisées 
avec  une  telle  rapidité  que  M.  Laisant  pensa  à  trouver  des  collaborateurs 
qui  feraient  pour  les  différentes  parties  de  la  science  ce  qu'il  avait  si  bien 
fait  pour  la  partie  mathématique.  De  telles  œuvres  s'adressent  surtout  aux 
éducateurs  de  l'enfance,  à  ceux  qui  ne  se  font  voir  souvent  que  sous  les  traits 
de  maîtres  austères,  enseignant  des  choses  dont  une  jeune  intelligence  ne 
comprend  pas  l'exacte  portée  ;  ils  s'adressent  aussi  aux  parents,  qui  pour- 
ront devenir  les  meilleurs  des  éducateurs,  en  faisant  naître  la  curiosité  des 
tout  petits  vis-à-vis  des  harmonies  naturelles  si  facilement  insoupçonnées, 
mais  non  moins  facilement  admirées  pour  peu  que  l'attention  soit  attirée  sur 
elles. 

A  ce  point  de  vue,  la  symétrie  des  nombres  et  des  figures  peut  jouer  un 
grand  rôle,  ce  que  M.  Laisant  a  fort  bien  montré. 

M,  Flammarion  nous  montre  maintenant  tout  ce  que  l'on  peut  tirer  de 
manière  extrêmement  élémentaire  de  l'observation  du  ciel.  N'est-ce  pas  une 
des  plus  hautes  manières  d'ouvrir  et  d'élever  la  pensée  que  de  l'inciter  à 
parcourir  l'espace  infini  où  se  meuvent  les  astres  et  d'y  voyager  avec  la  lu- 
mière qui  nous  met  en  communication  avec  tant  et  tant  de  mondes.  L'auteur 
propose  d'apprendre  à  l'enfant  à  connaître  le  Soleil,  le  beau  Soleil,  le  bou 
Soleil  que  l'on  peut  commodément  observer  à  l'aide  d'un  verre  noirci  dans 
une  flamme  et  qui  parait  alors  fort  petit,  mais  qui  n'en  donne  pas  moins  à 
la  nature  les  riantes  couleurs  qui  la  parent,  les  vertes  prairies  qui  nourris- 
sent les  êtres  et  ces  êtres  eux-mêmes. 

Puis  nous  étudions  Phébé  la  blonde  dans  ses  phases  plus  capricieuses  ; 
nous  voyons  que  cette  compagne  de  Phébus  est  loin  d'être  semblable  à  son 
flamboyant  époux,  mais  que  la  différence  révélée  par  l'astronomie  n'est  pas 
moins  intéressante  que  l'analogie  imaginée  par  la  poésie. 

Nous  dirons  aussi  à  l'enfant  qu'il  y  a  des  planètes,  des  sœurs  de  la  Terre 
qui  font  partie  avec  celle-ci  de  la  famille  solaire  en  dehors  de  laquelle  le  vide 
immense  apparaît.  Et  à  cheval  sur  un  rayon  de  lumière  nous  marcherons 
pendant  des  années  pour  arriver  aux  étoiles. 

M.  Flammarion  n'a  même  pas  négligé  les  fantaisies  amusantes,  les  voya- 
ges abracadabrants,  les  combats  entre  les  habitants  de  la  Lune  et  ceux  du 
Soleil.  Nul  doute  qu'il  n'ait  créé  un  précieux  instrument  de  récréation  et 
d'éducation  et  peut  être  aussi  un  livre  pouvant  intéresser  beaucoup  de  pa- 
renls  qui  se  sentiront  stupéfaits  des  merveilles  inconnues  d'eux-mêmes,  qui 

T.'RnReignc^inent  mathém.,  10*  année;  1908.  29 
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s'enthousiasmeront   pour   leur  compte   personnel  et  communiqueront  avec 
plus  de  plaisir  encore  leur  enthousiasme  à  leurs  enfants. 

A.  BuHL  (Montpellier). 

Georges  Matisse.  —  Le  principe  de  la  coneenration  de  raetise  et  tes  ap- 
plication. —  1  vol.  grand  in-8o»  65  pages  ;  2  fr.  50  ;  A.  Hbrmann. 

Ce  volume  manque  de  mise  au  point  avec  l'état  actuel  de  la  physique  théo- 
rique et  même  de  la  physique  mathématique  ;  s'il  avait  paru  il  y  a  une  quin- 
zaine d'années,  les  idées  de  l'auteur  auraient  pu  être  prises  en  considération . 
mais  aujourd'hui  nous  ne  le  pensons  pas.  Notre  langage  est  complètement 
changé,  et  certaines  notions  fondamentales  sont  autrement  interprétées,  dé- 
finies et  appliquées.  La  théorie  des  électrons  pourra  être  complétée,  et  même 
dans  la  suite  remplacée  par  une  autre  pénétrant  le  mécanisme  même  de  la 
charge  électrique,  mais,  en  attendant,  cette  théorie  est  acceptée  par  la  gêné* 
ralité  des  physiciens  et  des  physico-mathématiciens,  et  il  est  impossible  d'en 
faire  abstraction  comme  cela  a  lieu  dans  cet  ouvrage. 

Tb.  ToMMAsiNA  (Genève). 

O.  M  Aie  VILLE.  Les  décoaTertei  modemei  en  phytiqne.  Leur  théorie  et  leur 
rôle  dans  l'hypothèse  de  la  constitution  électrique  de  la  matière.  —  1  vol. 
in-8o  de  186  pages;  5  fr.;  A.  Hermann,  Paris. 

L'auteur  a  résumé  dans  ce  volume  la  matière  de  plusieurs  ouvrages  ré- 
cents ;  c'est  ce  qui  a  rendu  sa  besogne  certes  très  ardue,  aussi  n'est-il  pas 
entièrement  parvenu  à  s'assimiler  tous  les  Ouvrages,  Mémoires,  Notes,  etc. 
qui  sont  passés  entre  ses  mains.  Le  langage  scientifique  manque  d'unité,  et 
certains  chapitres  sont  par  trop  sommairement  traités. 

Ce  livre  n'est  pourtant  pas  inutile  et  arrive  au  bon  moment,  il  pourra  cer- 
tes rendre  des  services,  surtout  a  ceux  dont  les  multiples  occupations  ne 
leur  laissent  que  peu  de  temps  disponible  pour  se  tenir  au  courant  de  la 
marche  de  la  science;  et  à  ceux  qui  désirent  passer  rapidement  en  revue  les 
plus  récents  progrès  et  les  difiTérentes  nouvelles  théories,  pour  les  embras- 
ser plus  facilement  dans  une  large  vue  synthétique. 

A  aucune  époque  de  l'histoire  de  la  Physique  ne  s'est  manifesté,  comme 
dans  celle  qui  nous  est  contemporaine,  la  nécessité  absolue  de  procéder  sé- 
rieusement à  un  travail  de  classification  d'une  foule  de  résultats  nouveaux, 
classification  qui  ne  peut  être  faite  que  par  celui  qui  est  capable  de  tous  les 
embrasser  et  de  les  alligner  facilement  devant  sa  mémoire.  Cet  ouvrage 
peut  certes  rendre  plus  rapide  ce  travail  préliminaire. 

Th.  Tommasina  (Genève). 

E.  Parisot  et  F.  Henry.  —  Lei  meiUenrei  pages  des  Ecrivains  pédagogie 

qnes  (de  Rabelais  au  XX«  siècle).  Extraits,  avec  un  Avant-propos  et  des 
Notes.  Préface  par  Jules  Patot.  —  1  vol.  in-18,  364  p.;  3  fr.;  Librairie 
Arm.  Colin,  Paris. 

Les  professeurs  de  l'enseignement  scientifique  ne  s'intéressent  guère  aux 
doctrines  pédagogiques  d'autrefois;  la  pratique  même  de  l'enseignement 
restera  toujours  pour  eux  la  meilleure  méthode,  car  la  pédagogie,  telle  qu'ils 
la  conçoivent  est  avant  tout  une  science  expérimentale.  Si  les  gros  traités 
les  rebuttent  en  général,  ils  liront  par  contre  avec  le  plus  vif  intérêt  et  le 
plus  grand  profit  le  présent   ouvrage  dans  lequel  les  auteurs  ont  réuni  un 
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véritable  choix  d'Extraits  d'écrivains  pédagogiques.  Le  cercle  des  auteurs 
consultés  est  conçu  d'une  manière  très  large  ;  il  renferme  non  pas  les  «  péda- 
gogues d,  dans  le  sens  étroit  du  terme,  mais  la  plupart  des  grands  penseurs 
en  matière  d'éducation,  depnis  Rabelais,  Pestalozzi,  Rousseau,  jusqu'aux 
écrivains  et  savants  modernes  tels  que  Payot,  Buisson,  Anatole  France,  James, 
Sully,  Luc.  Poincaré,  J.Tannery  et  d'autres.  Tout  en  donnant  une  large  part 
aux  anciens,  les  auteurs  se  sont  préoccupés  avant  tout  de  réunir  les  élé- 
ments d'une  pédagogie  vraiment  moderne  qui  est  la  mise  au  point  de  vérités 
pédagogiques  éprouvées  par  l'expérience,  confirmées  par  le  jugement  des 
meilleurs  esprits  et  adaptées  aux  conditions  de  la  vie  présente. 

Les  extraits,  dont  le  choix  est  des  plu3  heureux,  sont  groupés  dans  les  cha- 
pitres suivants:  Education  générale;  la  pédagogie;  l'éducation  nationale; 
l'éducation  de  l'esprit.  —  Les  méthodes;  méthodes  particulières  aux  divers 
enseignements;  méthodes  générales.  —  Psychologie  de  l'enfant. — Education 
morale.  —  Education  esthétique.  —  Education  physique.  —  La  destinée  de 
la  femme.  —  Rôle  social  de  l'instituteur  et  de  l'école. 

Bien  que  cet  ouvrage  ne  consacre  que  quelques  pages  à  renseignement 
scientifique,  nous  tenons  à  le  signaler  à  l'attention  des  professeurs  et  des 
candidats  à  l'enseignement  des  sciences. 

H  F. 

J.  A.  Sbrret.  -^  Lehrbnch  der  Differential-and  Integralrechniuig.  Nach 
Axel  Harnacks  Uebersetzung.  Dritte  Auflage,  neu  bearbeitet  von  G.  Schef* 
FESs.  Band  I  :  Differentialreckung ;  Band  II  :  Integralrecknung.  —  2  vol. 
in-S®,  relié,  624  +  685  p.  ;  13  M.  chaque  volume;  B.-G.  Teubner,  Leipzig» 

Cette  troisième  édition  allemande  du  Traité  classique  de  Serret  diffère  çn 
beaucoup  de  points  de  l'édition  originale.  Le  texte  a  été  entièrement  revu 
et  refondu  en  tenant  compte  des  progrès  réalisés  et  des  exigences  ac- 
tuelles de  la  science;  les  figures  ont  même  été  remplacées  par  de  nou- 
velles exécutées  avec  plus  de  soin.  Chacun  des  volumes  est  accompagné 
d'une  table  analytique  des  matières. 

Il  n'y  a  pas  lieu  de  signaler  ici  en  détail  les  modifications  et  additions  dues 
à  M.  Scheffers.  Nous  nous  bornerons  à  mentionner  le  chapitre  d'introduc- 
tion, placé  en  tète  du  premier  volume  et  consacré  aux  notions  de  nombre, 
de  fonctions,  de  limité  et  de  continuité.  Dans  le  second  volume  on  a  complété 
les  théorèmes  d'existence  des  intégrales  simples  et  doubles;  le  chapitre  des 
fonctions  d'une  variable  complexe  a  reçu  d'importantes  améliorations. 

Sous  cette  nouvelle  forme  le  Traité  de  Serret  maintient  sa  place  au  rang 
des  meilleurs  ouvrages  d'analyse  et  continuera  à  être  lu  avec  profit  par  les 
étudiants  de  langue  allemande. 

Le  tome  III,  consacré  aux  Equations  différentielles  et  au  calcul  des  varia- 
tions, est  eu  préparation. 
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1.  Sommaires  des  principaux  périodiques: 

Acta  Mathematica,  dirigé  par  Mittag-Leflem.  t.  XXXI,  Stockholm. 

Fasc.  3  et  4.  —  Kônig  :  Sur  les  fondements  de  la  théorie  des  ensembles  et 
le  problème  du  conlinu.  —  H.  Dulac  :  Sur  les  séries  de  Mac  Laurin  à  plu- 
sieurs variables.  —  E.  Cotton  :  Sur  Tintég^ration  approchée  des  équations 
différentielles.  —  H.  Petrini  :  Les  dérivées  premières  et  secondes  du  poten- 
tiel. 

ArchiT  der  Mathematik  and  Physik,  herausgegeben  von  E.  Lampe,  W.  Fr. 
Mbyer,  et  E.  Jahnke,  12.   Band.  —  B.^G.  Teubner;    Leipzig  und   Berlin. 

N^*  3  et  4.  —  H.  Stahl  :  Uber  die  Darstcllung  algebraischer  Funktiouen 
und  Abelscher  Intégrale  aus  gegebcneu  Elemenlen.  —  W.  Ludwig:  Uber  das 
Problem,  cine  Fldche  II.  Grades  in  einem  der  Gestalt  und  Grosse  nach  gtgt- 
benen  Kegelschnitte  zu  schneiden.  —  E.  Oklich  :  Uber  Auffiahme  von 
Wechselstromkurven  durch  Oszillographen  und  ihre  Analyse.  —  Otto  Biek- 
MAPiN  :  Uber  den  Wechsel  der  unabhângigen  Variablen  bei  Differentiations- 
prozessen.  —  Eugen  Meyer  :  Pascalscher  Satz,  Dcsarguesscher  Satz  und 
NuUsystem.  —  G.  A.  Miller  :  The  groups  of  isomorphisms  of  the  simple 
groups  whose  degree  is  less  than  fifteen.  —  K.  A.  Pourra  :  Uber  die  grôsste 
Schwankuug  einer  analytischen  Funktion  auf  einer  Kreisperipherie.  —  H. 
Wieleitner  :  Die  Scheitel-Koncboiden  der  Kegelschnitte.  —  J.  Neurerg  : 
Uber  hyperboloïdische  Wûrfe,  —  Eduard  Jamsch  :  Zur  Schattenkonstruk- 
tion  fur  das  Plûckersche  Konoid.  —  Franz  Rogel  :  Beitrag  zur  trigonome- 
irischen  Analysis.  —  R.  Hegrr  :  Die  Kugeln,  die  einem  unebenen  Vierecke 
eîngeschrieben  sind.  —  E.  Malo  :  Sur  la  génération  cissoïdale  des  quarti- 
ques  unicursales  bicirculaires.  —  Clemens  Schaefer  :  Théorie  zweier  Beu- 
gungsversnche  mit  elektrischen  Wellen. 

AtU  délia  Reale  Academia  dei  Lincei.  Anno  CCCIV,  Rendiconti.  Vol.  XVI 
2™»  semestre  1907.   Rome. 

Lbvi-Civita  :  Sullo  sviluppo  délia  funzione  implicite.  —  Picciati  ;  Intc- 
grazione  dell'equazione  funzionale  che  regge  la  caduta  di  una  sfera,  in  un 
liquido  viscoso.  —  Eug.  E.  Levi  :  Sul  problema  di  Cauchy.  —  Medici  :  Sui 
gruppi  dimovimenti.  —  Picciati  :  Sul  moto  di  un  cilindro  indefinito  in  un 
liquido  viscoso.  —  Luc.  Orlando  :  Sull'equazione  differenziale  As  tt  -f  Xu  =  o. 
—  ToMMASo  Boggio  :  Nuova  risoluzione  di  un  problema  fondamentale  délia 
teoria  delTelasticità.  —  Fr.  Skveri  :  Alcune  proposizioni  fondamentali  per 
la  geometria  suUe  varielà  algebriche.  —  G.  Lauricella  :  Sulla  integrazione 
dell'equazione  A*r=  o.  — Tommaso  Boggio  :  Sull'equazione  del  moto  vibra- 
torio  délie  membrane  elastische.  —  Tommaso  Boggio  :  Determinazione  délia 
deformazione  di  un  corpo  elastico  per  date  tensioni  superficiali.  —  Eugenio 
Elia  Levi  :  Sull'equazione  del  calore.  —  Ant.  Garbasso  :  Traieltori  e  onde 
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luniinose  in  un  particolare  mezzo  isotropo  e  non  omogeneo.  —  Luc.  Ok- 
LAxoo  :  Sopra  alcune  equazioni  integrali.  —  Eugenio  Elia  Levi  :  Sulle  equa- 
zioni  jntegrali.  — >  Tommaso  Bogoio  :  Integrazione  deil'equaziooe  funzionale 
chc  regge  la  caduta  di  una  sfera  in  un  liquido  viscoso  (Nota  I*),  —  Carlo 
SoMiCLiAKA  :  Sulln  teoria  maxwelliana  délie  azioni  a  distanza.  •—  T.  Levi- 
CiviTA  :  Sulle  onde  progressive  di  lipo  permanente.  -^  O.  Tbdone  :  Un  teo- 
rama  sulle  equazioni  dell'elasticità. 

Bnlletiii  de  la  Société  Mathématique  de  France.  T.  XXXV.  Paris. 

Fasc.  3  et  4.  —  Comptes  rendus  des  séances.  —  Goursat  (£.)  :  Sûr  un  cas  élé* 
nientairederéquationdePredhoIm.  — d'Ocag.ne(M.)  :  Sûrles  équations  d'ordre 
nomographique  3  et  4.  —  Weill  (M.)  :  Propriétés  des  polygones  inscrits  à 
une  conique.  —  Lbbesgue  (H.)  :  Contribution  à  l'étude  des  correspondances 
de  M.  Zermelo.  —  Ôlumenthal  (0.)  :  Sur  le  mode  de  crois8an«*e  des  fonc- 
tions entières.  —  Biochb  (Ch.)  :  Sur  les  courbes  gauches  unicursalés  du 
quatrième  ordre.  —  Lalesco  (T.)  :  Sur  la  représentation  des  nombres  par  les 
classes  de  formes  appartenant  à  uA  déterminant  donné.  —  Pellet  (A.)  :  Re- 
marques sur  le  mouvement  d'une  figure  plane  dans  son  plan.  —  RéMOurcDOs 
(G.):  Sur  les  trajectoires  auxquelles  donnent  lieu  les  forces  centrales.  — 
Rafft(L.):  Sur  Tisothermie  relative  des  réseaux.  —  Table  des  matières  du 
Tome  XXXV. 

BalleUn  des  Sciences  mathématiqaei,  rédigé  par  G.  Darboux/E.  Picard, 

J,  Tatinert.  -—  Tome  XXXf.  1907.  Gauthier-Villars,  Paris. 

Septembre-décembre  1907.  —  J.  Dolbnia  :  Quelques  nouvelles  remarques 
sur  la  transformation  des  fonctions  elliptiques  et  sur  la  réduction  des  inté- 
grales abéliennes.  —  E.  Bou^iitzky  :  Sur  les  solutions  singulières  des  équa- 
tions de  Raffy.  —  G.  Tzitzéica  :  Sur  une  propriété  caractéristique  des  sur- 
faces de  révolution.  —  J.  Tanihery  :  Manuscrits  et  papiers  inédits  de  Galois 
(Suite).  —  A.  BuHL  :  Sur  de  nouvelles  formules  de  sommabilité. 

Tome  XXXII,  1908.  Janvier-avril.  —  Boumitzky  :  Sur  une  classe  d'équa- 
tions intégrales,  r—  J.  Tannery  :  Correspondance  entre  Liouville  et  Dirichlet. 

—  G.  Darboux  :  Les  origines,  les  méthodes  et  les  problèmes  de  la  Géomé- 
trie infinitésimale. 

Comptes  rendos  des  séances  de  TAcadémie  des  Sciences  de  Paris,  publiés 
par  les  secrétaires  perpétuels.  Gauthier-Villars.  Paris. 

Premier  semestre,  1908.  —  13  janv.  —  A.  Bvul  :  Sur  la  sommabilité  des 
séries  de  Fourier.  —  A.  Denjoy  :  Sur  le  choix  de  l'exposant  de  convergence 
pour  les  séries  entières  de  genre  infini. 

20  janvier.  —  Schlesinger  :  Sur  un  système  différentiel  du  second  degré. 

—  EscLANGON  :  Sur  les  solutions  périodiques  de  certaines  équations  fonc- 
tionnelles. 

27  janvier.  —  Eug.-E.  Levi  :  Sur  l'équation  d'st^x*  —  Ô2|ôr  =  0  .  — 
E.  Cartan  :  Sur  la  définition  de  l'aire  d'une  portion  de  surface  courbe.  — 
TziTZÉicA  :  Sur  une  classe  de  surfaces. 

3  février  :  Léop.  Féjbr  :  Sur  le  développement  d'une  fonction  arbitraire 
suivant  les  fonctions  de  Laplace. 

10  février.  —  M.  Petrovitsch  :  Théorème  sur  les  séries  de  Taylor.  —  E. 
CoTTON  :  Sur  l'intégration  approchée  des  équations  différentielles. 
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17  février.  —  E.  Goursat  :  Sur  un  théorème  de  la  théorie  de«  équations 
intégrales. 

24  février.-^  E.  Holmgken  :  Remarque  sur  une  communication  de  M.  Eug.-Ë. 
Levi.  —  Rbmoundos  :  Sur  les  singularités  des  équations  différentielles  do 
premier  ordre.  —  Popovici  :  Sur  les  congruences  de  courbes  planes. 

2  mars.  —  P.  Ra.ffy  :  Sur  les  surfaces  à  lignes  de  courbure  confondues.  — 
StÔrhbr  :'Ca8  de  réduction  des  équations  diCTérentielles  de  la  trajectoire  d'un 
corpuscule  électrisé  dans  un  champ  magnétique. 

9  mars.  —  St-ôkher  (v.  ci-dessus)  :  2i»«  note.  — •  Tratnard  :  3or  une  sur* 
face  hyperelliptique  du  3«n«  ordre.  —  Kolosoff  :  Sur  le  problème  d'élasticité 
à  deux  dimensions.  —  Nordma.nn  :  Recherches  nouvelles  sur  les  étoiles  va- 
riables. 

16  mars.  —  A.  Bohl  :  Sur  les  séries  de  polynômes  tayloriens.  —  KoRif  : 
Solution  générale  du  problème  d'équilibre  dans  la  théorie  de  l'élasticité  dans 
le  c«a  où  les  efforts  sont  donnés  à  la  surface 

23  mars.  —  Zaremba  :  Sur  l'application  d'un  problème  alterné  au  problème 
biharmonique.  —  Rafft  :  Sur  les  surfaces  à  lignes  de  courbure  confondues. 
—  C.  StO^mer  :  Sur  les  équations  différentielles  d'un  corpuscule  électrisé 
dans  un  champ  magnétique. 

6  avril.  —  L^  Vavasseur  :  Sur  les  sous-groupes  du  groupe  linéaire  homo- 
gène à  quatre  variables  et  les  systèmes  d'équation  aux  dérivées  partielles 
qui  leur  correspondent.  —  Raffy  :  Sur  les  réseaux  conjugués  persistants 
qui  comprennent  une  famille  de  lignes  minima. 

27  avril.  —  G.  Darboux  :  Sur  un  théorème  relatif  à  la  théorie  des  courbes 
gauches.  —  Auric  :  Sur  l'entropie. 

4  mai.  —  Humbert  :'  Formules  relatives  aux  minima  des  classes  de  formes 
quadratiques  binaires  et  positives.  —  Krygowski  :  Sur  les  intégrales  hyper- 
elliptiques  canoniques  de  seconde  espèce.  —  P.  Duhem  :  Sur  la  découverte 
de  la  loi  de  la.  chute  des  graves. 

25  mai.  —  P.  Zervos  :  Sur  une  méthode  de  M,  Goursat  dans  le  problème 
de  Monge.  —  L.  Bachelier  :  Le  problème  général  des  probabilités  dans  les 
épreuves  répétées. 

11  mai.  —  Jacob  :  Intégromètre  permettant  l'intégration  de  l'équation 
d'Abei. 

9  juin.  —  Auric  :  Sur  le  développement  en  fraction  continue  d'un  nombre 
algébrique. 

15  juin.  —  E.  Picard  :  Sur  une  équation  aux  dérivées  partielles  relative 
à  une  surface  fermée.  —  De  Séguier  :  Sur  les  formes  bilinéaires.  —  Sanie- 
Lovici  :  Sur  l'équation  aux  dérivées  partielles  des  membranes  vibrantes. 

22  juin.  —  E.  Borel  :  Sur  l'analyse  des  courbes  polymorphiques. 

29  juin.  —  A.  Demoulin  :  Sur  les  surfaces  réglées.  — A.  Dbmjoy  :  Sur  les 
produits  canoniques  de  genre  infini.  —  Sanielevigi  :  Sur  l'équation  aux  dé- 
rivées partielles  des  membranes  vibrantes. 

Jahresbericht  der  Dentschen  Mathematiker-Verelnignng,  in  Monatsbefiea 
herausgegeben  von  A.  Gutzmer.  —  B.  16.  1907  ;  B.-G.  Teubner,  Leipzig. 

No"  9-12  (septembre-décembre  1907).  —  K.  Heksel  :  Uber  die  arithmeti- 
schen  Eigenschaften  der  Zahlen.  —  K.  Schwarzschild  :  Ûber  astronomische 
Ausbildung  der  Lehramtskandidaten.  —  P.  Klein  :  Cher  den  Zusammen- 
hang  zwischen  dem  sogenannten  Oszîllationstheorem  der  linearen  Differen- 
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tialgleichuogen  uod  dem  Fundameotaltheorem  der  automorphen  Funktionen. 

—  G.  Pabbs  :  Eiofaches  Beispiel  einer  stetigen  DÎrgeods  drfferentiierbaren 
Fnnktion.  —  F.  Hausdorff  :  Uber  dichte  Ordnungstypen.  —  G.  Larosberc  : 
Krûminungstheorie  und  Variationsrechnung.  — -  E.  Jahiike  :  Die  bilinearen 
Relationen  zwischeo  den  qaadraten  der  Thetafunktionen  von  zwei  Argumen- 
ten  und  den  zugehôrigen  p-Funktionen.  —  A.  v.  Brill  :  Zur  Einleitung  der 
EuLERfeier.  —  Edm.  Hoppb  :  Die  Verdienste  Euler's  um  die  Optik. 

B«nd  17,  1908.  Januar-Mai.  —  A.  Schônflibb  :  Zur  Statistik  des  mathe- 
matischen  Studiums.  —  Félix  Mûlleh  :  Ûber  eine  Biographie  L.  Eulers  vom 
Jahre  1780  und  Znsâtze  zur  Euler-Literatur.  —  E.  Brauer  :  Eulers  Tur- 
binentheorie.  —  Georg  Landsbbro  :  Ûber  Difierentiierbarkeit  stetiger  Funk- 
tionen. —  G.  Fregb  :  Die  UnmAglichkeit  der  Thomaeschen  formalen  Arith- 
nietik  aufs  Neue  nachgewiesen  ;  Bemerkungen  von  J.  Thomae.  —  Ludw. 
ScHLEsiNGER  :  Ûber  ein  Problem  der  Diophantischen  Analysis  bei  Fermât, 
Euler,  Jacobi  und  Poincaré.  —  Joseph  Kûrschak  :  Eine  besondere  Darstel- 
lung  der  linken  Seiten  der  Monge-Ampèreschen  partiellen  Dtfierential- 
gleichungen.  —  Vladimir  Varicak  :  Beitrage  zur  nicheuklidischen  Géométrie. 

—  H.-E.  TiMERDiNG  :  Eulers  Théorie  des  Schifles  und  die  Bewegungs- 
gleichungen  des  starren  Kôrpers.  —  K.  Rohn  :  Konstruktion  eînes  Kegel- 
schnittes,  wenn  ein  reeller  Punkt  P,  zwei  konjugiert  imaginaire  Punkte  und 
zwei  konjugiert  imaginâre  Tangenten  gegeben  sind.  —  A.  Korselt  :  Uber 
die  Logik  der  Géométrie.  —  E.  Study  :  Kritische  Betrachtungen  ûber  Lies 
Invariantentheorie  der  endlichen  kontinuierlichen  Gruppen.  —  F.  Engel  : 
Zu  der  Studyschen  Abhandlung.  —  Gerhard  Hessbnberg  :  Willkûrliche 
Schôpfungen  des  Verstaudes  ?  —  M.  Krause  :  Enno  Jûrgens.  —  I.  Scbur  : 
Neuer  Beweis  eines  Satzes  von  W.  Burnside.  —  Félix  Klein  :  Die  Gôttinger 
Vereiaigung  zur  Fôrderung  der  angewandten  Physik  und  Mathematik.  — 
Yoshio  MiKAHi  :  Seki  and  Shibukawa.  —  Fr.  Riesz  :  Ûber  die  Approximation 
einer  Fnnktion  durch  Polynôme. 

Jahrbach  ûber  die  Fortschritte  der  Mathematik  herausgegeben  von  Emil 
Lampe.  Band  36  ;  Jahrgang  1905.  —  G.  Reimer.  Berlin. 

Heft  2  (p.  529  à  752).  Reine,  elemenlare  und  synthetische  Géométrie. — 
Analytische  Géométrie.  —  Mechanik. 

Heft  3  (p.  753-1088.  LXXll).  —  Mechanik.  —  Mathem.  Physik.  —  Geo- 
dâsie,  Astronomie,  Météorologie. 

Jonmal  fôr  die  reine  und  angewandte  Mathematik,  herausgegeben  von  K. 

Hensel.  Band  CXXXIH.  —  Georg  Reimer,  Berlin. 

No*  1  à  4.  -—  Thomê  :  Ûber  simultané  lineare  Diflerentialgleichungen.  — 
J.  HoRN  :  Ûber  die  asymptotische  Darstellung  der  Intégrale  linearer  Difle- 
rentialgleichungen. —  J.  N.  Hatzidakis  :  Ûber  die  Krâfte  die  Kegelschnitte 
als  Bahnen  hervorrufen.  —  G.  Pirotidipii  :  Sur  la  théorie  générale  des  radi- 
cales et  des  anti-radicales.  —  P.  Appbll  :  Sur  la  tendance  des  systèmes 
matériels  à  échapper  au  frottement.  —  G.  Voronoï  :  Nouvelles  applications 
des  paramètres  continus  à  la  théorie  des  formes  quadratiques.  —  4.  Koekios- 
berger  :  Ûeber  die  Elimination  von  Variabeln  zwischen  den  Lagrangeschen 
Gleichungen  der  Dynamik.  —  E.  Jahnke  :  Ûber  orthogonale  Substitulionen 
and  die  Differentialrelationen  zwischen  den  Thetafunktionen  von  zwei  Argu- 
menten.  —   M.    RAthy  :   Ûber    Slabilitat    und    LabilitUl    eines    maleriellen 
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Punktes  im   widerBtrebenden  Mittel.  -^  Heinrich-W,-E.  Jukg  :  Darstellun^ 
der  Funktionen  ein^s  algebr.  Kôrpers  zweier  unabhangigen  Yerânderlichen. 

Pâdagogisches  Archiv.  Monatsschrift  fur  Erziehung,  Unterricht  u.  Wissen- 
schaft,  herausgegeben  vod  Karl  Knabb  u.  Fr.  Dannemann,  50.  Jahrg.  1908. 
—  Quelle  u.  Meyer,  Leipzig. 

Cette  revue  pédagogique,  bien  connue  dans  les  milieux  du  corps  ensei- 
gnant allemand,  a  atteint  sa  50«  année.  A  cette  occasion  la  Rédaction  et  l'Ad- 
ministration viennent  de  subir  quelques  changements.  La  Revue  sera  dirigée 
pour  la  partie  scientifique  par  M.  Knabe  et  pour  les  autres  domaines  par 
M.  Dannemanm.  Elle  s'occupera  plus  particulièrement  des  intérêts  des  éta- 
blissements secondaires  supérieurs,  classiques,  réaux  ou  modernes^  ainsi 
que  des  séminaires  de  maîtres  et  des  écoles  de  jeunes  filles. 

Proceedings  of  the  London  Mathematical  Society.  Série  2,  vol.  5,  fasc.  5-7. 
E.  W.  HoBsoN  :  On  Repeated  intégrais.  — ^  M.  J.  M.  Hill  :  On  a  Formula 
for  the  Sum  of  a  Finite  Number  of  Terms  of  the  Hypergeometric  Séries 
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A.  —  INTRODUCTION. 

La  section  Philosophie,  Histoire  et  Enseignement  du  4"  Con- 
grès international  des  mathématiciens,  tenu  à  Rome  du  6  au 
11  avril  1908,  a  entendu  une  série  de  rapports  sur  rensei- 
gnement mathématique  dans  les  principaux  pays.  Sur  Tini- 
tiative  de  M.  le  prof.  Dav.-Eug.  Smith,  auteur  du  rapport 
concernant  les  Etats-Unis,  elle  décida  de  soumettre  au  Con- 
grès une  résolution  tendant  à  créer  une  Commission  inter- 
nationale chargée  de  faire  une  étude  d'ensemble  des  progrès 
de  renseignement  mathématique  dans  les  différentes  nations. 
Cette  proposition  avait  déjà  été  formulée  par  le  savant  pro- 
fesseur de  New-York,  en  1905,  dans  sa  réponse  à  une  enquêle 
de  la  Revue  internationale  L'Enseignement  mathématique 
(p.  469)  sur  les  «  réformes  à  accomplir  ».  Elle  fut  vivement 
appuyée  par  le  Congrès,  qui,  dans  sa  séance  du  11  avril 
adopta  la  résolution  suivante  : 

«  Le  Congrès  ayant  reconnu  Vimportance  (Tun  examen 
comparé  des  méthodes  et  des  plans  d'étude  de  renseignement 
mathématique  dans  les  écoles  secondaires  des  différentes  na- 
tions^ confie  à  MM.  Klein,  Greenhill  et  Fehr  le  mandat  de 
constituer  une  Commission  internationale  qui  étudiera  ces 
questions  et  présentera  un  rapport  d'ensemble  au  prochain 
Congrès  ». 

On  sail  que  le  prochain  Congrès  aura  lieu  à  Cambridge 
(Angleterre)  en  août  1912. 

Le  Comilé  s'est  constitué  de  la  manière  suivante  : 

Président  :  M.  le  Prof.  F.  Klein,  G.  R.  R.  Gôttiugue. 

Vice-président  :  Prof.  Sir  George  Greenhill  F.  R.  S. 
Londres. 

Secrétaire-général  :  M.  le  Prof.  H.  Fkhr,  Genève. 

Le  Comité  ne  tarda  pas  à  se  mettre  à  Tœuvre  et,  dans  une 
réunion  tenue  à  Cologne^  en  septembre  1908,  adopta  ce  rap- 
port préliminaire  sur  l'organisation  de  la  Commission  et  le 
plan  général  de  ses  travaux. 
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B.  —  ORGANISATION  DE  LA  COMMISSION 


I.  —  LES  DELEGATIONS 

a)  La  Commission  est  formée  par  des  délégués  représen- 
tant les  pays  qui  ont  pris  part  au  moins  à  deux  des  Congrès 
internationaux  des  mathématiciens  avec  une  moyenne  d'au 
moins  deux  membres.  Chacun  de  ces  pays  a  droit  à  un  délé- 
gué. Les  pays  qui  ont  eu  une  moyenne  d'au  moins  dix  repré- 
sentants peuvent  avoir  deux  ou  trois  délégués.  Dans  les  vota- 
tions  et  les  discussions  de  la  Commission  chaque  pays  n'a 
cependant  qu\ine  voix. 

Les  pays,  à\\,s pays  participants^  qui  sont  appelés  à  prendre 
part  aux  travaux  de  la  Commission  sont  les  suivants  : 

Allemagne  (2  ou  3  délégués).      Hongrie  (2  ou  3). 

Autriche  (2  ou  3).  Iles  britanniques  (2  ou  3). 

Belgique  (1).  Italie  (2  ou  3). 

Danemark  (1).  Norvège  (1). 

Espagne  (1).  Portugal  (1). 

Etats-Unis  d'Amer.  (2  ou  3).       Roumanie  (1). 

France  (2  ou  3).  Russie  (2  ou  3). 

Grèce  (1).  Suède  (1). 

Hollande  (1).  Suisse  (2  ou  3). 

b)  Les  pays  qui  ne  répondent  pas  aux  conditions  ci-dessus, 
mais  qui  par  leurs  institutions  peuvent  contribuer  aux  pro- 
grès de  la  science,  seront  invités  à  se  faire  représenter  par 
un  délégué  qui  suivrait  les  travaux  de  la  Commission,  sans 
toutefois  prendre  part  aux  volations. 

Ces  pays  seront  dits  pays  associés;  en  voici  une  première 
liste,  qui  pourra  être  complétée  s'il  y  a  lieu  : 


Argentine  (Rép.). 

Bulgarie 

Australie. 

Canada. 

Brésil. 

Chili. 
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Chine.  Mexique. 

Colonie  du  Cap.  Pérou. 

Egypte.  Serbie. 

Indes  anglaises.  Turquie. 
Japon. 

c)  Sous-commissions  nationales,  —  Les  différentes  délé- 
gations sont  invitées  à  s'adjoindre  des  sous-commissions 
nationales,  comprenant  des  représentants  des  divers  degrés 
de  renseignement  mathématique  dans  les  établissements 
d'instruction  générale  ou  dans  les  écoles  techniques  ou  pro- 
fessionnelles. Ces  sous-commissions  sont  destinées  à  aider 
les  délégués  dans  Télaboralion  des  rapports  dont  il  est  ques- 
tion sous  la  rubrique  G. 


II.  —  LE  COMITE  CENTRAL 

La  Commi'ssion  est  dirigée  pjir  le  Comité  des  trois  mem- 
bres désignés  par  le  4""  Congrès  international  des  mathé- 
maticiens. Ce  comité  est  dit  le  Comité  central^  il  a  les  pou- 
voirs les  plus  étendus.  Avec  Tapprobalion  de  la  Commission 
il  se  réserve  notamment  tous  les  droits  concernant  l'organi- 
sation et  la  publication  des  rapports  généraux  de  la  (Com- 
mission. 

Pour  ce  qui  concerne  la  constitution  de  la  Commission,  le 
Comité  tient  à  s'assurer  le  concours  actif  de  personnes  qui 
s'intéressent  tout  particulièrement  aux  progrès  de  l'enseigne- 
ment mathématique.  Il  priera  ces  personnes  d'entrer  en 
temps  utile  en  relation  avec  leur  Gouvernement,  afin  que 
celui-ci  soit  déjà  informé  du  but  et  de  l'organisation  de  la 
Commission  lorsqu'il  sera  invité  ofliciellement  à  approuver 
les  propositions  du  Comité  pour  ce  qui  concerne  la  déléga- 
tion, ainsi  que  les  propositions  des  délégués  au  sujet  de  la 
sous-commission  nationale.  En  raison  de  la  tâche  très  vaste 
qui  incombe  aux  délégations,  il  est  en  effet  très  désirable 
que  leurs  travaux  puissent  commencer  dans  le  plus  bref 
délai  possible. 
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III.  —  DISPOSITIONS  FINANCIÈRES 

Le  4™' Congrès  international  n'ayant  loinnii  aiirnn  subside 
les  gouvernements  des  pays  participants  seront  invités  à 
mettre  à  la  disposition  de  leur  délégation  une  somme  per- 
mettant de  couvrir  entièrement  les  frais  de  hi  délégaLion  et 
de  la  sous-commissjon  nationale  et  de  contribuer  aux  Irais 
généraux  de  la  Commission. 

Pour  subvenir  aux  frais  généraux  de  la  Commission  (com- 
prenant notamment  les  frais  du  secrétariat-général  el  du 
Comité  central),  il  sera  constitiré  un  fonds  formé  par  des  con- 
tributions annuelles  de  cent  francs  par  /}ûi/s  participant  ; 
elles  devront  être  versées  au  secrétaire-général  au  commen- 
cement de  janvier  des  années  1909,  1910,  1911  el  1912  ou,  si 
on  le  préfère,  en  un  seul  versrnu^nt  en  1909*  Le  secrétaire- 
général  présentera  un  rapport  financier  à  la  réunion  de  la 
Commission  qui  aura  lieu  à  Cambridge  en  1912,  à  roccasion 
du  5™*  Congrès  international. 

Quant  aux  délégués  des  pai/s  fisjiociés^  il^  sonl  priés  de 
s'entendre  directement  avec  leur  gouvernement  au  sujet  des 
frais  de  délégation.  Le  Comité  se  réserve  de  fixer  ultérieure- 
ment, s'il  y  a  lieu,  une  légère  participation  des  pays  associés 
aux  frais  généraux  de  la  Commission. 

C.  -  ORGANE  OFFICIEL  DE  LA  COMMISSION 
PUBLICATIONS  DES  RAPPORTS  DES  SQUS-COHUISSIONS 

La  Revue  internationale  L'Enseignement  mathématique^ 
dirigée  par  MM.  Laisant  et  Feïir,  servira  d'organe  à  la  Com- 
mission. Elle  publiera  le  Rapport  ]>réliminaire  et  fera  con- 
naître la  composition  des  délégations.  Dans  In  suite,  elle  ren- 
dra régulièrement  compte  des  travaux  de  la  Commission  et 
des  sous-commissions. 

Il  va  sans  dire  que  ces  communications  pourront  èt?^ 
reproduites  par  d'autres  périodi(|ues  ou  par  d'autres  moyens 
de  publication. 

Les  sous-commissions  publieront   leurs  rapports  suivant 


Digitized  by 


Google 


450  COMMISSION  INTERNATIONALE 

leur  propre  convenance.  Le  Comité  central  exprime  toute- 
fois le  désir  que  ces  rapports  soient  imprimés  suivant  le  For- 
mat de  L'Enseignement  mathématique  et  que  les  délégations 
des  divers  pays  en  adressent  75  exemplaires  au  secrétariat 
général  qui  les  fera  distribuer  aux  membres  de  la  Com- 
mission. 

D.  ~  LANGUES  OFFICIELLES 

La  correspondance  et  les  rapports  doivent  être  rédigés 
dans  Tune  des  quatre  langues  admises  aux  Congrès  interna- 
tionaux des  mathématiciens,  au  gré  des  auteurs.  Ces  langues 
sont  :  Tallemand,  l'anglais,  le  français  et  Titalien. 

E.  —  BUT  GÉNÉRAL  DE  LA  COMMISSION 

Conformément  aux  vœux  divers  qui  ont  été  formulés  à 
Rome,  le  Comité  central  estime  que  le  but  général  de  la  Com- 
mission doit  être  le  suivant  : 

Faire  une  enquête  et  publier  un  rapport  général  sur  les 
tendances  actuelles  de  V enseignement  mathématique  dans  les 
divers  pays. 

On  devra  tenir  compte  non  seulement  des  méthodes  d'en- 
seignement et  des  plans  d'études,  mais  aussi  de  l'organisation 
même  des  études,  sans  cependant  exposer  celle-ci  d'une  ma- 
nière complète  dans  son  développement  historique.  Il  ne  sera 
pas  de  la  tâche  de  la  Commission  d'élaborer  des  statistiques. 

Dans  tous  les  cas,  le  travail  de  la  Commission  devra  beau- 
coup plus  tendre  à  faire  ressortir  quels  sont  les  principes 
généraux  dont  doit  s'inspirer  le  maître,  que  de  chercher 
l'uniformité  des  détails  ou  de  proposer  des  programmes 
devant  s'adapter  à  la  fois  aux  institutions  des  divers  pays. 

F.  -  ORGANISATION  DES  TRAVAUX 

Pour  que  l'étude,  dont  nous  allons  tracer  le  plan  général, 
apporte  des  résultats  réellement  utiles  aux  progrès  de  Ten- 
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setgnement,  il  est  indispensable  que  tous  les  délégués  et 
leurs  sous-commissions  nationales  apportent  une  collabora- 
tion active  et  dévouée. 

Les  délégations  des  pays  participants  seront  tout  d'abord 
appelées  à  donner  leur  préavis  sur  le  plan  général  des  tra- 
vaux ;  puis,  dans  une  première  période,  elles  établiront  leur 
rapport  à  l'aide  de  leur  sous-commission,  d'après  le  plan  des 
travaux  tel  quMI  aura  été  définitivement  arrêté  par  \e  Comité 
central.  Pour  les  pays  associés  ce  rapport  est  facultatif. 

Il  est  désirable  que  les  principaux  points  des  rapports 
soient  préalablement  discutés,  dans  chaque  pays,  dans  des 
réunions  de  professeurs  et  dans  les  sociétés  scientifiques, 
techniques  ou  autres  qui  s'intéressent  aux  progrès  de  l'en- 
seignement mathématique.  Il  est  bon  d'autre  part  que  le 
texte  soit  accompagné  d'indications  bibliographiques  aussi 
précises  et  aussi  complètes  que  possible. 

Les  rapports  imprimés  devront  être  remis  au  secrétariat 
général  au  commencement  de  l'année  1911. 

La  Commission  se  réunira  ensuite  en  conférence  pendant 
les  vacances  de  Pâques  1911  pour  faire  une  étude  d'ensemble 
des  questions  soulevées  dans  le  programme  général  et  pour 
arrêter  les  bases  du  rapport  général.  Pour  ce  qui  concerne 
la  rédaction  de  celui-ci,  le  Comité  central  étudiera  les  me- 
sures à  prendre  pour  qu'il  puisse  être  présenté  au  Congrès 
de  Cambridge  en  1912  et  les  soumettra  à  la  Commission. 


G.  —  OBJET  DES  TRAVAUX  DE  LA  COMMISSION 

I.  —  CONSIDÉRATIONS  GÉNÉRALES 

Dans  le  texte  même  de  la  résolution  du  Congrès  de  Rome 
il  n'est  question  que  de  «  renseignement  mathématique  dans 
les  écoles  secondaires  ».  Mais,  étant  donné  que  le  but  de 
ces  écoles  et  la  durée  de  leurs  études  est  très  variable  d'un 
Etat  à  un  autre,  le  Comité  fera  porter  son  travail  sur  l'en- 
semble du  champ  de  l'instruction  mathématique,  depuis  la 
première  initiation  jusqu'à  l'enseignement  supérieur.  Il  ne 
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se  bornera  pas  aux  établissements  d'instruction  générale 
conduisant  à  TUniversilé,  mais  il  étudiera  aussi  renseigne- 
ment mathématique  dans  les  écoles  techniques  ou  profes- 
sionnelles. En  raison  de  l'importance  croissante  que  pren- 
nent ces  écoles  et  des  exigences  nouvelles  qu'on  ne  cesse 
de  montrer  vis-à-vis  de  l'enseignement  mathématique,  il  y 
aura  lieu  d'accorder  dans  cette  en(|uête  une  large  place  aux 
mathématiques  appliquées. 

Il  s'agit  donc  d'une  étude  d'ensemble  de  l'enseignement 
malhéraalique  dans  les  différents  types  d'écoles  et  à  ses 
divers  degrés,  cette  étude  étant  principalement  destinée  à 
présenter,  d'une  manière  objective,  les  tendances  actuelles 
de  cet  enseignement. 

Le  travail  de  la  Commission  sera  basé  sur  les  rapports  que 
les  délégués  des  pays  participants  établiront  à  l'aide  de  leur 
sous-commission  nationale  conformément  au  plan  général 
arrêté  par  le  Comité  central.  Dans  une  première  partie  ces 
rapports  donneront  un  aperçu  de  l'organisation  actuelle  des 
études,  des  examens  qui  s'y  rattachent,  des  méthodes  d'en- 
seignement et  de  la  préparation  du  corps  enseignant.  Ce 
n'est  qu'après  cet  exposé  que  l'on  pourra  examiner  et  pré- 
senter d'une  manière  claire  quelles  sont  les  tendances  ac^ 
tuelles  de  l'enseignement,  tendances  qui  se  révèlent  souvent 
par  la  nature  des  réformes  accomplies  au  cours  des  dernières 
années.  Ce  sera  l'objet  d'une  seconde  partie,  qui  conservera 
les  mêmes  divisions  que  la  première. 

II.  —  PLAN  GÉNÉRAL  DES  TRAVAUX 

PREMIÈRE   PARTIE 

Etat  actuel  de  l'organisation  et  des  méthodes  de  Tinstraction 
mathématique. 

Chapitre  I.  —  Les  divers  types  d'écoles.  —  Dans  ce  pre- 
mier chapitre  on  donnera  un  exposé  succinct  des  divers 
établissements  d'instruction  publique  dans  lesquels  on  ren- 
contre l'enseignement  mathématique  et  Ton  indiquera  le  but 
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de  chaque  école.   On  tiendra  également  compte  des  écoles 
de  jeunes  filles. 

Les  établissements  seront  répartis  d'après  la  classification 
suivante  : 

a)  Ecoles  primaires,  élémentaires  et  supérieures  ; 

b)  Ecoles  moyennes  ou  secondaires  supérieures  (lycées, 
gymnases,  écoles  réaies,  etc.)  ; 

c)  Ecoles  professionnelles  moyennes  (technicum,  etc.); 

d)  Ecoles  normales  pour  les  divers  enseignements  (sémi- 
naires de  maîtres,  «  teachers  collèges»,  etc.)  ; 

f]  Ecoles  supérieures  :  Universités  et  Ecoles  polytechni- 
<|ues. 

Il  sera  bon  d'accompagner  cet  exposé  d'un  tableau  sché- 
matique donnant  un  aperçu  d'ensemble  et  faisant  ressortir 
la  succession  et  la  correspondance  entre  les  divers  établis- 
sements et  en  indiquant  aussi  IMge  moyen  des  élèves. 

Chapithe  II.  —  But  de  rinstruction  mathématique  et  bran- 
ches d'enseignement.  —  On  examinera  cette  question  pour 
les  divers  types  d'établissements  mentionnés  ci-dessus  en 
tenant  compte,  s'il  y  a  lieu,  des  mathématiques  appliquées, 
notamment  de  la  mécanique. 

Non  seulement  le  but  de  l'instruction  mathématique  varie 
nécessairement  d'un  établissement  à  un  autre,  mais  il  a  subi 
quelques  transformations  au  cours  du  siècle  dernier.  Il  peut 
être  purement  formel,  ou  formel  en  tenant  compte  de  l'in- 
tuition ;  il  peut  aussi  tendre  à  la  fois  au  développement 
logique  et  envisager  le  côté  utilitaire,  ou  encore  envisager 
uniquement  la  pratique.  D'autre  part,  on  peut  avoir  en  vue 
principalement  la  culture  de  la  mémoire  ou  chercher  au 
contraire  à  développer  les  facultés  mathématiques. 

Quelles  sont  les  branches  mathématiques  enseignées  dans 
les  divers  types  d'écoles  ?  On  indiquera  le  temps  qui  leur  est 
consacré  et  l'étendue  du  programme.  Dans  quelle  mesure 
tient-on  compte  des  liens  entre  ces  branches  et,  s'il  y  a  lieu, 
des  liens  avec  les  mathématiques  appliquées  (comprenant  la 
mécanique)  et  la  physique? 

Chapitre  111.  —  Les  examens.  —  Il  est  incontestable  que 
le  système  des  examens  a  une  grande  influence  sur  la  mé- 
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thode  d'enseignement.  On  indiquera  donc  sommairement  ce 
qui  caractérise  les  examens  dans  chaque  catégorie  d'écoles, 
et  tout  particulièrement  ceux  qui  conduisent  aux  <c  certificats 
de  maturité»,  aux  «  baccalauréats  »,  etc.,  et  les  examens  des 
candidats  à  renseignement. 

Chapitre  IV.  —  Les  méthodes  d'enseignement.  —  Quelles 
sont  les  méthodes  suivies  <lans  les  divers  établissements, 
depuis  renseignement  d'initiation  jusqu'aux  études  supé- 
rieures?—  Matériel  d'enseignement;  modèles  mathématiques. 

—  Emploi  de  manuels,  lext-books,  recueils  d'exercices.  — 
Exercices  théoriques  ;  problèmes  empruntés  aux  sciences 
appliquées.  —  Travaux  pratiques. 

Chapitre  V.  —  Préparation  des  candidats  à  l'enseignement. 

—  Ici  encore  on  envisagera  les  divers  types  d'établisse- 
ments et  l'on  indiquera  quelles  sont  les  garanties  exigées 
par  l'autorité  scolaire  :  a)  au  point  de  la  préparation  théo- 
rique; b)k  celui  delà  préparation  professionoeJle. 

DEUXIÈME  PARTIE 
Les  tendances  modernes  de  renseignement  mathématique. 

Chapitre  1.  —  Les  idées  modernes  concernant  Torganisation 
scolaire.  —  Réformes  à  l'étude.  —  Nouveaux  types  d'écoles. 

—  La  question  de  la  coéducation  des  deux  sexes. 
CiiAPfTRE  II.  —  Les  tendances  modernes  concernant  le  but 

de  l'enseignement  et  les  branches  d'études. 

Bill  de  renseignement.  —  Branches  nouvelles  ou  chapitres 
nouveaux  à  substituera  des  objets  d'études  inutiles  dans  la 
suite,  ou  d'un  intérêt  très  secondaire,  mais  conservés  par 
pure  tradition  ou  par  routine. 

Etant  donnés  les  rapides  progrès  des  inathématique's  et  de  leui*s 
applications,  le  Comité  propose  d'examiner  à  nouveau  avec  soin 
quelles  sont  les  branches  de  cette  science  qui  sont  les  plus  à  même 
de  contribuera  la  culture  générale.  Parmi  les  sujets  qui  réclament 
actuellement  une  place  dans  les  programmes  élémentaires  on  peut 
mentionner,  d'une  pari,  le  calcul  différentiel  et  intégral,  la  géomé- 
trie analytique,  certaines  notions  de  géométrie  descriptive  etpro- 
jeclive,  et  une  étude  de  la  physique  à  un  point  de  vue  mathématique. 
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D'autre  part,  on  propose  d'introduire  de  nouveaux  sujets,  d'un 
genre  plus  spécial,  ou  de  nouvelles  notions  fondamentales  (telles 
que  les  notions  de  fonction,  de  groupes,  d'ensemble).  11  serait 
utile  que  Tenquéte  examinât  dans  quelle  mesure  on  peut  tenir 
compte  de  ces  demandes  et  qu'elle  établisse  quel  est  le  minimum 
nécessaire  des  éléments  de  géométrie  euclidienne,  de  géométrie 
descriptive  et  projective,  d'algèbre,  de  calcul  différentiel  et  inté- 
gral, de  trigonométrie  et  de  géométrie  analytique,  formant  la 
base  des  études  ultérieures. 

La  même  question  se  pose  pour  les  établissements  d'ordre  pro- 
fessionnel. Quelles  sont  les  branches  utiles  aux  différentes  car- 
rières ? 

Chapitre  III.  —  Les  examens.  —  Projets  à  Tétude  coiuîer- 
nant  la  transformation  du  système  des  examens  ou  leur  sup- 
pression complète. 

Chapitre  IV.  — Les  méthodes  d'enseignement.  —  Les  idées 
modernes  concernant  les  méthodes  aux  divers  degrés  de  l'en- 
seignement et  dans  les  différents  types  d'écoles.  —  Les  liens 
entre  les  différentes  branches  mathématiques.  —  Les  rap- 
ports entre  les  mathématiques  et  les  autres  branches.  — 
Exercices  et  applications  pratiques;  modèles  et  instruments, 
—  L'usage  des  manuels. 

Sur  quelques  objets  concernant  ce  chapitre.  1.  —  Depuis  l'épo- 
que de  Pestalozzi,  les  considérations  psychologiques  ont  joué  un 
rôle  important  dans  l'éducation  primaire,  et,  depuis  une  généra- 
tion, elles  se  rendent  également  utiles,  dans  une  certaine  mesure, 
dans  Félaboration  des  programmes  des  établissements  secon- 
daires. Il  y  aurait  lieu  d'examiner  quels  sont  les  résultats  de  la 
psychologie  dans  renseignement  des  mathématiques,  et  jusqu'à 
quel  point  ils  sont  utiles  à  la  réforme  de  cet  enseignement.  |II 
conviendrait  d'examiner  tout  particulièrement  le  rùle  d'un  ensei- 
gnement d'initiation  et  la  nécessité  de  faire  précéder  l'étude  théo- 
rique des  mathématiques  d'un  enseignement  intuitif. 

A  quel  moment,  au  contraire,  les  considérations  purement  logi- 
ques doivent-elles  prendre  une  place  prépondérante,  par  exemple 
dans  l'étude  de  la  géoniétrie  élémentaire  ou  du  calcul  différentiel 
et  intégral  ? 

2.  —  Les  applications  pratiques.  —  Bien  des  écoles  ont  consacré 
de  longues  discussions  à  la  part  que  l'on  doit  attribuer  aux  consi- 
dérations d'ordre  pratique  et  expérimental. 

af  Dans  l'enseignement  élémentaire  on  peut  mentionner,  par 
exemple,  le  plissage  de  papier,  le  travail  en  plein  air,  l'usage  des 


Digitized  by 


Google 


1 


456  COMBifSSION  INTERNATIONALE 

instruments  simples  de  mesure,  la  géométrie  d'observation,  etc;  le 
calcul  pratique  et  approximatif  (déparé  d'approximation,  logarith- 
mes à  un  nombre  varié  de  décimales,  usage  de  la  règle  à  calcul, 
etcj  ;  la  question  générale  des  graphiques  en  algèbre,  Tusage  plus 
répandu  du  papier  quadrillé. 

h)  11  a  été  question  ces  dernières  années  de  laboratoires  mathé- 
matiques. Qu'a-t-on  fait  dans  ce  sens  et  quels  sont  les  résultats  ? 
—  Modèles  mathématiques  confectionnés  par  les  élèves.  Le  rôle 
(les  collections  de  modèles. 

Quels  sont  les  moyens  q-ui  permettraient  d'accorder  une  plus 
grande  place  aux  mathématiques  dans  renseignement  populaire 
(extension  universitaire)? —  Place  des  mathématiques  appliquées 
dans  les  Musées.  —  Récréations;  mathématiques. 

Il  y  aurait  là  un  ensemble  de  moyens  de  nature  à  réagir  contre 
les  préjugés  qui  existent  à  l'égard  des  mathématiques. 

3.  —  Les  liens  entre  les  différentes  branches  mathématiques.  — 
Il  serait  utile  d'examiner  dans  quelle  mesure  on  peut  faire  dispa- 
raître les  limites  conventionnelles  qui  existent  entre  certains  su- 
jets de  mathématiques  pures,  comme  l'algèbre  et  la  géométrie  : 
l'algèbre  et  le  calcul  difl'érentiel  et  intégral,  la  géométrie  d'Kuclide 
et  la  géométrie  analytique,  et  la  géométrie  et  la  trigonométrie. 
Non  seulement  il  faudrait  examiner  la  possibilité  de  cette  réforme, 
mais  on  devra  aussi  tenir  compte  des  inconvénients  et  des  dangers 
qui  pourraient  en  résulter,  ce  qui  est  tout  aussi  important. 

Il  serait  bon,  d'autre  part,  de  connaître  le  résultat  des  transfor- 
mations suivantes  qui  ont  été  proposées  ou  examinées  à  nouveau 
ces  dernières  années  : 

a)  La  place  de  la  géométrie  démonstrative  relativement  à  l'al- 
gèbre. —  h)  T^a  fusion  de  la  géométrie  plane  et  de  la  géométrie  de 
l'espace.  —  v)  L'union  plus  intime  du  calcul  différentiel  et  ducal- 
cul  intégral  ou  l'introduction  de  ce  dernier  avant  le  premier. 

4.  —  Les  rapports  entre  les  mathématiques  et  autres  branches.  — 
Dans  le  même  ordre  d'idées,  il  serait  également  utile  d'examiner 
les  points  de  contact  qui  existent  entre  les  mathéinatiques  et  les 
autres  branches  ;  ainsi  les  rapports  :  1)  avec  le  dessin  (géométrique, 
technique  et  artistique)  ;  2j  avec  les  sciences  appliquées;  3)  avec  les 
autres  branches  scientifiques  (Physique,  Chimie,  Biologie,  Géo- 
graphie, etc.);  4)  avec  la  Philosophie;  5)  avec  les  problèmes  de  la 
vie  journalière. 

Ces  points  de  contact  sont  importants  pour  ce  qui  concerne 
l'éducation  pratique.  11  ne  suffirait  pas  d'étudier  simplement  les 
possibilités  et  desiderata  généraux,  il  faut  encore  tenir  compte 
de  ce  qui  se  fait  actuellement  avec  succès  et  des  dangers  à  courir. 
Par  exemple,  ceux  qui  réclament  une  relation  étroite  entre  les 
mathématiques  et  la  physique  devront  établir  exactement  quelles 
sont  les  notions  de  géométrie  qui  sont  d'une  application  directe 
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à  la  physique,  et  citer  les  problèmes  de  physique  élémentaire  qui 
exigent  les  équations  linéaires  simultanées,  les  équations  du  se- 
cond degré  à  une  ou  plusieurs  inconnues,  les  équations  irration- 
nelles et  les  progressions. 

5.  —  Les  considérations  historiques.  —  On  a  demandé  qu'il  soit 
accorde  une  plus  large  place  au  développement  historique  des 
mathématiques.  Dans  quelle  mesure  est-ce  possible  et  désirable  ? 

Chapitre  V.  —  La  préparation  des  maîtres.  —  Quelles  sont 
les  conditions  que  doit  remplir  une  préparation  rationnelle 
des  candidats  à  l'enseignement  ?  Comment  organiser  les  cours 
théoriques  et  la  préparation  pratique? 

Les  progrès  de  renseignement  dépendent  directement  de 
la  préparation  des  maîtres.  C'est  là  une  question  d'une  im- 
portance fondamentale.  Les  études  et  les  exigences  varient 
nécessairement  d'un  pays  à  un  autre,  elles  dépendent  beau- 
coup du  nombre  des  candidats  et  des  facilités  dont  on  dis- 
pose en  matière  d'éducation.  Le  Comité  pense  donc  qu'il  est 
utile  de  s'informer  des  réformes  ou  des  projets  de  réforme, 
qui  se  font  actuellement  en  vue  d'obtenir  une  préparation  des 
maîtres  conforme  aux  conditions  modernes,  et  cela  non  seule- 
ment pour  le  personnel  des  écoles  primaires  et  secondaires 
mais  aussi  pour  l'université. 

Cette  enquête  pourra  se  faire  notamment  sur  : 

a)  Le  travail  mathématique  que  Ton  exige  des  candidats. 

b)  Leur  initiation  aux  recherches  scientifiques. 

c)  La  meilleure  méthode  ayant  pour  objet  de  leur  pré- 
senter la  pédagogie  théorique  et  pratique  (considérée  comme 
science  d'éducation). 

d)  La  question  du  sexe  du  maître  dans  les  différentes  an- 
nées scolaires. 

e)  Des  questions  concernant  par  exemple  le  temps  à  con- 
sacrer à  l'histoire  des  mathématiques,  l'histoire  de  l'enseigne- 
ment mathématique,  le  côté  récréatif  des  mathématiques,  et 
la  littérature  générale  touchant  à  l'éducation  mathématique. 

REMARQUE   GÉNÉRALE 

Dans  chacun  de  ces  chapitres  on  fera  ressortir  d*une  ma- 
nière  concise,  d'une  part,  ce  qui  caractérise  les  réformes  pro- 
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posées,  d'autre  part,  quels  sont  les  dangers  à  éviter  et  quels 
sont  les  objections  et  Ips  arguments  que  font  valoir  ceux  qui 
b*opposenl  aux  transformations  projetées.  Voici  quelques 
questions  londamentales  qui  devront  être  discutées  : 

1.  —  Le  ilésir  de  rendre  Tinstruclion  attrayante  peut  en 
dimiimerle  raractère  sérieux,  résultat  qui  serait  désastreux 
aussi  bien  au  point  de  la  science  qu'à  celui  de  la  valeur 
pratique  des  mathématiques. 

2.  —  Une  fïsychologie  mal  comprise  pourrait  conduire  à 
utiliser  d'une  manière  exagérée  les  bases  logiques  des  ma- 
thèmiiliqiit*s,  et  il  en  résulterait  chez  Téléve  une  incertitude 
coiïtinuelle. 

3.  —  Le  fait  de  négliger  le  côté  abstrait  qui  semble  néces- 
saire pour  f2:raver  dans  Tesprit  d'une  manière  indélébile  les 
vérités  inalhtMiiatiques. 

4*  —  Le  l'nit  de  ne  pas  se  rendre  compte  qu'une  branche 
comme  la  gé^Muétrie,  telle  qu'on  la  conçoit  actuellement,  con- 
duîî  à  des  résultats  d'un  genre  différent  de  ceux  que  fournit 
l'algèbre,  «M  qu'une  fusion  des  deux  pourrait  avoir  comme 
CDUséquencr  la  perte  de  quelques-uns  des  principaux  avan- 
tages de  rhacune  de  ces  branches.  —  De  même  pour  d'autres 
sujets. 

D'autres  dangers  se  présentent  encore,  et  le  Comité  estime 
tju'il  est  nécessaire  de  les  examiner  tous  avec  soin,  afin  que 
seules  des  i^Hormes  pouvant  conduire  à  de  réels  progrès 
soient  entreprises. 

Octobre  1908. 

Le  Comité  central  : 

F.  Klein,  Président^  3,  Wilhelm  Weberslr.,  Gôt- 
tingue  (Allemagne)  ; 

Sîr  George  Gheenhill,  Vice-prisidenty  1,  Staple 
Jnn-,  Londres,  W.  C.  ; 

IL  Fehr,  Secrétaire-général,  72,  Florissant,  Ge- 
nève (Suisse). 
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L'ENSEIGNEMEiNT  DES  MATHÉMATIQUES 

DANS  LES 

ECOLES  PUBLIQUES  ANGLAISES  POUR  GARÇONS^ 


I 

1.  —  Cette  publication  se  borne  uniquement  aux  conditions  quî 
régnent  en  Angleterre,  à  Texcl^ision  de  l'Ecosse,  de  l'Irlande  el 
du  Pays  de  Galles. 

2.  —  En  Angleterre,  le  terme  «  d'école  publique  »  a  un  sens 
un  peu  spécial.  Par  «  école  publique  »  on  entend  généralement 
une  école  secondaire,  école  dotée,  instruisant  les  jeunes  gens 
des  classes  supérieures  et  moyennes  et  indépendante  du  contrôle 
de  l'Etat  sauf  lorsque  la  Caisse  publique  lui  fournit  un  apport- 
Les  écoles  publiques  peuvent  être  soit  des  internats,  soit  des  exter- 
nats, mais  la  plupart  sont  de  la  première  catégorie. 

Il  existe  d'autres  catégories  d'écoles  secondaires  telles  t[ue  des 
externats,  non  dotés,  entretenus  par  des  impôts  locaux;  ces  écoles 
sont  de  plus  en  plus  nombreuses  et  importantes  et  dans  Jïien  den 
cas  concourent  avec  succès  avec  les  écoles  dotées  plus  faibles. 
Klles  se  différencient  des  écoles  publiques  en  ce  que  leurs  règle- 
ments sont  sous  le  contrôle  d'un  bureau  du  gouvernemLMit,  le 
Board  of  Education. 

3.  —  Les  écoles  publiques  monopolisent  l'éducation  des  cl^isses 
supérieures  du  pays.  Klles  se  sont  toujours  glorifiées  de  leur  exemp- 
tion d'un  contrôle  étranger  ;  chaque  école  est  administrée  par  son 
propre  corps  dirigeant  et  par  son  principal,  généralement  c»mni- 
potent.  Cette  liberté  en  apparence  complète  est  restreinte  par  les 
causes  suivantes.  En  premier  lien,  beaucoup  d'écoles  publit|ii€B. 
trouvent  opportun  d'accepter  l'aide  pécuniaire  de  l'Etat,  ee  quî 
impose  l'inspection  par  le  «  Board  of  Kducation.  »  Les  écoles  les 
plus  riches  et  les  plus  importantes  sont  en  état  de  se  passer  de 
cette  aide;  mais  dans  ces  dernières  années  il  y  a  une  tfiulaner 
delà  part  des  principales  écoles,  à  se  soumettre  volontairement  à 
l'inspection. 


^  Happort  adressé  au  h"  Congrès  international  de»  mathématiciens.  Borne,  avril  tffnft^  à  b 
«eHion  IV  t Philosophie,  Histoire,  Enseignement)  par  C.  Godfrkv,  directeur  du  M.  N.  Col- 
iege,  Osborne.  —  Traduit  par  Renée  MAsibo>t,  (Genève). 
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En  second  lieu,  malgré  cette  indépendance,  ces  écoles  ne  sont 
pas  réellement  libres  ;  Tintruction  est  déterminée  en  majeure 
partie  par  un  grand  nombre  d'examens  publics,  tels  que  les  exa- 
mens pour  les  bourses  de  collège  aux  universités  d'Oxford  et  de 
Cambridge,  les  examens  préliminaires  pour  les  grades  dans  les 
universités,  les  examens  pour  les  certificats  d'aptitude  dirigés  par 
les  universités,  les  examens  pour  entrer  dans  Tarmée  dirigés  par 
les  commissaires  du   «  Civil  Service.  » 

La  position  d'une  école  aux  yeux  du  public,  son  pouvoir  d'atti- 
rer des  élèves  et  de  faire  son  chemin,  dépend  en  grande  partie  des 
succès  qu'elle  a  obtenus  dans  ces  divers  concours.  Bien  peu  de 
réformes  peuvent  être  accomplies  sans  l'assentiment  des  autorités 
inspectrices;  ainsi  l'étude  du  grec  est  obligatoire  pour  tous  les 
jeunes  gens  aspirant  à  un  grade  dans  les  universités  d'Oxford  et 
de  Cambridge  et  les  écoles  publiques  sont  de  ce  fait  obligées 
d'enseigner  le  grec  à  tous  ces  jeunes  gens.  On  verra  que  l'influence 
des  corps  examinateurs  a  été  toute  puissante  dans  l'enseignement 
mathématique  anglais. 

Ce  rapport  concerne  les  conditions  qui  prévalent  dans  les  éco- 
les publiques.  Nous  donnerons  d'abord  un  aperçu  de  l'organisation 
de  renseignement  mathématique  : 

4.  —  Une  école  publique  est  divisée  en  classes  (forms),  la  clas- 
sification étant  déterminée  principalement  par  la  force  dans  les 
branches  littéraires  comme  le  Grec,  le  Latin,  l'Anglais,  l'Histoire, 
la  Géographie,  l'Ecriture  Sainte.  Ces  sujets  sont  enseignés  par  le 
maître  de  classe. 

Pour  les  mathématiques  un  certain  nombre  de  classes  forment 
un  groupe^  ihlockj  et  les  élèves  de  ce  groupe  sont  répartis  en  séries^ 
(setsfy  suivant  leurs  aptitudes  en  mathématiques.  Une  école  de  400 
élèves  peut  être  divisée  en  4  «  groupes  »  et  un  «  groupe  »  de  100 
élèves  peut  former  de  4  à  6  séries,  le  nombre  de  garçons  dans  une 
série  de  mathématique  variant  de  25  à  15.  Les  raisons  de  ce  sys- 
tème de  répartition  pour  les  mathématiques  sont  les  suivantes  : 
P  Le  maître  de  classe  n'a  généralement  pas  des  connaissances  très 
complètes  en  mathématiques.  2°  Les  garçons  d'une  même  classe 
diffèrent  beaucoup  trop  dans  leurs  connaissances  et  aptitudes  ma- 
thémati;|ues  pour  recevoir  un  enseignement  commun  sans  nou- 
velle répartition. 

Le  nombre  d'heures  affecté  à  l'enseignement  mathématique  en 
classe  est  de  4-7  heures  par  semaine  avec  1  ou  2  heures  de  prépa- 
ration en  dehors  de  l'école.  Beaucoup  d'écoles  ont  une  section 
moderne  dans  laquelle  le  grec  est  remplacé  par  l'allemand  et  un 
supplément  de  mathématiques  et  de  sciences.  En  classe  une  grande 
partie  du  temps  est  employée  par  les  élèves  à  résoudre  des  exerci- 
ces écrits,  le  maître  se  promenant  dans  la  salle  pour  leur  aider 
lorsque  cela  est  nécessaire. 
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Les  différentes  branches  des  mathématiques  sont  enseignées  en 
général  par  le  même  maître  ;  mais  dans  quelques  écoles  il  y  a  une 
organisation  différente  ;  les  élèves  sont  groupés  en  une  classe  pour 
r Arithmétique  et  l'Algèbre  et  une  autre  pour  la  Géométrie. 

On  peut  aj<mter  que  le  même  arrangement  est  courant  pour 
renseignement  respectif  des  langues  modernes  et  des  sciences. 

5.  —  Pendant  les  2  dernières  années  d'école,  de  17  à  19  ans,  il  y 
a  une  forte  tendance  parmi  les  jeunes  gens  à  se  spécialiser,  le 
sujet  choisi  pour  une  étude  spéciale  étant  généralement  un  des 
suivants  ;  langues  anciennes,  mathématiques,  sciences,  langues 
modernes,  histoire.  Olte  spécialisation  précoce  est  le  résultat  des 
concours  organisés  par  les  Collèges  d'Oxford  et  de  Cambridge  en 
vue  des  bourses  destinées  à  ceux  qui  se  distinguent  dans  une  bran- 
che ;  de  sorte  qu'un  garçon  ayant  des  aptitudes  égales  pour  les 
langues  anciennes  et  les  mathématiques  n'aurait  pas  de  chance 
s'il  était  en  compétition  avec  un  élève  particulièrement  fort  sur 
un  seul  sujet  '.  Il  en  résulte  qu'un  candidat  à  une  bourse  classique 
cessera  souvent  tout  travail  mathématique  et  scientifique  à  Tàge 
de  17  ans.  De  même  un  jeune  mathématicien  renoncera  souvent 
pendant  ses  2  dernièi'es  années  d*études  à  toute  instruction  litté- 
raire ;  cependant  il  n'est  que  juste  de  dire  qu'il  y  a  une  grande  dif- 
férence à  cet  égard  entre  les  différentes  écoles.  En  tout  cas  la  con- 
currence entre  les  écoles  pour  l'obtention  des  bourses  tend  à  faire 
échouer  les  tentatives  de  ceux  qui  trouvent  que  l'instruction  de- 
vrait être  générale  jusqu'à  la  fin  des  études  scolaires. 

6.  —  Avant  d'examiner  plus  particulièrement  les  différentes 
branches  mathématiques,  il  est  bon  de  dire  quelques  mots  des 
réformes  considérables  qui  ont  été  réalisées  dans  l'enseignement 
mathématique  pendant  les  dernières  années.  Bien  des  barrières 
ont  été  renversées  et  on  a  modifié  sur  divers  points  la  conception 
du  programme  d'études. 

7.  —  Chaque  branche  peut  être  envisagée  à  deux  points  de  vue, 
suivant  qu'on  la  considère  pour  sa  valeur  utilitaire  ou  disciplinaire. 
Peut-être  les  maîtres  sont-ils  sujets  à  fixer  leur  attention  sur  le 
dernier  point,  tandis  que  la  généralité  du  public  considère  le 
premier  comme  plus  important.  Il  n'est  guère  nécessaire  d'appuyer 
sur  le  fait  que  c'est  une  erreur  de  ne  considérer  qu'un  des  points 
de  vue.  On  pourrait  soutenir  que  presque  toutes  les  branches  ont 
été  introduites  dans  les  programmes  à  cause  de  leur  utilité  pra- 
tique, mais  que  les  maîtres  y  trouvant  une  discipline  de  l'esprit, 
sont  tentés  de  les  conserver  même  lorsque  les  circonstances  ont 
détruit  leur  valeur  pratique. 

Quoiqu'il  en  soit,  jusqu'il  y  a  dix  ans,  les  mathématiques  sem- 


^  Dans  certains  cas  on  peut  obtenir  une  bourse  pour  une  combinaison  1*  de  mathématiques 
m  d'un  peu  de  sciences  physiques,  2*  de  lettres  classiques  et  d'histoire. 

L'Enseignement  matbëm.,  ]0«  année  ;  1908.  31 
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blaient  être  considérées  dans  les  écoles  comme  une  gymnastique 
mentale.  Cette  exagération  était  nuisible,  les  jeunes  gens  ne  pou- 
vant guère  être  amenés  à  s'intéresser  à  un  sujet  enseigné  pour  des 
raisons  qui  leur  paraissaient  futiles.  De  bons  maîtres  sentirent  la 
nécessité  de  renouveler  un  peu  les  méthodes  afin  de  moderniser 
leur  travail.  Mais  le  système  en  vigueur  était  fixé  par  les  feuilles 
d'examen  et  il  était  évident  pour  tout  le  monde  que  quoique  les 
temps  fussent  mûrs  pour  des  changements,  il  n'y  en  aurait  point 
jusqu'à  ce  que  les  examinateurs  et  les  maîtres  y  fussent  poussés 
par  l'opinion  publique. 

8.  —  L'impulsion  nécessaire  vint  des  ingénieurs.  Le  temps 
n'est  plus  où  les  ingénieurs  méprisaient  les  mathématiques  et  se 
fiaient  uniquement  au  bon  sens  et  à  l'intuition  joints  à  une  forte 
réserve  de  sûreté.  Ils  disent  aujourd'hui  qu'on  ne  peut  pas  savoir 
trop  de  mathématiques  pourvu  que  ce  soit  de  bonnes  mathémati- 
ques. Une  nouvelle  période  s'est  ouverte  par  la  création  d'une 
section  d'ingénieurs  à  l'Université  de  Cambridge,  section  dont  les 
diplômés  trouvent  aisément  des  places  à  leur  sortie  de  l'Université. 

Les  ingénieurs  se  plaignaient  de  ce  que  l'enseignement  donné 
n'avait  pas  de  bases  pratiques.  En  1902  à  la  réunion  de  IsiBritish  Asso- 
dation^  à  Glascow,  M.  J.  Pkrhy,  professeur  de  Mécanique  au  «  Royal 
Collège  of  Science  »  à  I^ondres,  attaqua  l'état  de  choses  existant. 

9.  —  Ce  mouvement  amena  la  formation  de  divers  comités  qui 
comparèrent  les  opinions  des  hommes  du  métier  et  des  maîtres 
d'école  et  trouvèrent  que  l'acccord  était  possible  sur  la  plupart 
des  points.  Les  professeurs  reconnurent  que  des  sujets  utiles  pou- 
vaient être  aussi  éducatifs  que  les  futilités  conventionnelles  qui 
avaient  fini  par  s'identifier  avec  les  mathématiques  enseignées 
dans  les  écoles.  De  même  que  les  mathématiques  supérieures  pures 
gagnent  en  valeur  et  en  intérêt  par  un  contact  plus  intime  avec  les 
problèmes  posés  par  les  physiciens  et  deviennent  en  revanche 
irréelles  et  sans  but  quand  elles  sont  séparées  de  leurs  applica- 
tions, de  même  les  mathématiques  élémentaires  ont  trouvé  leur 
salut  dans  l'introduction  des  applications  sans  nombre  fournies 
par  la  vie  industrielle  moderne. 

Les  Universités  et  les  corps  examinateurs  consentirent  à  modi- 
fier leurs  règlements  et  programmes  de  fayon  à  entrer  dans  les 
vues  modernes.  Une  meilleure  situation  a  été  faite  aux  mathémati- 
ques et  il  est  peut-être  possible  actuellement  de  porter  un  juge- 
ment sur  les  conditions  nouvelles, 

II.  —  Arithmétique. 

10.  —  Cette  branche  n'est  arrivée  que  très  lentement  à  occuper 
une  position  convenable  dans  les  écoles  anglaises.  Elle  était,  à  une 
certaine  époque,  considérée  seulement  comme  un  instrument  pour 
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la  comptabilité  et  le  commerce.  Le  temps  était  employé,  mais  sans 
profit,  à  se  rendre  maître  des  difficultés  du  système  britannique 
des  monnaies,  poids  et  mesures.  L'Arithmétique  n'était  pas  ensei- 
gnée dans  ses  véritables  relations  avec  les  autres  branches  des 
mathématiques.  Les  questions  financières  prenaient  trop  de 
temps  et  comme  on  pouvait  s'y  attendre,  étaient  souvent  devenues 
singulièrement  irréelles  entre  les  mains  des  maîtres  d'école.  Un 
mal  plus  sérieux  résidait  dans  la  quantité  considérable  de  problè- 
mes spéciaux  avec  des  artifices  qui  encombraient  les  programmes. 
Tous  les  problèmes  posés  aux  examens  publics  étaient  collection- 
nés par  les  auteurs  de  manuels  d'exercices  et  élevés  par  eux  à 
l'état  de  modèle,  dans  des  chapitres  spéciaux,  et  y  étaient  résolus 
par  des  méthodes  particulières  et  ingénieuses.  C'est  ainsi  que 
nous  trouvons  dans  des  livres  d'exercices  courants,  des  chapitres 
sur  :  «  des  robinets  remplissant  et  vidant  des  bains,  »  «  sur  des 
courses  et  sur  des  jeux  d'adresse,  »  «  sur  des  vaches  broutant  des 
champs  avec  une  parfaite  égalité.  » 

L'arithmétique  n'était  plus  guère  envisagée  qu'avec  mépris  et  on 
remarqua,  qu'à  Tàge  de  18  ans,  certains  jeunes  gens  étaient  absolu- 
ment incapables  de  faire  aucune  application  utile  de  l'Arithmétique 
et  ignoraient  môme  complètement  le  système  décimal.  L'Arithmé- 
tique que  ces  jeunes  gens  avaient  apprise,  inutile  dans  la  vie  pra- 
tique, dépendait  d'une  quantité  d'artifices  particuliers,  plutôt  que 
de  quelques  principes  simples  et  était  également  inutile  comme 
moyen  éducatif.  Cette  branche  était  devenue  si  vulgaire,  que  des 
mathématiciens  compétents  la  négligeaient  et  étaient  souvent  em- 
barrassés en  présence  de  chiffres  et  de  résultats  numériques.  Ja- 
mais sous  aucun  prétexte  on  n'introduisait  des  données  numé- 
riques dans  la  Géométrie.  Il  était  très  rare  de  rencontrer  des 
questions  numériques  dans  les  problèmes  de  mathématiques  su- 
périeures posés  dans  les  universités.  Il  en  résulte  que  les  connais- 
sances du  mathématicien  formé  par  ce  système  sont  presque  en- 
tièrement ^Ma//Va//V^«  ;  il  lui  arrivera  rarement  de  rechercher  une 
preuve  quantitative  à  moins  que  ses  expériences  ultérieures 
n'aient  corrigé  les  effets  de  l'éducation  première. 

il.  —  Les  tendances  qui  caractérisent  les  dernières  reformes  en 
Arithmétique  sont:  1**  simplifier  la  branche,  la  débarrasser  des  rè- 
gles et  expédients  particuliers  inutiles,  supprimer  les  types  arti- 
ficiels de  problèmes,  dont  l'intérêt  originaire  a  disparu,  attacher 
moins  d'importance  à  l'arithmétique  financière. 

2®  Insifter  sur  l'exactitude  et  Thabileté  dans  les  plus  simples 
opérations  avec  les  entiers  et  les  fractions  décimales,  insister  sur 
la  compréhension  parfaite  de  la  notation  décimale  et  du  sys- 
tème métrique,  faire  comprendre  à  l'élève  de  quel  nombre  restreint 
de  priiicij>es  et  de  règles  différentes  il  a  à  se  rendre  maître  et  que 
pour  le  reste  il  peut  se  fier  à  son  bon  sens. 
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12.  —  Qiiel([ues-iiiis  des  meilleurs  maîtres  sont  tentés  d'appuyer 
sur  Tétudc  de  la  théorie  de  TArithméticiue,  par  exemple  de  s'appe- 
santir  sur  les  preuves  rigoureuses  des  opérations  fondamentales 
des  fractions  ordinaires,  d'examiner  minutieusement  le  degré 
d'approximation  d'une  suite  de  calculs,  etc.  D'autres  trouvent  que, 
bien  que  ces  sujets  soient  sans  doute  dignes  d'être  mentionnés,  ils 
sont,  k  cette  période,  pour  la  plupart  trop  difficiles  pour  être 
l'objet  d'une  étude  approfondie;  ils  préféreraient  les  renvoyer 
jusqu'au  moment  où  Télève  aura  une  plus  grande  maturité  d'esprit 
et  aura  des  connaissances  suffisantes  de  l'algèbre. 

13.  —  I/usage  des  tables  de  logarithmes  k  k  àéc\\w?i\es  commence 
à  entrer  en  vigueur.  Il  y  a  10  ans  les  seules  tables  que  l'on  trouvait 
dans  les  écoles  étaient  celles  à  7  décimales,  qui  étaient  employées 
dans  la  rés4>lution  des  triangles.  Celles-ci  n'étaient  pas  assez 
maniables  et  les  jeunes  gens  n'en  avaient  jamais  une  habitude 
assez  grande  pour  employer  ces  logarithmes  avec  confiance.  Les 
maîtres  de  science,  cependant,  reconnurent  l'utilité  pratique  des 
tables  à  4  décimales  et  se  plaignirent  de  devoir  faire  le  travail  de 
leurs  collègues  mathématiciens  en  en  enseignant  l'usage.  Ceci 
cesse  d'être  vrai.  On  a  trouvé  qu'un  garçon  de  14  ans  peut  appren- 
dre à  se  servir  des  tables  à  4  décimales  et  qu'il  le  fait  volontiers 
et  avec  coni|)réhension  ;  de  cette  façon  le  champ  des  opérations 
possibles  a  été  grandement  élargi. 

14.  —  Sous  le  même  titre  d'Arithmétique  il  est  bon  de  parler  de 
deux  choses  qui  s'y  rattachent  très  étroitement.  Il  s'agit,  d'une 
paît,  de  Y  importance  des  exercices  numériques  dans  tontes  les 
branches,  et,  d'autre  part,  de  l'introduction  du  travail  de  labora- 
toire dans  renseignement  mathématique. 

Imi>o«taxciî  des  exercices  ncmériques  dans  toutes  les  branches. 
La  suppressif>n  des  matières  inutiles  du  cours  d'Arithmétique 
aurait  pu  avoir  l'inconvénient  de  faire  perdre  à  l'élève  l'occasion 
de  s'exercer  dans  les  opérations  numériques.  Ce  danger  a  été  évité 
par  l'usage  d'exercices  numériques  fréquents  dans  les  autres 
branches,  plus  spécialement  en  Géométrie  et  Trigonométrie.  Dans 
chaque  branche  on  appuyé  sur  la  nécessité  du  contrôle  numérique 
approximatif.  Cette  tendance  se  retrouvera  plus  loin  sous  diffé- 
rents titres;  il  suffira  de  dire  ici  que  cela  amène  à  :  1°  l'habileté 
dansle  calcul  numérique;  2^  une  réalisation  plus  vivante  des  résul- 
tats ainsi  illustrés. 

15.  —  Travaux  de  laboratoire  en  mathématiques.  Actuellement, 
dans  nombre  d'établissements,  les  garçons  de  1.3  à  15  ans,  suivent 
comme  faisant  partie  des  mathématiques,  un  cours  de  travaux 
expérimentaux  dans  un  laboratoire.  Dans  ce  cours  on  leur. enseigne 
à  mesurer  et  à  peser.  Us  apprennent  incidemment  avoir  les  avan- 
tages du  système  décimal,  à  déterminer  les  surfaces  et  les  volumes 
d'objets  réels,  à  déterminer  les  densités  et  les  poids  spécifiques. 
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à  découvrir  les  lois  les  plus  simples  de  Thydrostatique,  etc.  La 
quantité  de  connaissances  acquises  dans  ce  cours  n'est  peut-être 
pas  très  grande,  mais  il  n'y  a  pas  de  doute  sur  le  fait  que  ce  cours 
donne  un  aperçu  pratique  et  vulgarisateur  des  mathématiques  et 
qu'il  satisfait  au  besoin  de  coordination  entre  le  cerveau,  les  yeux 
et  les  mains,  besoin  que  bien  des  maîtres  pensent  être  inhérents 
à  la  nature  des  jeunes  Anglais. 

III.  —  Géométrie. 

16.  —  Géométrie  PLANE.  Les  changements  les  plus  remarquables 
ont  été  effectués  dans  renseignement  de  la  Géométrie.  Uy  a  5  ans 
les  Universités  et  la  plupart  des  corps  examinateurs  exigeaient  la 
suite  des  propositions  d'Euclide.  Les  preuves  mêmes  d'Euclide 
n'étaient  pas  demandées;  mais  aucune  preuve  n'était  acceptée  si 
elle  violait  la  suite  logique  d'Euclide. 

Cette  restriction  était  depuis  longtemps  gênante  et  il  semblait 
possible  de  perfectionner  la  suite  d'Euclide.  La  restriction  consa- 
crait et  fixait  un  mode  d'enseignement  sans  vie.  Un  maître  capa- 
ble avait  les  mains  liées.  H  n'y  avait  pas  déplace  pourToriginalité 
ou  la  nouveauté  dans  la  manière  de  présenter  les  choses;  on 
enseignait  sans  cloute  beaucoup  de  bonnes  choses,  mais  la  plupart 
des  maîtres  se  contentaient  de  développer  la  mémoire  plutôt  que 
la  véritable  compréhension  des  démonstrations.  Ils  considéraient 
les  exercices  ou  les  «déductions»  comme  au  dessus  des  forces  des 
jeunes  gens. 

Les  constructions  étaient  très  rarement  faites  avec  de  vrais 
instruments.  La  plus  grande  partie  des  jeunes  gens  n'étaient  pas 
familiarisés  avec  les  notions  sur  lesquelles  ils  étaient  censés 
raisonner  ;  par  exemple,  il  arrivait  fréquemment  de  trouver  un 
élève  ayant  lu  tout  le  livre  II  d'Euclide  (aire  des  rectangles)  sans 
faire  la  distinction  entre  rectangle  et  angle  droit  ;right  angle). 

17.  —  Le  parti  réformateur  maintenait  qu'une  perception  plus 
vivante  des  formes  et  des  propriétés  des  figures  géométriques 
était  nécessaire  avant  que  ces  propriétés  puissent  être  exposées 
logiquement  avec  profit.  Il  appréciait  tout  autant  que  les  conser- 
vateurs Téducation  logique  que  peut  fournir  la  Géométrie,  mais  il 
arguait  que  si  la  logique  doit  être  plus  qu'un  mot,  il  faut  première- 
ment être  familiarisé  avec  le  sujet. 

Prenons  comme  exemple  le  théorème  de  Pythagore  relatif  aux 
carrés  des  côtés  d'un  triangle  rectangle.  L'ancienne  méthode  d'en- 
seignement consistait  à  dire  :  Voici  donc  un  fait  remarquable.  Nous 
voulons  vous  montrer  qu'il  est  possible  de  partir  des  principes 
les  plus  simples,  d'employer  des  arguments  qui  convaincront  les 
plus  ignorants  et  d'arriver  finalement  à  ce  résultat  étonnant. 

Les  adeptes  de  la  nouvelle  école,  tout  en  admettant  la  nécessité 
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et  la  valeur  du  moyen  ci-dessus,  maintenaient  qu*il  faut  davantage. 
11  est,  disaient-ils,  non  seulement  nécessaire  d'intéresser  et  de 
conquérir  par  la  force  de  la  logique  pure,  mais  aussi  d'inculquer 
l'art  d'appliquer  Tœuvre  de  la  logique  à  de  nouvelles  conquêtes. 
Dans  le  cas  du  théorème  de  Pythagore  le  besoin  d'une  preuve 
logique  ne  se  fait  pas  sentir  jusqu'à  ce  que  Télève  ait  été  convaincu 
par  d'autres  moyens  que  les  faits  sont  bien  tels  qu'ils  ont  été 
énoncés.  11  devra  mesurer  les  côtés  et  calculer  les  carrés,  il  devra 
vérifier  l'équivalence  en  découpant  et  superposant  (et  peut-être  en 
pesant).  De  plus  les  faits  ne  devront  pas  être  énoncés  crûment 
comme  une  chose  à  vérifier.  Ils  devront  plutôt  être  présentés  de 
telle  façon  que  l'élève  ait  l'occasion  de  penser  par  lui-même  et 
d'anticiper  ainsi  les  résultats.  De  toute  façon  il  devra  être  encou- 
ragé à  diriger  plutôt  qu'à  suivre. 

18.  —  l^a  Géométrie  était  considérée  comme  étant  un  sujet 
propre  à  l'expérience.  Pour  expérimenter  en  Géométrie,  un  enfant 
doit  apprendre  à  dessiner  et  mesurer  avec  une  exactitude  suffi- 
sante. 11  peut  faire  aussi  d'autres  essais,  par  exemple  en  coupant 
et  pliant  du  papier,  en  employant  du  papier  quadrillé,  du  papier 
transparent,  de  la  ficelle,  des  blocs  de  bois,  etc.  Mais  il  peut  diffi- 
cilement aller  bien  loin  sans  une  habitude  suffisante  des  instru- 
ments servant  à  dessiner.  Il  devra  donc,  en  vue  de  ces  exercices, 
avoir  une  règle  graduée,  un  rapporteur  (pour  mesurer  les  angles), 
un  compas,  une  équerre  (pour  dessiner  les  perpendiculaires  et  les 
parallèles). 

Ces  instruments  lui  seront  utiles  pour  une  autre  raison  encore- 
Un  problème  de  construction  n'a  pas  de  signification  s'il  n'est  pas 
spécifié  quels  sont  les  instruments  autorisés.  Le  problème  consis- 
tant à  diviser  un  angledônné  en  3  parties  est  possible  s'il  est  permis 
de  se  servir  d'une  règle  sur  laquelle  une  longueur  donnée  peut 
être  marquée.  Mais  le  problème  est  impossible  avec  les  instruments 
admis  par  Euclide.  Les  problèmes  de  construction  ne  peuvent 
donc  être  entrepris  intelligemment  sans  que  l'élève  comprenne 
ces  restrictions  concernant  les  instruments  et  il  est  peu  probable 
qu'il  les  comprenne  à  moins  d'avoir  manié  et  s'être  servi  des  ins- 
truments autorisés. 

De  plus,  l'usage  des  instruments  géométriques  satisfait  les 
besoins  d'activité  physique  de  l'enfant,  il  réfléchira  mieux  si  ses 
doigts  sont  occupés.  Des  idées  lui  seront  suggérées  par  l'action  de 
dessiner  des  figures.  Son  attitude  devient  active  au  lieu  de  passive. 

19.  —  De  pareils  arguments  ont  été  employés  pour  justifier 
l'usage  des  instruments  dans  les  écoles.  On  n'oublia  naturelle- 
mont  pas  que  dans  bien  des  professions  le  dessin  géométrique  à 
une  valeur  utilitaire,  par  exemple  pour  les  ingénieurs,  l'architec- 
ture, la  navigation  et  les  travaux  militaires.  Sous  l'ancien  système 
l'enseignement  du  dessin  géométrique  avait  été  séparé  de  l'étude 
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théorique  de  la  Géométrie  au  détriment  des  deux  études.  Il  était 
fréquemment  enseigné  comme  une  branche  des  beaux-arts  plutôt 
que  comme  une  branche  des  mathématiques.  11  en  résultait  un. 
respect  exagéré  pour  le  fini  artistique  et  le  lavis  et,  ce  qui  était 
plus  grave,  c'est  que  le  dessin  géométrique  ne  consistait  qu'en 
une  vaste  collection  de  règles  spéciales  et  sans  relation  entre 
elles;  la  valeur  éducative  du  sujet  était  nulle. 

20.  —  Les  maîtres  demandaient  un  système  d'enseignement 
géométrique  plus  libre  et  plus  expérimental,  pensant  qu'une  fami- 
liarisation plus  grande  avec  la  Géométrie  augmenterait  sa  valeur 
comme  moyen  d'éducation  logique.  D'un  autre  côté  les  ingénieurs 
et  les  autres  critiques  s'inquiétaient  peu  de  l'éducation  logique, 
mais  désiraient  vivement  que  leurs  élèves  eussent  quelques  con- 
naissances géométriques,  ce  qui  n'était  évidemment  pas  le  cas 
avec  le  système  alors  en  vigueur. 

21.  —  Quoique  issu  de  points  de  vue  différents  le  besoin  d'un 
changement  défini  était  trop  pressant  et  unanime  pour  qu'on  pût 
y  résister.  Les  universités  revisèrent  leurs  programmes  d'exa- 
mens. L'université  de  Cambridge  donna  le  ton  de  la  réforme  : 
1^  en  exigeant  l'usage  des  instruments  ;  2**  en  acceptant  toute 
preuve  d'un  théorème  qui  «  paraîtrait  aux  examinateurs  comme 
faisant  partie  d'un  raisonnement  systématique.  »  Elle  publia  une 
liste  modeste  de  théorèmes  et  constructions  qui  devaient  être 
considérés  comme  fondamentaux.  Cette  liste  supprimait  du  traité 
d'Euclide  quelques-unes  des  propositions  les  moins  utiles  et  les 
moins  intéressantes.  Le  second  livre  d'Euclide  (aire  des  rectangles) 
fut  reconnu  inapte  au  raisonnement  logique  formel,  des  proposi- 
tions principales  furent  introduites  comme  une  «  illustration  géo- 
métrique des  identités  algébriques.  » 

Un  pas  important  fut  fait  par  l'introduction  de  «  preuves  seule- 
ment applicables  à  des  grandeurs  commensurables.  »  Le  raisonne- 
ment d'Euclide  pour  les  proportions  est  rigoureux  et  comprend 
tontes  les  grandeurs  commensurables  ou  incommensurables. 
Il  est  du  plus  grand  intérêt  pour  un  étudiant  avancé  et 
pourrait  convenablement  figurer  dans  un  cours  d'université,  bien 
qu'une  mélhode  plus  moderne  dans  l'usage  des  incommen- 
surables serait  sans  doute  préférable.  Mais  la  théorie  d'Euclide 
était  une  pierre  d'achoppement  pour  les  commençants,  et  la  façon 
dont  elle  était  généralement  enseignée  dans  les  écoles  anglaises 
était  incompréhensible,  le  livre  Y  étant  toujours  supprimé. 
L'université  décida  que  la  théorie  des  figures  semblables  pouvait 
être  étudiée  dans  les  écoles  sans  s'attaquer  prématurément  à  la 
théorie  beaucoup  plus  difficile  des  incommensurables. 

Des  constructions  hypothétiques  furent  permises;  par  exemple 
pour  prouver  l'égalité  des  angles  adjacents  à  la  base  d'un  trian- 
gle isocèle,  on  considéra  comme  légitime  d'employer  la  bissoc- 
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Irice  de  l'an^j^lc  au  sommet,  alors  même  que  la  construction  de  cette 
bissectrice  par  la  règle  et  le  compas  n'avait  pas  encore  été  donnée 
et  prouvée  à  ce  moment.  On  admet  de  fait  le  théorème  d'exis- 
tence qu'un  angle  a  une  bissectrice.  Le  choix  d'une  méthode 
particulière  pour  tracer  la  bissectrice  n'est  pas  considéré  comme 
faisant  partie  de  la  discussion. 

22.  —  I^e  changement  de  règlement  donna  libre  cours  à  une  grande 
quantité  d'énergie  latente.  Tous  les  enthousiastes  sentirent  qu'ils 
pouvaient  enseigner  la  Géométrie  à  leur  façon.  Il  parut  un  grand 
nombre  de  manuels  représentant  toutes  les  nuances  d'opinion. 
Comme  on  pouvait  s'y  attendre,  bien  des  nouveaux  développements 
furent  extravagants  et  n'eurent  pas  de  durée.  Il  y  eut  pendant  un 
temps  une  tendance  à  surenchérir  sur  le  côté  pratique  et  expéri- 
mental. Mais  on  comprit  vite  que  cela  ôterait  toute  consistance  au 
sujet.  Il  doit  y  avoir  un  certain  élément  de  sérieux  dans  toute 
branche  d'étude  et  au  point  de  vue  de  l'éducation  générale  la 
Géométrie  vivra  ou  tombera  suivant  son  influence  sur  l'éducation 
logique.  Les  plus  usités  des  nouveaux  manuels  ne  différèrent  pas 
de  celui  d'tluclide  dans  leur  manière  d'exposer  et  de  réunir  les 
théorèmes.  Quant  à  la  partie  expérimentale  certains  livres  la 
restreignirent  à  une  introduction,  tandis  que  d'autres  préférèrent 
développer  les  expériences  et  la  théorie  simultanément.  Dans 
tons  les  cas  les  constructions  devaient  être  faites  avec  des  instru- 
ments ;  on  eut  largement  recours  aux  données  numériques  et  à  des 
exemples  variés.  En  ce  qui  concerne  la  succession  des  théorèmes 
aucun  système  qui  puisse  être  appelé  révoluticmnaire  n'a  obtenu 
la  faveur  générale;  il  n'y  a  pas  eu  de  séparation  radicale  avec  la 
tradition  euclidienne.  Les  divers  auteurs  diffèrent  d'Euclide  : 
1**  Par  un  nouvel  arrangement  des  premiers  théorèmes  soit  dans 
l'ordre  suivant  :  angles  en  un  point,  lignes  parallèles,  angles  des 
triangles  et  polygones,  triangles  semblables.  2^  Par  les  théorèmes 
relatifs  à  l'aire  des  triangles,  parallélogrammes  et  polygones 
présentés  plutôt  sous  Taspect  de  règles  de  mesure  que  de  théorè- 
mes géométriques. 

23.  —  Quant  à  l'effet  de  tous  ces  changements  sur  l'éducation, 
il  est  peut-êtie  trop  tôt  encore  pour  conclure.  Nous  sommes 
encore  dans  la  période  transitoire.  Sans  doute  les  jeunes  gens 
trouvent  la  Géométrie  beaucoup  plus  intéressante  qu'autrefois.  Ils 
ont  plus  d'habileté  pour  résoudre  les  exercices  et  ne  la  considèrent 
plus  comme  une  entreprise  sans  but.  Ils  sont  capables  de  mieux 
voir  un  dessin  géométrique.  Ils  ont  acquis  de  l'assurance  et  peu- 
vent être  facilement  poussés  à  entreprendre  de  petites  recherches 
pour  eux-mêmes;  ils  font  par  exemple  des  levés  de  plans,  etc., 
et  inventent  des  modèles  mécaniques  pour  illustrer  divers  points. 

D'autre  part  on  peut  donner  beaucoup  moins  de  temps  à  écrire 
des  raisonnements  formels  et  il  y  a  quelque  raison  de  penser  que 
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les  jeunes  gens  ont  perdu  quelque  chose  de  leur  facilité  à  exprimer 
le  raisonnement  géométrique  en  mots.  C'est  un  déficit  qui  se 
corrigera  avec  le  temps  et  il  vaut  peut-être  tout  autant  que  le 
langage  euclidien  type  fasse  place  à  une  expression  plus  indivi- 
duelle, même  au  prix  d'une  diminution  dans  la  précision  de 
lexpression.  Il  paraissait  un  moment  à  craindre  que  les  vérifica- 
tions expérimentales  ne  fussent  prises  comme  des  preuves,  mais 
la  distinction  a  été  si  souvent  répétée  que  probablement  ce 
reproche  ne  peut  plus  être  fait  aux  nouvelles  méthodes. 

24.  —  Gbométrib  a  trois  dimensions.  La  place  de  cette  branche 
dans  les  écoles  n*est  pas  encore  satisfaisante.  Elle  ne  fait  pas 
encore  partie  de  la  Géométrie  demandée  dans  les  examens  préli- 
minaires d'Oxford  et  de  Cambridge,  ce  qui  ne  veut  pas  dire  qu'il 
serait  avantageux  de  la  comprendre  dans  ces  programmes. 

Quand  un  jeune  homme  a  parcouru  le  cours  élémentaire  de  Géo- 
métrie plane,  il  est  censé  avoir  reçu  une  éducation  suffisante  dans 
les  méthodes  logiques,  pour  autant  que  celle-ci  peut  être  donnée 
par  des  études  de  Géométrie.  S'il  s'attaque  à  la  Géométrie  à  trois 
dimensions  (géométrie  des  solides),  son  but  principal  doit  être 
d'acquérir  la  faculté  de  réaliser  mentalement  les  relations  des 
figures  dans  l'espace  ;  il  doit  apprendre  à  «  penser  dans  l'espace.» 
Parmi  les  jeunes  gens  qui  étudiaient  le  livre  XI  d'Ruclide  bien  peu 
arrivaient  à  acquérir  cette  faculté  ;  c'est  pourquoi  on  ne  peut  guère 
regretter  que  ce  livre  ne  soit,  pour  ainsi  dire,  pas  lu  dans  les 
écoles. 

Pendant  des  années,  des  tentatives  furent  faites  par  le  Dépar- 
tement des  Sciences  et  des  Arts  (maintenant  fondu  avec  le  Board 
ofEducation)y  pour  encourager  l'étude  de  la  Géométrie  des  solides-. 
Des  examens  publics  furent  établis  pour  la  Géométrie  appelée 
«  Géométrie  descriptive*,  »  par  exemple  :  La  représentation  des 
solides  au  moyen  du  plan  et  de  l'élévation  et  des  projections  pers- 
pectives. Les  mêmes  jurés  examinaient  le  dessin  géométrique 
dans  le  plan,  et  le  système  d'examen  avait  malheureusement  fini 
par  réduire  les  deux  études  à  un  simpleamoncellement  de  procédés 
spéciaux,  souvent  enseignés  par  des  maîtres  qui  n'avaient  pas  reçu 
d'instruction  mathématique.  Les  tentatives  échouèrent.  L'effet  sur 
les  écoles  publiques  fut  nul,  ces  écoles  ne  se  servant  pas  des  exa- 
mens du  Département. 

25.  —  Un  cours  satisfaisant  de  Géométrie  à  trois  dimensions 
devrait  comprendre  : 

(1)  La  détermination  des  surfaces  et  volumes  des  solides  élé- 
mentaires. 

(2)  La  discussion  des  relations  des  points,  des  lignes  et  des 


*  C'est  la  «  Gc'omclric  descriptive  •»  d<»  Mongn.  qu'il  ne  faut  pas  coDfondro  avec  Va  Géomé- 
trie prajective  ou  non  uiétriqiu*  de  Chasies  et  d'autres  auteurs. 
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plans  dans  Tespace.  Ceci  sans  s'attacher  à  la  forme  devrait  être 
comparativement  simple  et  illustré  par  toute  sorte  de  moyens  tels 
que  des  modèles  en  cari  on  ou  en  fil,  des  vues  stéréoscopiques, 
des  ossatures  de  solides,  etc.,  et  être  intercalé  incidemment  dans 
le  cours  de  Géométrie  plane  ;  par  exemple,  quand  on  expose  les 
lignes  parallèles  et  perpendiculaires  dans  le  plan  il  serait  avan- 
tageux de  discuter  les  lignes  et  les  plans  parallèles  et  perpendicu- 
laires dans  Tespace.  En  réalité,  la  première  étude  de  la  Géométrie 
ne  devrait-elle  pas  commencer  par  s'occuper  de  solides  con- 
crets, pour  passer  ensuite  à  des  abstractions  comme  le  point  et  la 
ligne  ? 

;3)  Un  cours  des  constructions  réellement  fondamentales  en 
Géométrie  descriptive.  Probablement  que  si  ce  cours  était  donné 
intelligemment  il  ferait  plus  que  tout  autre  pour  développer  la 
faculté  de  voir  dans  Tespace. 

Il  n'existe  aucun  cours  accepté  ou  donné  comme  exemple  qui 
réponde  à  ces  conditions.  Les  maîtres  de  mathématiques  formés 
par  l'enseignement  universitaire  ignorent  généralement  absolu- 
ment la  Géométrie  descriptive.  Ce  reproche  disparaîtra  j^raduel- 
lement,  puisque  la  Géométrie  descriptive  est  exigée  dans  les  nou- 
veaux cours  pour  l'obtention  de  grades  à  Cambridge  ;  en  atten- 
dant il  faut  espérer  que  ce  sujet  fera  peu  à  peu  son  chemin  dans 
les  écoles  publiques. 

IV.  —  Algèbre. 

20. —  La  réforme  dans  l'enseignement  de  la  Géométrie  fut  accom- 
pagnée d'une  certaine  activité  en  ce  qui  concerne  TAlgèbre.  Bien 
des  maîtres  et  des  examinateurs  trouvaient  que  renseignement 
avait  donné  une  trop  grande  importance  aux  exercices  pratiques 
au  détriment  de  l'étude  intelligente  du  pourquoi  et  des  causes. 
On  employait  certainement  beaucoup  de  temps  à  résoudre  de 
longues  séries  d'exercices  gradués  sur  les  facteurs,  les  équations, 
les  fractions,  etc.  Il  y  eut  une  sorte  de  rébellion  contre  cette 
coutume,  et  les  maîtres  essayèrent  de  faciliter  le  travail  en  intro- 
duisant relativement  de  bonne  heure  des  graphiques,  des  tables 
de  logarithmes  et  d'autres  choses  intéressantes. 

Tout  ceci  eut  un  efl'et  stimulant.  C'est  une  révélation  pour  un 
élève  d'apprendre  qu'une  fonction  d'une  variable  peut  être  asso- 
ciée à  une  courbe;  qu'il  peut  résoudre  des  équations,  extraire  des 
racines,  etc.,  par  des  méthodes  graphiques. 

Comme  toujours  la  réforme  alla  trop  loin.  Certains  maîtres  et 
certains  manuels  ne  se  contentèrent  pas  de  considérer  en  passant 
les  graphiques,  si  suggestifs  pour  un  garçon  de  13  ans,  ils  déve- 
loppèrent le  sujet  jusqu'à  empiéter  prématurément  sur  la  Géomé- 
trie analytique.  Il  y  eut  une  certaine  tendance  à  abandonner  les 
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méthodes  analytiques  pour  les  méthodes  géométriques  et  gra- 
phiques. La  résolution  laborieuse  des  exercices  d'Algèbre  fut  de 
plus  en  plus  écourtée,  de  sorte  qu'il  fut  à  craindre  que  les  jeunes 
gens  ne  devinssent  incapables  d'employer  les  expressions  algé- 
briques les  plus  simples. 

Le  balancier  penche  maintenant  dans  la  direction  opposée.  Si 
ses  oscillations  peuvent  être  modérées  à  temps,  on  parviendra  à 
obtenir  un  système  qui  donnera  une  habitude  suffisante  des 
applications  directes  et  en  même  temps  donnera  à  la  partie  gra- 
phique la  place  qu'elle  doit  occuper  dans  l'enseignement  élémen- 
taire. 

27.  — Pour  parler  franchement,  il  n'est  pas  facile  de  déterminer 
le  rôle  exact  de  l'enseignement  de  l'Algèbre  dans  l'éducation 
secondaire.  On  peut  admettre  que  la  conception  de  l'Algèbre 
comme  généralisation  de  l'Arithmétique  est  d'une  grande  valeur 
éducative.  Lorsqu'un  garçon  est  amené  à  voir  qu'une  seule  for- 
mule algébrique  est  une  sorte  de  porte-manteaux  auquel  viennent 
se  rattacher  un  nombre  infini  de  données  arithmétiques,  il  aura  ac- 
quis l'une  des  idées  les  plus  fertiles  que  l'éducation  mathématique 
puisse  lui  donner.  Cela  seul  peut  justifier  l'enseignement  de  l'Al- 
gèbre et  ce  but  peut  être  atteint  sans  donner  beaucoup  de  temps 
à  des  exercices  pratiques. 

Ce  qui  précède  est  un  exemple  de  ce  qu'on  peut  appeler  les 
idées  de  l'Algèbre.  Tout  le  monde  se  trouvera  bien  d'avoir  acquis 
ces  idées.  La  majorité  des  jeunes  gens  des  écoles  publiques  n'au- 
ront pas  l'occasion  plus  tard,  dans  leur  vie,  de  se  servir  des  ma- 
thématiques qu'ils  ont  apprises  à  l'école  :  on  serait  tenté  de  croire 
que  pour  cette  classe  nombreuse  de  jeunes  gens  il  suffirait  des  idées 
jointes  au  minimum  d'exercices  nécessaires  pour  les  rendre  intel- 
ligibles. 

H  en  est  autrement  au  contraire  pour  ceux  qui  doivent  plus  tard 
se  servir  des  mathématiques.  Pour  eux,  l'Algèbre  est  un  instru- 
ment indispensable.  S'ils  n'ont  pas  de  facilité  à  manier  les  expres- 
sions algébriques,  leur  chemin  sera  épineux.  Ils  ne  peuvent  pas 
éviter  le  travail  pénible  de  résolution  des  exercices  ;  et  pour  le 
mathématicien,  comme  pour  le  musicien,  l'habileté  est  la  récom- 
pense d'une  longue  et  patiente  pratique,  pratique  qui  a  peut-être 
peu  de  valeur  par  elle-même,  mais  est  seulement  désirable  pour 
le  but  en  vue. 

La  distinction  ci-dessus  entre  l'amateur  et  l'étudiant  profession- 
nel de  l'Algèbre  est  peut-être  sans  importance  en  Angleterre, 
étant  donné  que  le  but  de  l'éducation  anglaise  est  en  somme  de 
passer  des  examens.  Les  examens  mettent  en  jeu  Fhabileté  ;  mais 
non  les  idées.  Il  s'en  suit  que  tous  les  jeunes  gens  anglais  reçoivent 
l'enseignement  comme  s'ils  étaient  destinés  à  se  servir  plus  tard 
des  mathématiques. 
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V.  —  Trigonométrie. 

28.  —  Trigonométrie  plank.  Ce  sujet  est  actuellement  introduit 
de  borïne  heure  dans  bien  des  écoles,  soit  entre  l.'J  et  15  ans. 

1 1  **sl  convenu  que  tous  les  écoliers  doivent  pouvoir  apprendre  de 
la  TiiiTonométrie  comme  développement  de  la  Géométrie. 

CeUr  introduction  précoce  est  devenue  possible  grâce  à  Thabi- 
\\\i\v  illnsister  sur  la  Trigonométrie  numérique.  Un  cours  d'intro- 
duction de  Trigonométrie  numérique  comprend  :  le  sinus,  le  cosi- 
nus, la  tangente  des  angles  aigus,  la  détermination  graphique  de 
ces  Cuiictions,  Tusage  des  tables,  la  résolution  des  triangles  rec- 
ta ii^^  lis  et  (les  problèmes  pratiques  qui  en  dépendent  ;  ceci  étant 
en  i^lttMte  relation  avec  le  dessin  à  l'échelle  qui  fait  maintenant 
partie'  de  l'enseignement  de  la  Géométrie.  Les  autres  triangles 
stnit  résolus  en  les  décomposant  en  triangles  rectangles. 

TrjÉÎtés  de  cette  façon,  les  commencements  de  la  Trigonométrie 
II»'  présentent  pas  de  difficulté.  La  possibilité  d'exécuter  le  travail 
h  cvWi^  période  semble  dépendre  de  : 

l"  Tiin  progression  très  graduelle  et  l'exposition  des  difficul- 
tés li*s  unes  après  les  autres,  car  l'usage,  par  exemple,  des  sinus 
lof^arirlimiques  à  cette  période  amènerait  de  la  confusion. 

2'  L  ajournement  de  ce  que  l'on  peut  appeler  la  Trigonométrie 
alfiélirifjue,  soit  par  exemple  les  transformations  d'expressions 
çotitfMiant  les  fonctions  trigonométriques. 

La  résolution  des  problèmes  pratiques  est  souvent  basée  sur 
des  olïservations  faites  par  les  élèves  avec  un  théodolite  simplifié. 

Quand  les  éléments  ont  été  complètement  digérés,  on  trouve 
qiK*  li's  progrès  sur  les  sujets  ordinaires  sont  normaux. 

VI.  —  Mécanique. 

2ÏL  —  La  Mécanique  se  borne  à  la  Statique  et  la  Cinématique.  H  n'y 
a  jias  de  règle  uniforme  sur  ce  qui  doit  être  traité  en  premier.  La 
t r-n du nce  graphique  des  dernières  années  tend  cependant  à  placer 
la  Statique  en  premier  lieu. 

La  riieilleure  méthode  pour  l'étude  de  la  Statique  est  basée, 
aujoui  tLhui,  sur  un  cours  expérimental  donné  dans  le  laboratoire 
ou  jiti'Jit'r  mathématique.  Là,  l'élève  établit  le  parallélogramme 
iles  TiH-ees,  les  lois  des  moments,  du  frottement,  etc.;  et  il 
upfHi'tul  à  faire  les  expériences  sur  des  machines  simples  variées. 
Lrisuîle,  ou  en  même  temps,  il  suit  un  cours  de  Statique  gra- 
(>hiqun,  qui  est  graduellement  combinée  avec  le  raisonnement 
suialylîque  pour  lequel  la  Trigonométrie  Ta  préparé.  Tout  ceci 
petit  rtie  fait  à  l'Age  de  15  à  16  ans. 

Si  rt^lte  méthode  est  adoptée,  la  Cinématique  vient  ensuite.  Il 
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n'est  pas  facile  d'organiser  des  travaux  expérimentaux  sur  ce 
sujet,  et  renseignement  est  presque  purement  théorique.  L'élève 
de  force  moyenne  trouve  la  Cinématique  beaucoup  plus  difficile 
que  la  Statique,  et  peut-être  la  Trigonométrie  et  la  Statique  for- 
meront-elles pendant  un  certain  temps  la  limite  des  études  mathé- 
matiques de  la  plupart  des  jeunes  gens  d'une  école  publique. 

VII.  —  Eléments  de  mathématiques  supérieures. 

30. —  Les  jeunes  gens  qui  ont  l'intention  de  continuer  les  études 
mathématiques  a  l'université  doivent  travailler  les  sujets  suivants  : 
Géométrie  moderne,  Géométrie  analytique,  Géométrie  des  sec- 
tions coniques  au  point  de  vue  géométrique  et  analytique,  Algèbre 
supérieure,  Trigonométrie,  Mécanique,  Calcul  dilférentiel  et 
intégral. 

GéoMBTniB  MODERNE,  Comprenant  la  Géométrie  du  triangle,  les 
propriétés  des  pôles  et  polaires,  l'inversion,  les  projections  ortho- 
gonales et  coniques,  etc. 

Les  coniques  sont  un  sujet  auquel  on  a  donné  une  importance 
peut-être  exagérée  dans  les  écoles  anglaises.  C'est  sans  doute  dû 
au  fait  que  Newton  avait  été  forcé  de  mettre  son  principe  sous  une 
forme  géométrique,  ses  contemporains  étant  incapables  d'appré- 
cier la  méthode  des  «  fluxions  »  par  laquelle  il  était  arrivé  à  ses 
résultats. 

Géométkik  analytique,  principalement  de  la  droite,  du  cercle  et 
des  sections  coniques.  Ici  encore  les  sections  coniques  ont  une 
large  part;  elles  sont  étudiées  avec  beaucoup  de  détails,  et  Télève 
atteindra  une  grande  habitude  dans  le  maniement  de  méthodes 
comme  celle  des  coordonnées  trilinéaires  par  exemple.  La  ten- 
dance moderne  cherche  à  réduire  à  sa  vraie  proportion  l'étude 
(analytique  et  géométrique)  des  sections  coniques  et  de  consacrer 
plus  de  temps  aux  méthodes  plus  fructueuses  de  l'Analyse. 

Algèbre  supérieure,  soit  :  un  ensemble  hétéroclite  et  antiscien- 
tifique, comprenant  la  sommation  et  la  convergence  des  séries,  les 
fractions  continues,  la  théorie  des  nombres,  les  inégalités,  les 
probabilités,  la  théorie  des  équations,  etc.  La  nomenclature  des 
sujets  serait  alarmante,  si  on  n'expliquait  pas  qu'il  ne  s'agit  que 
de  l'étude  de  propositions  élémentaires  et  isolées. 

Trigonométrie  supérieure.  Espèce  d'Algèbre  généralement  clas- 
sée par  les  maîtres  d'école  comme  un  sujet  à  part.  Les  nombres 
complexes  y  font  leur  première  apparition.  Les  jeunes  gens  trou- 
vent ce  premier  travail  très  attrayant.  Plus  tard,  l'étude  des  séries 
et  des  produits  infinis  devient  laborieuse  et  bien  des  maîtres 
pensent  que  sous  la  pression  des  examens  on  donne  trop  d'impor- 
tance à  cette  partie. 

Calcul  différentiel  et  inté<;ral.   Il  était  autrefois  considéré 
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comme  le  point  culminant  des  mathématiques  à  Técole.  Mais  il  y 
a  un  fort  courant,  aujourd'hui,  en  faveur  d'un  usage  précoce  de 
ce  calcul.  On  n'a  pas  encore  précisé  à  quel  moment  il  peut  être 
commencé,  mais  il  est  prouvé  qu'une  connaissance  minime  de  dif- 
férentiation  et  d'intégration  simplifie  et  généralise  Fétude  de  la 
Géométrie  analytique  et  de  la  Cinématique,  sujets  auxquels  la  tra- 
dition assigne  un  rang  antérieur. 

C.  GoDFREY  'Osborne  . 


SUR  LES  CONGRUENCES  DU  TROISIEME  DEGRE 


§  1.  —  A  propos  d'un  livre  récent  de  M.  G.  Arnoux', 
M.  D.  MiRiMANOFF*  a  présenté  aux  lecteurs  de  ce  journal 
quelques  observations  sur  les  congruences  du  troisième 
degré  et  les  conditions  de  leur  résolubilité.  On  sait  que  la 
détermination  effective  des  racines  d'une  congruence  binôme 
s'effectue  le  plus  souvent  en  calculant;,  dans  la  série  des 
puissances  de  la  base,  un  terme  dont  le  rang  est  assigné  par 
les  propositions  les  plus  simples  de  la  théorie  des  nombres. 
Comme  on  peut,  par  une  transformation  linéaire,  ramener 
l'équation  du  troisième  degré  à  la  forme  cubique  pure,. on 
doit  présumer  que  cette  même  méthode,  convenablement 
modifiée,  permetlra  non-seulement  de  discerner  les  cas  de 
résolubilité  de  la  congruence  cubique,  mais  encore  d'en 
trouver  les  racines  au  moins  dans  la  majeure  partie  des  cas. 
En  développant  cette  idée,  on  reconnaît  aisément  que  la 
théorie  des  congruences  du  troisième  degré  peut  être  ratta- 
chée à  celle  des  suites  récurrentes  du  second  ordre  à  échelle 
de  relalion  constante;  la  résolution  se  fait  alors  suivant  une 
marche  de  tout  point  comparable  à  celle  donnée  par  Gauss 
pour  les  congruences  du  deuxième  degré. 

Un  ancien  mémoire  de  G.  OLTRAMARE^coiUienl  dans  celle 


»  Arithmétique  graphique.  Introduction  à  l'étude  des  fonctions  arithmétiques.  Paris,  1906. 
«  L'Enseign.  Math.,  1907,  p.  381-384. 
*  Journ.  de  Crelle.  18:)3,  t.  45,  p.  3 US. 
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direction  d'intéressants  essais  et  un  grand  nombre  de  résul- 
tats particuliers.  Mais  cet  auteur  ne  me  semble  pas  avoir  porté 
la  méthode  au  degré  de  précision  et  de  simplicité  qu'elle  doit 
recevoir  pour  devenir  vraiment  applicable,  et  ses  théorèmes 
sont  restés  peu  connus.  On  me  permettra  donc  de  revenir 
sur  cette  question  après  l'article  de  M.  Mirimanoff  auquel 
celui-ci  servira  de  complément.  Les  résultats  précédemment 
énoncés  se  présenteront  d'ailleurs  à  nous  d'une  manière  toute 
naturelle. 

§  2.  —  Commençons  par  rappeler  succinctement  les  prin- 
cipales propriétés  algébriques  et  numériques  des  récurrences 
du  second  ordre. 

Soient  r  et  s  deux  nombres  entiers  premiers  entre  eux,  a 
et  b  les  racines  de  l'équation  w*  —  /ai  —  ^  =  0  donnant 

a  -{-  h  -=.  r  ,       et       ab  z=  —  s  . 

Nous  supposons  a  et  b  inégaux,  ou  le  discriminant 

r*  -f  4«  =  (a  —  /»)»  9^  0  . 

La  récurrence  est  définie  par  les  termes  initiaux  //«,  U\, 
et  par  la  loi  de  formation  des  suivants 

On  sait  que  toutes  les  solutions  de  cette  équation  aux  dliVé- 
rences  sont  linéairement  composées  avec  deux  quelconques 
d'entre  elles;  nous  choisirons  pour  celles-ci  les  suivantes 

fl"  -  b" 


x„  =  a"  -h  //'  .       el 


Xn  = 


a  —  h 


correspondantauxvaleursinitiales.ro  r=  2,  x,  =:  r,  et  ^,,  =  0, 
y,  =  1.  La  seconde  nous  servira  presque  seule;  la  récur- 
rence correspondante  0,  1,  r,  /•*  +  ^,  ...  sera  souvent  repré- 
sentée par  la  notation  [r,s].  La  première  solution  se  ramène 
d'ailleurs  immédiatement  à  la  seconde  à  cause  de  la  rela- 
tion Xn^n  =yin' 

L'identité 

,«'«+«  «  //"+»,  ,^«  ^  //',  _  ah  !«'"  -  //",  «i"-'  -  //'-S  1= 
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donne  la  propriété  fondamentale 

=  .)•/« r«  +  l   -^h'ny,n^x.  i2) 

En  y  faisant  m  =  2,  on  retrouve  la  récurrence  de  défi- 
nilion 

de  même,  si  l'on  pose  m  =  n  ou  m  =  a   +1,  on  aura  les 
formules  de  duplication 

y^n     =.r„(2j,,+t-(«+/^)rJ.  (3) 

r2«+i  -  y\+i  -  «^>n  '  <'*) 

dont  la  première  s'écrit  aussi 

Par  la  même  voie  on  obtiendra  les  formules  de  triplication 
qu'il  convient  de  remarquer  à  cause  de  leur  rapport  avec 
les  congruences  du  troisième  degré;  ce  sont 

>-3,i      =  («'  -f  ah  +  i^)jl  -  3 (a  +  h)y\y^_^.  +  Zy,y\^, .     (5) 

yzn+x  =  yUx  -  3a6r„+, r?.  +  «M^  +  />b« .  (6) 

r3«+i  =  «''^'^il  -  3«'^r«r«+,  +  («  +  ^)rn+i  •  (') 

Observons  enfin  que  l'ensemble  des  quantités  2«  =  Vp^^+q-* 
où  p  et  q  désignent  des  paramètres  fixes,  tandis  que  n  par- 
court toute  la  série  des  valeurs  entières  0,  1,  2,  ...  ,  autre- 
ment, dit  la  suite  des  quantités  y  prises  de  p  en  p  k  partir  de 
j/ç^  forme  une  nouvelle  récurrence  du  second  ordre  dans 
laquelle  les  quantités  a^  et  b'*  jouent  le  rôle  assigné  précé- 
demment k  a  et  b  eux-mêmes.  En  particulier,  la  série 

y» ,  Yp  .  >*2^ ,  . . .  y„p  ,  . . . 

dont  tous  les  termes  sont  divisibles  par  y^,  a  pour  terme  gé- 
néral 

^  a"P  —  h"P  ^  ^r  _  i,P  fi"P  _  //'/»  ^ 
•'"^  ""      a-  h      ~~  T^TT     aP  -  I,^    ^''^^"  ' 
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Cette  suite  Y^,  Y,  ,  ...  avec  les  valeurs  initiales  Y^  =  0, 
Yj  ^=  1,  n'est  autre  que  la  récurrence  [û^  +  é^,  —  af*b'^]. 
Si  D  est  le  discriminant  de  cette  récurrence,  d  celui  de  la 
suite  primitive  [a  +  & ,  —  ab] ,  on  a 

et  par  conséquent 

§  3.  —  Passons  maintenant  aux  propriétés  arithmétiques 
des  quantités  y„,  et  rappelons  que  les  nombres  r  =  a  +  b, 
eis  =z  —  ai,  ont  été  supposés  premiers  entre  eux. 

Dans  celte  hypothèse  tous  les  y«  sont  premiers  avec  ab. 
Car  u?„_i  étant  entier,  on  voit  par  Téquation 

*„_,  =  Tn  "  «^r«-a 
que  tout  facteur  commun  à  y„  et  ab  diviserait  aussi  Xn^t»  Or 

x^_,  =  a"-'  H-  />'*-*  =  (fl  -h  bf-^  —  abE  . 

E  désignant  un  entier.  Le  facteur  commun  supposé  ne 
saurait  donc  être  premier  avec  («-[-&),  ce  qui  implique  con- 
tradiction. 

En  second  lieu,  deux  t/n  consécutifs  tels  que  y»,  yn+i,  sont 
premiers  entre  eux. 

Car,  puisque 

tout  facteur  commun  à  ces  deux  quantités,  étant  premier 
avec  ai,  devrait  diviser  y»—!,  et  ainsi  de  suite  en  rétrogradant 
jusqu'à  y<  =  1. 

Grâce  à  celte  double  propriété  la  détermination  des  divi- 
seurs communs  à  deux  nombres  y,»,  y„  n'offre  aucune  diffi- 
culté ;  nous  allons  voir  que,  B  désignant  le  plus  grand  com- 
mun diviseur  entre  m  et  /î,  y.  sera  celui  de  y  m  et  y«. 

En  effet,  en  vertu  des  égalités 

L'EDueigneinent  mathém.,  10«aDDée;  1908.  33 
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on  voit  que  tout  facteur  commun  à  j/m  6t  y»  divisera  ym-^n  et 
y,„— „,  donc  aussi  j/m^L-nQ ,  a  et  /3  étant  deux  arbitraires.  On  sait 
que  ces  dernières  peuvent  être  choisies  de  manière  que 
ma  —  nl5  =  Q,  En  outre  y^  est  diviseur  de  y^  et  de  y„;  c'est 
donc  bien  le  plus  grand  commun  diviseur  cherché. 

Déterminons,  en  troisième  lieu,  la  forme  des  facteurs  pre- 
miers l  des  t/n-  Observons  que  \/d  =  a  —  b  est,  en  général, 
une  irrationnelle  algébrique  qui  disparait  de  la  formule 


a»-'  +  a"-'  h  +  ...  +  ah'"-^  -f  6*^'  .       (8) 


'  »  """    a  —  b 

Rien  n'empêche  dès  lors,  quand  on  cherche  le  reste  de  y„ 
selon  le  module  l,  de  supprimer  dans  les  expressions  a"  ou 
6"  les  termes,  même  irrationnels,  qui  contiennent  le  module 
en  facteur.  En  d'autres  termes,  si  a  et  a'  sont  deux  entiers  algé- 
briques du  domaine  \/d,  quand  a'  ^  «,  on  a  aussi  a'"  =  «". 

Distinguons  plusieurs  cas  et  remarquons  qu'aucun  des 
facteurs  l  cherchés  ne  peut  diviser  ab,  comme  on  a  vu  plus 
haut;  ainsi  aucun  des  nombres  a  et  &  ne  peut  être  divisible 
par  L 

1°  Si  l  est  diviseur  du  discriminant,  on  a  «  =  i  =  ^  ^  P^** 
suite,  le  second  membre  de  Téquation  (8)  donne 

r/  =  0  .  (inod  /) 

et  de  même,  comme  on  voit  aisément, 

y^y  =  0       et       J>^  =  0.  (moâl^) 

2®  Si  rf  est    résidu   quadratique  de  l,   a   e\   b  sont   réels 
(mod  /),  différents  entre  eux,  et  lous  deux  différents  de  zéro. 
On  a  donc 

a^^  =  h"-'  =  1  , 
par  suite 

r^_i  =  0  .  (mod  /) 

3®  Si  d  est  non-résidu  quadratique,  a  ti  b  sont  des  imagi- 
naires de  Galois  dans  le  domaine  V/N  ,  N  désignant  un  non- 
résidu  quelconque.  Comme  a  et  b  sont  conjugués 
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on  aura 


«'  =  ;„'  +  «'N  ^    [/'^  =  h 


et  de  même  b^  "=  a.  Donc  a*^^  =  6^+'  =  ab^  par  suite 

r/+l  =  0  .  (mod  /) 

De  là  résultent  deux  propriétés  fondamentales. 
Si  M  est  un  module  quelconque,  premier  avec  ai,  et  dé- 
composé en  ses  facteurs  premiers  sous  la  forme 

M  =  h'^'r^' ... . 

il  existera  toujours  des  i/n  admettant  M  comme  diviseur. 
On  aura  par  exemple  y„  =  0  (mod  M),  si  n  =  ^p  (M),  avec 

on  pose  e  =  0,  —  1,  ou  +  1  selon  que  d  est  multiple  de  l, 
résidu    quadratique,    ou    non-résidu    de   /  ;    autrement    dit 


-=(4) 


Le  fait  a  été  déjà  établi  plus  haut  pour  £=0,  puisque  dans  ce 
cas  i|>(M)  est  divisible  par  /  et  y„  aussi.  Si  f  =  hP  1,  on  po- 
sera ^//(M)  =  (/  q=  1)  M',  et  i/n  =  y/^ri  Y»,' .  Or  le  discriminant 
Dde  la  récurrence  Y»,',  étant  égal  à  û^yî^i,  sera  divisible  par  Z, 
puisque  y/:^i  est  divisible  :  donc  Y^^  sera  divisible  par  l^~\ 
comme  on  vient  de  le  voir,  et  i/n  'e  sera  par  l^.  On  prouve- 
rait de  même  la  divisibilité  par  /'^',  /"^'... 

Si  on  nomme,  en  second  lieu,  diviseurs  propres  de  ?/„  ceux 
qui  n'appartiennent  à  aucun  nombre  yn»  d'indice  inférieur  à  /?, 
il  est  facile  de  constater  que  tous  les  facteurs  premiers  pro- 
pres de  i/n  sont  contenus  dans  la  formule 

1  =  np±i  ,  (9) 

le  signe  étant  +  ou  —  selon  que  d  est  ou   n'est  pas  résidu 
quadratique  de  L 

En  effet  on  a,  par  supposition,  y„  =  0  (mod  /),  mais  aussi 
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yi^z\  =  0,  et  si  l  T-  ^  n'était  pas  divisible  par  /i,  on  aurait 
y^  =  0,  pour  un  nombre  e  <  n,  à  savoir  le  plus  grand 
commun  diviseur  de  /î  et  /  =F  1.  La  démonstration  n'est  évi- 
demment pas  valable  pour  les  facteurs  premiers  diviseurs 
du  discriminant  ;  un  tel  nombre  l  est  diviseur  propre  de  y/. 
J'ajoute  qu'on  pourra,  dans  la  recherche  des  facteurs 
premiers,  limiter  souvent  les  essais  exigés  par  la  formule 
(9).  Si,  par  exemple,  Tindice  n  est  impair,  la  formule  de 
duplication 

montre  que  les  facteurs  cherchés  admettent  ab  comme  résidu 
quadratique;  on  exclura  tous  ceux  qui  ne  vérifieraient  pas 
cette  condition  supplémentaire. 

Observons  enfin  que  si  on  a  y,,  =  0  (mod  /),  on  aura  à  cause 

de  (2) 

*'pn-\-q  ~~~  Jtt-^l  Jq  • 

et  par  conséquent 

ïpn^q  '  Tpn^q'  =  Tq  '  V   '  ^™^^  ')' 

§  4. —  Après  ces  préliminaires,  qui  ne  sont  pas  indispen- 
sables mais  jettent  une  vive  clarté  sur  ce  qui  suit,  venons  à 
la  congruence  du  troisième  degré 

x^  +  px  -{-  q  =  0  .  (mod  /  >  3). 

Nous  adopterons,  pour  la  résoudre,  une  marche  analogue 
à  celle  qui  donne  en  Algèbre  la  racine  de  Téquation  cubique 
et  ccfnduit  à  la  formule  de  Cardan.  Parmi  les  différentes 
manières  d'obtenir  cette  dernière,  prenons  la  suivante. 

J'écris  la  proposée  sous  la  forme 

ï»  —  Sabx  ^  ab(a  +  h)=0  ,  (mod  /)     (10) 

en  déterminant  a  et  b  par  la  résolvante 

5»  -f  ^  z  -  £  =  0  ,  (mod  /)     (11) 

P  *^ 

dont  il  est  aisé  de  trouver  la  relation  avec  les  fonctions 
cycliques.  Si  ûTo,  j:, ,  jr^  représentent  trois  racines  hypothé- 


Digitized  by 


Google 


CONGRUENCES    DU    TROISIÈME    DEGRÉ  %U 

tiques  de  (10),  et  «  une  racine  de  a*  +  «  +  1  =  0  (moil  /),  oti 
trouve  en  effet  facilement 

.  =  '"'  +  ';;^  "'"•'' .  (w. 

Les  relations  entre  les  racines  et  les  coefHcientâ  de  (llj 
donnent  encore 

o  p  6^r 

Nous  exclurons  le  cas  où  la  proposée  serait  binôme,  uu 
p  divisible  par  L  Si  4/>'  +  21  q*  =^  A  était  divisible  par  L  on 
voit  que  a  et  i   seraient  congrus   entre  eux,  chacun  d*eux 

valant  —  ^  (mod  /).  Mais  alors  la  congruence  proposée  ad- 
mettrait cette  même  racine,  car  on  a, 

a*  -\-  pa  +  q=  a}  —  3a'h  +  ab(a  -f  ^)  =  a{a  —  />)"  —  0  , 
b*  -\-  pb  -^  q  =  b*  —  Wa  +  ab{a  +  b)  =  b(a  —  t)»  =  0  . 

La  dite  racine  fonctionne,  en  outre,  comme  racine  double, 
et  ce  cas  est  le  seul  où  la  congruence  puisse  posséder  une 
racine  multiple,  ainsi  qu'on  le  démontre  immédiatement. 

Nous  le  laisserons  encore  de  côté;  il  ne  reste  dè^  lors  plus 
que  deux  éventualités.  Si  3A  est  résidu  quadratique?  de  /,  a 
et  b  sont  réels  et  distincts  ;  si  3A  est  non-résidu,  ce  sonl  des 
imaginaires  congruentielles  dans  le  domaine  \/l^\  liaiis  ce 
dernier  cas  nous  élargissons  le  problème  en  essayai^t  de  ré- 
soudre la  congruence  dans  le  même  domaine  de  rationaiitt^. 
Remarquons  que,  quelle  que  soit  la   nature  de  a  et  b^  les 

quantités  «  +  ^  ou ?,  ai  ou  —  ^,  peuvent  toujours  être 

supposées  entières  et  sans  facteurs  communs,  puisque,  r  et  s 
étant  deux  de  leurs  valeurs  (mod  /),  la  suite  linéaire  /■  +  m/, 
qui  est  l'expression  générale  de  la  première  d'entre  elles, 
contient  une  infinité  de  nombres  premiers.  Nous  arhnetlrons 
donc  constamment  que  r  el^  sont  premiers  entre  eux. 

Cela  posé,  et  x  désignant  toujours  une  racine  de  iHï),  qui 
ne  saurait  être  ni  a  ni  b,  posons 

X  —  a  a  —  by 

y  = T  ,        ou       X  = ^  , 

•^        X  —  b  1  —  y 
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substitution  qui  transforme  la  proposée  en 

avec  les  valeurs  suivantes  des  coefficients 

a  =  —  (/>•-}-  /?A  -h  7)  =  —  b{a  —  A)»  . 

(T  =        a*  -|-  pa  -h  ^   =3       a  (a  —  6)'  , 

y  =  —   3a«6  +  3fl6(6  +  2a)  —  3tf6(fl  -h  6)  =  0  , 

P  =        Zab^  —  3a6(fl  +  26)  +  ^ab(a  -f  6)  =  0  . 


La  transformée  est  donc  simplement 


f^T. 


et  sa  résolution  formelle  donne  pourxla  valeur 


(mod  /) 


(mod  /) 


dans  laquelle  on  reconnaît  la  formule  de  Cardan.  Il  est,  du 

reste,  préférable  de  prendre  pour  la  solution  l'ensemble  des 

formules 

a 


a  —  6r 

X  = ^ 


et 


^•  =  î 


Nous  poserons,  pour  abréger,  A  =  t  ,  et  nous  distingue- 
rons maintenant  quatre  cas. 

Premier  cas.  —  Le  module  /  est  de  la  forme  3w  —  1,  3A  en 
est  résidu  quadratique,  A  est  réel.  Alors,  de  la  condition 
y3/fi-î  =  1  et  de  la  congruence  y^  =  r,  on  tire 

fb  \m-i 
puis,  pour  la  seule  racine  de  la  proposée, 


X  = 


-6" 


,m—\ 


Lm—i 


:   In. 


La  suite  auxiliaire  y^*  I/i^  •••  ^^t  formée  avec  Téchelle  de 
relation  [a  +  b,  —  ab]  ;  on  le  voit,  pour  résoudre  (10),  il  sera 
inutile  de  calculer  a  et  b.  La  formule  de  triplication  (6)  per- 
met d'ailleurs  de  vérifier  immédiatement  le  résultat  qu'on 
vient  d'obtenir. 
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Soit,  comme  exemple,  à  résoudre  la  congruence 

x»  —  3x  -f-  3  =  0  .  (mod  521) 

On  a  ici  [a  —  6)*  =:  5  et  \^/)  ~  1  ;  ainsi  la  congruence  n'a 
qu'une  racine,  qui  vaut  j;  =  •*—,  la   récurrence  ayant  comme 


.^"t 


_-r«« 


échelle  de    relation  [3,  —  1].  On  peut  écrire  aussi  x  = 

les  y  étant  calculés  maintenant  suivant  la  récurrence  de 
Fibonacci  [1,  1].  Dans  celte  dernière  supposition,  on  a, 
comme  on  voit  aisément,  y,g  =  0  (mod  521),  et  en  employant 
la  réduction  mentionnée  à  la  fin  du  §  3,  on  obtient 

Jwe        J8         21 

Comme  second  exemple,  considérons  la  congruence 

x«  +  3x  —  />  =  0  ;  (mod  /  =  3/fi  —  1) 

on  suppose  toujours  (^-y—j=  l,  et  on  a 

ab  =  ^\  a  +  ù  =p  (a  —  6)«  =  p'  +  4  , 

d'où  l'on  conclut,  m  étant  pair  et  m  —  1  impair, 

^3m-3  _  ^^3m-3  ^  ^^m-t  _  ^m-ljS  _  3(«m-l  _  ^m-lj 


OU 

a2^.3 


Tarn -3  =  (û  -  ^)V^-t  -  3j;„-l  • 

Mais,  par  suite  des  propriétés  de  divisibilité,  t/zm—z  =  1» 

yzm-2  =  0,  ysm-i  =  1,  J/zm  =  p  et  enfin  .r  =  —-  .  On  obtient 

ainsi  le  théorème  que  voici. 

Si  p  est  un  entier  tel  que  /?*  +  4  soit  résidu  d'un  nombre 
premier  l  =  3m  —  1,  chacune  des  congruences 

T*  -\-  dx  —  p  =  0  , 

(/?»  +  %»  +  3r-p  =  0, 
(pi  ^  4)z«  — 35  —1=0, 
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admet  une  seuleracine(mod/),etron  a  entre  ces  trois  racines 
la  relation  y  ^  xz.  On  prouvera,  au  reste,  lacilement  que  ces 
trois  congruences  se  transforment  Tune  dans  l'autre  par  sub- 
stitution linéaire. 

Deuxième  cas.  —  Le  module  l  est  de  la  forme  3m  -f-  li  et  3A 

en  est  résidu  quadratique,  ^yj  =  1  ;  «  et  6  sont  de  nouveau 

réels  ainsi  que  leur  quotient  A.  Ce  dernier  devant  être  résidu 
cubique,  la  congruence  ne  sera  résoluble  que  si  A"*  =  1,  au- 
trement dit  si  le  nombre  ym  de  la  récurrence  auxiliaire 
[«4-^7  —  ^^]  est=  0.  Quand  cette  condition  est  satisfaite,  y 
a  trois  valeurs  qui  se  suivent  cycliquement,  et  la  proposée 
aura  trois  racines. 

Supposons  que  m  ne  soit  pas  divisible  par  3,  ou  plus  géné- 
ralement, que  rindice  n  auquel  appartient  A  (mod  I)  soit  de 
Tune  des  deux  formes  /i  =  3|ui  =F  1,  Tidentité 

A^^  =  A         ou         a"''*  =  A 
montre  qu'une  des  valeurs  de  y  sera,  selon  le  cas, 

Quant  à  j?,  une  des  trois  valeurs  qu'il  peut  prendre,  sera 
en  conséquence 

/i  =1  3|*  —  1  X  =.  ab  -î- —  =  - — i—  , 

n  =z  3a  +  1  x=  -f^  . 

Les  deux  autres  racines  ne  s'expriment  pas  par  la  suite  y„. 
Soit,  par  exemple,  la  congruence 

x«  —  3j:  -h  3  =  0  (mod  3001). 

L'échelle  de  relation  de  la  suite  auxiliaire  est  [3,  —  1],  et 
la  condition  de  possibilité  est  y^^^^^  =  0  (mod  3001).  Si  on 
substitue  à  [3,  —  1],  la  récurrence  [1,  1],  la  condition  devient 
y^^QQ  =  0,  et  elle  est  satisfaite,  car  on  trouve  déjà  y^^  =  0. 
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L'une  des  racines  cherchées  se  présente  ensuite  sous  la  forme 

Si  n  était  de  la  forme  3^(3/[ji  ±  1).  et,  par  suite,  l  de  la  forme 
3  "•"'/«  +  !•  les  racines  de  la  proposée  ne  pourraient  plus  s'ex- 
primer en  fonction  de  la  récurrence  auxiliaire:  mais  on  pour- 
rait encore  tirer  avantage  delà  réduction  à  la  forme  monôme. 
En  effet  les  racines  3^"*"^  '*■"•"  de  Tunité  existent  ici,  et  en  dé- 
signant par  a  Tune  d'entre  elles,  différente  de  l'unité,  on 
conclut  de  A"  =  1  l'identité  A^**^*  =  «"  et,  par  conséquent, 
pour  une  des  valeurs  de  y 


J  =  «\  ou  J  =  a      A 


selon  le  cas. 


Troisième  cas.  —  Le  module  /  est  de  la  forme  3/w  +  l,  3A 

en  est  non-résidu  quadratique,  et(jj  =  —  1;  a  et  b  sont 

des  imaginaires  de  Galois  de  la  forme  r  ±  s  \/N  ;  A  est  une 
imaginaire  de  la  même  forme.  Nous  avons  démontré  que 
dans  la  récurrence  auxiliaire  [a  -f  6,  —  ab]^  le  terme  y^^,^ 
est  divisible  par  l\  ainsi  on  a 


^3m+3  ^  ^ 


/a\3m+3__   a 

[bj     -  b 


Une  valeur  de  y  est  donc  y  =  (  ^  j       ;  elle  donne  pour  x 
la  solution  réelle 


X  =  ab  

■^/n+l        -^im  +  l 

qu'on  vérifiera  facilement  sur  les  formules  de  triplication  (6) 
et  (7). 

Quant  aux  autres  racines,  elles  sont  nécessairement  ima- 
ginaires. En  effet  dans  le  cas  présent  les  racines  cubiques 
de  l'unité  sont  réelles;  si  donc  Xq,  ^i,  ^j  relaient,  la  résol- 
vante aurait  deux  solutions  réelles  a  et  6,  ainsi  que  le  dé- 
montre l'égalité  (12). 
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Prenons,  eoitime  exemple,  la  congruence 

a»  -|_  3j;  __  1  =  0  (mod  67). 

La  condition  |y  j  =  —  l  est  satisfaite;  la  récurrence  auxi- 
liaire est  [1.  1].  On  a  donc,  pour  unique  racine 

x=  — ^-  =  40  (mod  67). 

Quatrième  cas.  --  Le  module  l  est  de  la  forme  3///  —  1,  3A 

t*î^t  nun-résidu  quadratique,  ou  (-  j  =:^  —  1  ;  a  et  A  sont  ici 

eïH^ore  des  imaginaires  congruentielles.  Comme  les  racines 
rulnques  dt*  Tunité  font  partie  du  domaine  \/lM,  il  est  clair 
que  y^  et  pî^r  suite  x,  a  dans  ce  domaine  trois  racines  ou 

nUCUÎHJ. 

Si  .r  adinel  trois  valeurs,  une  est  réelle,  puisque  Texis- 
kmrfi  d'une  racine  imaginaire  entraîne  celle  de  sa  conju- 
guée; je  di^  que  les  deux  autres  racines  seront  aussi  réelles. 
Car  Ri.r^j  dt^si^ne  la  racine  réelle  et  j;,,  r,  deux  racines  conju- 
guées*, et  que  a  et  a}  soient  de  même  les  racines  conjuguées 
de  a*  =  I,  les  quantités 

rternient  réelles,  ainsi  que  a  et  6,  en  vertu  de  (12),  ce  qui 

eont redit  IMivpothèse  l-jA  =  —  1. 

La  condition  nécessaire  et  suflisante  pour  l'existence  de 
tîes  racines  est  donc  que  A  soit   résidu  cubique  (mod  t)  ou 

que  A  ~  L.  Cette  condition  s'écrit  encore  A  *"  ~  '"  =  1  ou 
A"*  =  A"  "' ^ '"-  Mais  la  récurrence  auxiliaire  donne  yg^^ 
=  0,  ou  A  "*  =  1  ;  donc  enfin  la  condition  de  possibilité 
[M  end  h\  fnrïue  simple  A'"  =  1,  soit  y,„  =  0  (mod  /). 

Vnv  ibis  reconnue  la  possibilité  de  la  solution,  on  procé- 
df-ra  pour  trouver  les  racines  comme  il  a  été  expliqué  à  Toc- 
cjiHinii  du  ilt*uxième  cas.  Ainsi,  si  le  nombre  m,  ou  plus  gé- 
nérHltnrioul,    si    l'indice    auquel    appartient    A   (mod    /)    est 
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de  la  forme  2^  ±  1.  on  aura,  pour  Tune  des  valeurs  de  x 

X  =    _L_-L_    ^  OU  X  :=z  ao   -^ z=  -; — =—    . 

Toutes  ces  propriétés  peuvent  être  facilement  contrôlées 
au  moyen  des  formules  de  triplication  (6)  et  (7)  el  des  théo- 
rèmes de  divisibilité  énoncés  §§  3. 

Soit,  comme  exemple,  à  résoudre  la  congruence 

X»  -f  3x  —  1  —  0  .  (mod  47) 

La  récurrence  auxiliaire  est  toujours  [1,  1],  et  son  discri- 
minant 5  est  non-résidu  de  47.  De  plus  y^^  =  987  ==n  21  X  47. 
La  congruence  proposée  a  donc  trois  racines  ;  Tune  d'elles 
sera 

y,      5 

les  autres  sont  41  et  42. 

C.  Cailler  (Genève). 


SUR  LE  5-«  LIVRE  DE  GEOMETRIE 


Première  partie. 

1.  —  L'article  intitulé  «  Parallélisme  et  translation  recti- 
ligne  »,  publié  dans  le  numéro  du  15  septembre  1907  de  la 
Revue  L'Enseignement  mathématique  (pp.  367-381),  impose 
de  nouvelles  définitions  pour  le  parallélisme  de  droites  et  de 
plans  et  par  suite  un  nouveau  procédé  de  démonstration  des 
propriétés  qui  les  concernent.  Nous  nous  bornerons  à  énon- 
cer simplement  les  propositions  dont  la  démonstration  est 
devenue  classique  et  surtout  celles  qui  sont  relatives  à  la 
perpendicularité  d'une  droite  et  d'un  plan. 

On  est  convenu  d'appeler  surface  plane  ou  plan  une  sur- 
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face  telle  que  si  on  y  marque  deux  points  à  volonté,  la  droite 
qui  les  joint  est  toute  entière  sur  la  surface. 

On  démontre  qu'un  plan  est  <léterniiné  de  position  : 

1"  par  deux  droites  qui  se  coupent; 

2®  par  trois  points  qui  ne  sont  pas  en  ligne  droite; 

3**  par  une  droite  et  un  point  extérieur  à  cette  droite; 

4®  par  deux  droites  parallèles. 

Nous  rappelons  également  les  deiix  propositions  suivantes  : 

1®  L'intersection  de  deux  plans  qui.se  coupent  est  une  ligne 
droite  ; 

2^  Par  un  point  pris  hors  d'une  droite  on  peut  lui  mener 
une  parallèle  et  une  seule. 

Ces  préliminaires  posés  nous  continuerons  comme  il  suit. 

I.  Droites  parallèles.  Angle  de  deux  droites. 

2.  —  Théorème  I.  Si  par  deux  droites  parallèles  AX  et  BY 
on  fait  passer  deux  plans  P  et  Q  se  coupant  suivant  une  droite 
CZ,  cette  droite  est  parallèle  à  chacune  des  deux  autres. 

Démonstration.  Désignons  par  R  (fig.  1)  le  plan  des  deux 
parallèles  AX  et  BY  :  il  forme  avec  les  deux  autres  une  flgure 

'invariable.  Concevons  qu'on  lui  fasse 
subir  une  translation  rectiligne  de 
directrice  AX  ;  si  on  assujettit  le  plan 
R  à  glisser  sur  lui-même,  chacun  des 
plans  P  et  Q  glissera  également  sur 
lui-même.  Quand  le  point  A  de  AX 
aura  décrit  sur  cette  droite  un  seg- 
ment AA'  =  l,  le  point  B  de  BY,  parallèle  à  AX,  aura 
décrit  sur  cette  droite  un  segment  BB' =  AA'  =  /.  Le 
point  C  de  CZ  aura  décrit  dans  le  plan  P  un  segment  de 
droite  égal  et  parallèle  à  AA'  et  dans  le  plan  Q  un  segment 
de  droite  égal  et  parallèle  à  BB';  or  le  point  C  a  effectué  un 
trajet  unique  qui  appartient  à  chacun  des  pliins  P  et  Q;  il  a 
donc  décrit  sur  leur  intersection  CZ  un  segment  CC  =  / 
parallèle  à  la  fois  à  AX  et  à  BY.  Donc  l'intersection  CZ  des 
deux  plans  P  et  Q  est  parallèle  à  chacune  de  ces  droites. 

C.  Q.  F.  D. 
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Corollaire,  Si,  dans  l'espace,  deux  droites  BY  et  CZ  sont 
respecîtivement  parallèles  à  une  3*  droite  AX,  ces  droites 
sont  parallèles  entre  elles. 

Démonstration.  Un  point  C  de  la  droite  CZ  (fig.  1)  déter- 
mine avec  AX  un  plan  P  et  avec  B  Y  un  plan  Q  lesquels  se 
coupent  suivant  une  droite  A  passant  par  le  point  C;  or  cette 
droite  est  parallèle  à  AX  et  à  BY  ;  mais  par  le  point  C  on  ne 
peut  mener  qu'une  seule  parallèle  à  AX;  donc  la  droite  A 
se  confond  avec  CZ  et  par  conséquent  les  droites  BY  et  CZ 
sont  parallèles.  C.Q.  F.  D. 

Remarque.  Ce  théorème  fournit  la  démonstration  classique 
bien  connue  du  théorème  suivant: 

Théorème  ii.  Si  deux  angles  ont  leurs  côtés  parallèles  2  à  2 
et  de  même  sens,  ces  angles  sont  égaux. 

Supposons  que  les  deux  angles  ACB,  A'C'B'  (fig.  1)  ré- 
pondent à  la  question,  on  peut  aussi  démontrer  le  théorème 
comme  il  suit  : 

Les  deux  côtés  parallèles  C  A  et  C'A'  déterminent  un  plan 
P;  de  même  les  côlés  parallèles  CB  et  C'B'  déterminent  un 
plan  Q,  ces  deux  plans  se  coupent  suivant  une  droite  CC 
Gela  posé,  concevons  que  l'on  fasse  subir  à  l'angle  ACB  une 
translation  rectiligne  égale  et  parallèle  à  CC  ;  si  on  assujettit 
le  plan  P  à  glisser  sur  lui-même,  le  plan  Q  glissera  également 
sur  lui-même  et  les  droites  CA  et  CB  viendront  simultané- 
ment coïncider  avec  leurs  parallèles  respectives  C'A'  et 
C'B';  dès  lors  l'angle  ACB  coïncidera  avec  l'angle  A'C'B', 
donc  ces  angles  sont  égaux.  C.Q.F.D. 

Angle  de  deux  droites  non  situées  dans  le  même  plan. 

3.  —  DÉFINITION.  Si  deux  droites  orientées  D  et  D'  ne  sont 
pas  dans  le  même  plan,  on  appelle  angle  de 
ces  droites  l'angle  plan  que  l'on  obtient  en 
menant  par  un  point  O  de  l'espace  deux  demi- 
droites  Di  et  D'i  (fig.  2)  respectivement  paral- 
lèles aux  deux  premières  et  de  même  sens.  Si 
on  recommence  la  même  construction  pour 
un  autre  point  O'  les  nouvelles  demi-droites, 
respectivement  parallèles  à  D  et  à   D'  le  seront   également 


Fig.  2 


Digitized  by 


Google 


490  V.    HIOUX 

à  Di  et  à  D'i.  On  aura  donc  deux  angles  plans  ayant  leurs 
côtés  parallèles  2  à  2  et  de  même  sens  et  par  conséquent 
ces  angles  seront  égaux.  Le  point  O  peut  donc  être  choisi  ar- 
bitrairement et  au  besoin  sur  Tune  des  droites  données.  La 
définition  qui  précède  est  donc  ainsi  complètement  justifiée. 

Si  Tangle  plan  ainsi  formé  est  droit,  on  dit  que  les  deux 
droites  D  et  D'  sont  perpendiculaires  ou  bien  orthogonales. 

Il  ;est  bon  d'observer  que  si  une  droite  D  est  orthogonale 
à  une  droite  D',  elle  Test  également  à  toute  parallèle  A  à  la 
droite  D',  car  la  parallèle  à  A  par  le  point  0  est  parallèle  à  D' 
et  se  confond  par  conséquent  avec  D'i. 

II.  Perpendicularité  d'une  droite  et  d'un  plan. 

4.  —  Les  propositions  qui  font  l'objet  de  ce  paragraphe, 
le  plus  important  du  5"*®  livre,  sont  établies  d'une  façon  très 
simple  et  en  même  temps  très  générale  grâce  à  l'emploi  de 
l'angle  de  deux  droites,  dans  les  Eléments  de  Géométrie  de 
H.  BosetA.  Rebière,  publiés  en  1881  par  la  Librairie  Hachette 
et  CJ\ 

Nous  utiliserons  dans  ce  qui  va  suivre  les  propositions 
suivantes: 

1**  Si  une  droite  D  est  perpendiculaire  à  un  plan  P,  toute 
parallèle  D'  à  D  est  aussi  perpendiculaire  au  même  plan. 

En  effet  puis<|ue  la  droite  D  est  orthogonale  à  une  droite 
quelconque  du  plan  P,  il  en  est  de  même  de  sa  parallèle  D', 
donc  la  droite  D'  est  perpendiculaire  au  plan  P. 

2**  Si  deux  droites  D  et  D'  sont  parallèles,  tout  plan  P  per- 
pendiculaire à  l'une  est  aussi  perpendiculaire  à  l'autre.  Cette 
proposition  est  une  conséquence  de  la  précédente. 

3®  Réciproquement:  Si  deux  droites  D  et  D'  sont  perpen- 
diculaires à  un  même  plan  P,  ces  droites  sont  parallèles. 

Si  par  un  point  M  de  D'  on  mène  la  parallèle  à  D,  elle 
sera  perpendiculaire  au  plan  P;  donc  elle  se  confondra 
avec  D'  et  par  conséquent  D'  est  parallèle  à  D.  — C.  Q.  F,  D. 

4**  Enfin  nous  utiliserons  également  le  théorème  d^s  3 per- 
pendiculaires. 
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Deuxième  partie. 


III.  Parallélisme  d'une  droite  et  d'un  plan. 


Fig.  3 


5.  —  DÉFINITION.  On  dit  c|iriine  droite  et  un  plan  sont  paral- 
lèles lorsque  la  droite  a  tous  ses  points  à  la  même  distance 
du  plan. 

Théorème  I.  Si  une  droite  AB  a  deux  points  A  et  B  à  la 
même  distance  l  d'un  plan  P,  elle  est  parallèle  au  plan. 

Démonstration.  Des  points  A  et  B  (fîg.  3}  menons  les  per- 
pendiculaires AA'  et  BB'  sur  le  plan  P.  Ces  droites  sont 
parallèles  et  déterminent  un  plan  R  qui 
coupe  le  plan  P  suivant  la  droite  A'B'  ; 
d'ailleurs,  par  hypothèse,  AA'  =^  BB', 
donc,  puisque  ces  droites  sont  en  outre 
Tune  et  Tautre  perpendiculaires  sur 
A'B' le  quadrilatère  AA'B'B  est  un  rec- 
tangle. D'un  point  M  quelconque  de 
AB  menons  dans  le  pldn  R  la  parallèle 
MM'  à  BB'  par  exemple.  Cette  droite  est 
perpendiculaire  au  plan  P  et  par  suite  perpendiculaire  sur 
A'B';  le  quadrilatère  BB'M'M  a  ses  côtés  parallèles  2  à  2, 
c'est  donc  un  parallélogramme  et,  de  plus,  c'est  un  rectangle 
dans  lequel  on  a  MM'  =  BB'.  Donc  la  distance  au  plan  P  des 
divers  points  de  AB  est  partout  la  même  ;  cette  droite  est 
dont  parallèle  au  plan  P.  C.  Q.  F.  D. 

6.  —  Théorème  II.  Si  une  droite  AB  est  parallèle  à  une 
<lroite  CD  du  plan  P,  elle  est  parallèle  à  ce  plan. 

Démonstration,  De  deux  points  A  et  B  de  la  droite  AB 
ilig.  3)  menons  les  perpendiculaires  AA'  et  BB'  sur  le  plan  P. 
Menons  ensuite  dans  le  plan  P  les  perpeiidi<'ulaires  A'C  et 
B'D  sur  la  droite  CD  et  traçons  enfin  les  droites  AG  et  BD. 

D'après  le  théorème  des  3  perpendiculaires  ces  droites 
sont  l'une  et  l'autre  perpendiculaires  sur  CD;  elles  sont  par 
conséquent  parallèles  et  en  outre  égales  puisque  les  droites 
AB  et  CD  sont  parallèles  par  hypothèse.  Dès  lors  les  deux 
triangles   rectangles  AA'C  et  BB'D   ont  leurs   hypoténuses 
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égales;  en  outre  leurs  angles  aigus  en  A  et  en  B  sont  égaux 
parce  qu'ils  ont  leurs  côtés  parallèles  2  à  2  et  de  même  sens. 
Donc  les  deux  triangles  sont  égaux  et  Ton  a  A  A'  =  BB'.  La 
droite  AB  a  donc  deux  points  à  la  même  distance  du  plan  P  : 
elle  est  par  conséquent  parallèle  au  plan.  G.  Q.  F.  D. 

7.  — Théorème  III.  Si  par  une  droite  AB  parallèle  à  un 
plan  P,  on  fait  passer  un  plan  Q  qui  le  coupe  suivant  une 
droite  CD,  cette  droite  est  parallèle  à  la  droite  AB. 

Démonstration.  De  deux  points  A  et  B  de  la  droite  AB 
(fig.  3)  menons  d'abord  les  perpendiculaires  AA'  et  BB'  sur 
le  plan  P  ;  menons  ensuite  dans  le  plan  Q  les  perpendicu- 
laires AC  et  BD  à  la  droite  CD.  Ces  deux  couples  de  droites 
sont  parallèles  2  à  2  et  de  même  sens  et  par  conséquent  les 
angles  aigus  A'AC  et  B'BD  sont  égaux;  dès  lors  si  on  trace 
les  droites  A'C  et  B'D  on  forme  deux  triangles  rectangles, 
AA'G  et  BB'D  qui  ont  un  côté  égal  AA'  =  BB'  adjacent  à 
deux  angles  égaux  chacun  à  chacun  ;  donc  ces  triangles  sont 
égaux  ;  il  en  résulte  AC  =  BD;  mais  ces  droites  sont  paral- 
lèles, et  par  conséquent  le  quadrilatère  ACDB  est  un  paral- 
lélogramme dans  lequel  CD  est  parallèle  à  AB.     C.  Q.  F.  D. 

8.  —  Théorème  IV.  Si  une  droite  AB  est  parallèle  à  un 
plan  P  et  que  par  un  point  C  du  plan  on  lui  mène  une  paral- 
lèle, cette  droite  est  contenue  toute  entière  dans  le  plan  P. 

Démonstration.  En  effet  (fig.  3)  le  point  C  et  la  droite  AB 
déterminent  un  plan  Q  qui  coupe  le  plan  P  suivant  une  droite 
CD  parallèle  à  la  droite  AB;  mais  par  le  point  C  on  ne  peut 
mener  qu'une  parallèle  à  la  droite  AB;  donc  la  parallèle 
en  question  est  la  droite  CD  située  toute  entière  dans  le 
plan  P. 

Remarque  particulière.  Si  par  deux  droites  parallèles  AX 
et  BY  d'un  plan  R  (fig.  1)  on  fait  passer  deux  plans  Pet  Q  qui 
se  coupent  suivant  une  droite  CZ,  celte  droite  est  parallèle 
au  plan  R. 

En  effet,  la  droite  CZ  est  parallèle  à  une  droite  AX  du 
plan  R,  donc  elle  est  parallèle  à  ce  plan. 

9.  Pour  terminer  ce 'paragraphe  nous  nous  bornerons  à 
énoncer  les  propositions  suivantes  : 

1**  Si  une  droite  AB  est  parallèle  à  un  plan  P  toute  per- 
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pendiculaire  au  plan  P  est  perpendiculaire  ou  orthogonale  à 
la  droite  AB. 

Corollaire,  —  Une  droite  et  un  plan  parallèles  sont  partout 
également  distants:  de  sorte  que  si  la  droite  a  un  de  ses 
points  dans  le  plan,  elle  y  est  contenue  toute  entière. 

2"  Les  portions  de  deux  droites  parallèles  comprises 
entre  une  droite  AB  et  un  plan  P  qui  lui  est  parallèle  soqt 
égales. 

3*  Si  une  droite  AB  est  parallèle  à  un  plan  P  on  peut,  par 
une  translation  rectiligne,  placer  cette  droite  dans  le  plan. 

Démonstration.  —  En  effet,  par  la  droite  AB  (fig.  3)  me- 
nons un  plan  Q  qui  coupe  le  plan  P  suivant  une  droite  CD  . 
Puisque  ces  deux  droites  sont  parallèles  on  sait  que  par 
une  translation  rectiligne  en  peut  amener  AB  à  coïncider 
avec  CD  .  La  droite  AB  sera  ainsi  placée  dans  le  plan  P. 

C.  Q.  F.  D. 

IV.  —  Parallélisme  de  deux  plans. 

10.  —  DÉFINITION.  On  dit  que  deux  plans  P  et  Q  ^oni  paral- 
lèles lorsque  l'un  des  deux  a  tous  ses  points  à  la  même  dis- 
tance de  l'autre. 

Théorème  I.  —  Si  deux  plans  P  et  Q  sont  perpendiculaires 
à  une  même  droite  LL',  en  deux  points  différents  A  et  B, 
ces  plans  sont  parallèles. 

Démonstration,  —  Nous  allons  prouver  que  le  plan  P  a 
tous  ses  points  à  la  même  distance  AB  du 
plan  Q  (fig.  4). 


Dans  le  plan  P  prenons  arbitrairement     /     /| 


> 


> 


un  point  C  et  de  ce  point  menons  la  droite 
CD  perpendiculaire  sur  le  plan  Q.  Les 
droites  AB  et  CD  perpendiculaires  au  plan 

Q  sont  parallèles  ;  mais  la  droite  B  A  est    / 

aussi  perpendiculaire  au   plan  P,  donc  il   /      B 
en  est  de  même  de  sa  parallèle  DC.  Le 
quadrilatère  ABCD  a  donc  ses  quatre  an- 
gles droits;  c'est  un  rectangle  dans  lequel  ^8* 
les  côtés  opposés  AB  et  CD  sont  égaux.   Le  plan  P  a  donc 

L'BnMigneonent  mathém.,  10*  année  ;  1908.  33 
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tous  ses  points  à  la  même  distance  AB  =  l  du  plan  P;  donc 
ces  deux  plans  sont  parallèles.  C.  Q.  F.  D. 

Remarque,  —  Puisque  DC  =  BA  =  /  et  que  DC  est  per- 
pendiculaire au  plan  P  on  constate  que  le  plan  Q  a  tous  ses 
points  à  la  même  distance  /  du  plan  P  .  Si  donc  on  envisage 
les  deux  plans  P  et  Q  au  point  de  vue  de  la  distance  à  Pun 
d'eux  de  tous  les  points  de  Tautre  il  y  a  réciprocité  entre 
ces  deux  plans. 

Corollaire,  —  Si  deux  plans  P  et  Q  sont  parallèles,  toute 
droite  située  dans  l'un  d'eux  est  parallèle  à  l'autre. 

En  elfet,  si  cette  droite  est  dans  le  plan  P  par  exemple, 
elle  a  tous  ses  points  à  la  même  distance  du  plan  Q  ;  donc 
elle  est  parallèle  à  ce  plan.  G.  Q.  F.  D. 

11.  —  Théorème  II.  Les  intersections 
de  deux  plans  parallèles  P  et  Q  par  un  3* 
plan  R  sont  parallèles. 

Démonstration,  Par  une  droite  AB  du 
plan  P  et  un  point  C  du  plan  Q  (fig.  5)  fai- 
sons passer  un  plan  R  qui  coupe  le  plan  Q 
suivant  une  droite  CD.  Puisque  la  droite 
AB  du  plan  P  est  parallèle  au  plan  Q,  Tin- 
^  tersection  CD  des  plans  R  etQ  est  paral- 

^»»-*  lèle  à  la  droite  AB.  C.  Q.  F.  D. 

Corollaire,  Si  deux  plans  P  et  Q  sont  parallèles,  toute 
droite  A  qui  rencontre  Tun,  rencontre  l'autre. 

Démonstration.  Supposons  que  la  droite  A  (fig.  5)  ren- 
contre le  plan  P  au  point  I.  Par  celte  droite  et  un  point  C  du 
plan  Q  faisons  passer  un  plan  R. 

Il  coupe  les  plans  P  et  Q  suivant  deux  droites  parallèles 
A B  et  CD;  or,  la  droite  A  rencontre  AB  au  point  I,  donc 
elle  ira  rencontrer  sa  parallèle  CD  dans  le  plan  R;  donc  la 
droite  A  rencontre  le  plan  Q.  C.  Q.  F.  D. 

12.  —  Théorème  III.  Si  deux  plans  P  et  Q  sont  parallèles, 
toute  droite  perpendiculaire  à  l'un  est  perpendiculaire  à 
l'autre. 

Démonstration.  Supposons  (fig.  4)  que  les  plans  P  et  Q 
soient  parallèles.  Si,  en  un  point  A  du  planP,  on  jnène  la  per- 
pendiculaire à  ce  plan  elle  ira  rencontrer  le  plan  Q  en  un  cer- 
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tain  point  B.  Par  la  droite  AB  faisons  passer  un  plan  R  ;  il 
coupera  les  deux  plans  P  et  Q  suivant  deux  droites  parallèles 
AC  et  BD.  Or,  la  droite  AB  ,  perpendiculaire  au  plan  P,  est 
perpendiculaire  sur  AC;  elle  est  par  conséquei]it  perpendi- 
culaire à  sa  parallèle  BD  dans  le  plan.  On  voit  ainsi  que 
la  perpendiculaire  AB  au  plan  P  est  perpendiculaire  à  une 
droite  quelconque  BD  passant  par  son  pied  dans  le  plan  Q; 
donc,  toute  perpendiculaire  au  plan  P  est  perpendiculaire  au 
plan  Q.  C.  Q.  F.  D. 

Corollaire,  Si  deux  plans  P  et  Q  sont  parallèles  à  un  même 
plan  R,  ces  plans  sonl  parallèles. 

Démonstration,  En  effet,  une  perpendiculaire  quelconque 
au  plan  R  sera  perpendiculaire  à  chacun  des  plans  P  et  Q. 
Donc  (th.  I)  ces  plans  sont  parallèles.  G.  Q.  F.  D. 

Remarque,  Si  deux  plans  parallèles  P  etQ  ont  un  point  com- 
mun M  ces  plans  coïncident. 

Démonstration,  La  perpendiculaire  en  M  au  plan  P,  par 
exemple,  est  également  perpendiculaire  au  plan  Qqui  lui  est 
parallèle  ;  il  suit  de  là  que  les  deux  plans  P  et  Q  sont  perpen- 
diculaires à  une  même  droite,  au  même  point  M  ;  donc  ces 
plans  coïncident.  C.  Q.  F.  D. 

13.  —  Théohème  IV.  Par  un  point  A,  extérieur  à  un  plan  Q, 
on  peut  mener  un  plan  P  parallèle  au  plan  Q,  et  on  n'en  peut 
mener  qu'un  seul. 

Démonstration,  Du  point  A  (fîg.  4)  on  peut  mener  la  per- 
pendiculaire AB  sur  le  plan  Q  ;  on  peut  ensuite  mener  au 
point  A  un  plan  P  perpendiculaire  sur  AB.  Ce  plan  sera  pa- 
rallèle au  plan  Q  puisqu'ils  seront  l'un  et  l'autre  perpendicu- 
laires à  la  même  droite  AB. 

Si  on  imagine  par  le  point  A  un  autre  plan  P'  parallèle  au 
plan  Q,  les  deux  plans  P  et  P'  parallèles  au  même  plan  Q 
seront  parallèles  entre  eux,  et  à  cause  de  leur  point  commun 
A  ces  plans  coïncideront.  Donc  par  le  point  A  on  peut  mener 
un  plan  et  un  seul  parallèle  au  plan  Q.  C.  Q.  F.  D. 

Corollaire,  Si  par  un  point  A,  extérieur  à  un  plan  Q,  on 
mène  des  parallèles  en  nombre  quelconque  à  ce  plan,  elles 
sont  toutes  situées  dans  le  plan  P  parallèle  au  plan  Q  et  pas- 
sant par  le  point  A. 
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II  suit  de  là  que  :  Si  deux  angles  ont  leurs  côtés  parallèles 

2  à  2  leurs  plans  sont  parallèles. 

Nous  nous  bornons  à  Ténoncé  de  ces  propositions  ainsi 
que  des  suivantes. 

14.  —  1*.  Deux  plans  parallèles  P  et  Q  sont  partout  égale- 
ment distants. 

Cela  résulte  des  théorèmes  I  et  III  de 
ce  paragraphe. 

2".  Les  portions  de  deux  droites  paral- 
lèles comprises  entre  deux  plans  parallèles 
P  et  Q  sont  égales. 

.,  ^     I  ,1 y  3".  Enfin  nous  terminerons  par  le  théo- 

^.^-"^  çr     /q     rème  suivant. 

pj    ^  Théorèmij:  V.  Si  deux  plans  P  et  Q  sont 

parallèles,  on   peut,  par   une    translation 
rectiligne^  amener  Tun  d'eux  en  coïncidence  avec  l'autre. 

Démonstration.  Entre  les  deux  plans  donnés  (fig.  6),  pla- 
çons 3  droites  parallèles  AA',  BB'  et  CC  non  situées  dans 
le  même  plan  ;  ces  trois  droites  ont  la  même  longueur  L 

Si  on  fait  subir  au  triangle  ABC  et  par  suite  au  plan  P  une 
translation  rectiligne  égale  et  parallèle  à  AA',  chacune  des 

3  droites  AA',  BB'  et  CC  glissera  sur  elle-même  ;  et  comme 
elles  sont  égales,  les  3  points  A,  3  etC  viendront  simultané- 
ment se  placer  sur  les  points  A',  B'  et  C  du  plan  Q. 

Dès  lors  le  plan  P  coïncidera  avec  le  plan  Q. 
C.Q.F.D. 

V.  Hioux  (Paris). 
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S|ir  les  projections  des  droites  perpendiculaires. 

Extrait  d*une  lettre  de  fA.  \.  Martinetti  (Messine) 
à  M.  G.  LoRU  (Gènes). 

L'Enseignement  mathématique  a  publié  récemment  trois  Notes, 
de  MM.  Lehr  (T.  IX,  p.  119),  Majcen  (Id.,  p.  460)  et  Loria  (T.  X, 
p.  141),  sur  la  condition  d'orthogonalité  de  deux  droites  repré- 
sentées par  la  méthode  de  Mongb.  A  ces  trois  manières  de  for- 
muler la  condition,  on  en  peut  ajouter  une  quatrième,  qui,  à  ce 
que  je  crois,  est  nouvelle;  son  énoncé  simple  et  d'une  application 
facile.  Elle  peut  être  considérée  comme  la  traduction  graphique 
de  celte  propriété  bien  connue  :  «  lorsque  deux  droites  sont  per- 
pendiculaires entre  elles,  on  peut  par  Tune  d'elles  mener  un  plan 
normal  à  l'autre,  et  réciproquement  ».  En  effet  de  cette  proposi- 
tion on  tire  : 

Etant  données  les  projections  orthogonales  de  deux  droites^  la 
condition  nécessaire  et  suffisante  pour  que  deux  droites  soient  per- 
pendiculaires entre  elles  est  que  les  normales  menées  par  les  traces 
de  l'une  d'entre  elles  (supposées  déterminées^  à  distance  finie  et 
extérieures  à  la  ligne  de  terre)  aux  projections  du  même  nom  de 
r autre  (supposées  non  perpendiculaires  à  la  ligne  de  terre)  se  cou- 
pent  sur  la  ligne  de  terre. 

Si  Tune  des  droites  considérées  se  trouve  dans  une  position  gé- 
nérale, tandis  que  l'autre,  sans  être  un  rayon  projetant,  est  paral- 
lèle à  un  plan  de  projection  ou  située  dans  un  tel  plan,  la  condi- 
tion que  je  viens  d'énoncer  se  traduit  dans  une  autre  généralement 
connue.  Dans  les  cas  où  cette  condition  cesse  d'être  applicable 
il  est  aisé  de  la  remplacer  par  un  critère  ad  hoc  particulier  à 
chaque  cas  ;  si  par  exemple  une  des  droites  est  normale  au  pre- 
mier (second)  plan  de  projection,  l'autre  droite  devra  être  parallèle 
au  deuxième  (premier)  ou  appartenir  à  ce  plan;  si  au  contraire  les 
deux  droites  sont  perpendiculaires  à  la  ligne  de  terre,  pour 
qu'elles  soient  perpendiculaires  entre  elles,  il  faut  que  celle-ci 
arrive  par  leurs  projections  sur  le  plan  de  profil.  Si  les  deux 
droites  rencontraient  la  ligne  de  terre  il  faudrait  mettre  à  la  place 
d'une  d'elles  une  droite  qui  lui  soit  parallèle  et  appliquer  ensuite 
le  théorème  général. 
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Etant  données  deux  droites  qui  ne  sont  pas  parallèles  entre 
elles,  les  droites  qui  sont  perpendiculaires  à  toutes  les  deux  pas- 
sent toutes  par  un  point  situé  à  l'infini.  Leurs  traces  sur  les  plans 
de  projection  se  correspondent,  par  conséquent,  dans  une  affinité 
12  dont  Taxe  est  la  ligne  de  terre  ;  le  point  correspondant  dans  Q 
à  un  point  quelconque  P  peut  s'obtenir  sans  peine  en  appli- 
quant la  condition  exposée  ci-dessus  par  le  procédé  suivant  :  si 


fl  =  (<2j ,  û'j),  ô  =  [b^ ,  b^  sont  les  droites  données,  on  mène  par  P 
les  normales  à  a^,  b^  ;  de  leurs  points  de  rencontre  avec  la  ligne 
de  terre  on  mène  les  normales  à  «,,  ô,  ;  le  point  où  elles  se  cou- 
pent est  le  point  cherché. 

Je  remarque  en  finissant  que  la  plus  petite  distance  entre  les 
droites  a,  b  aura  comme  traces  S^ ,  S,  deux  points  correspondants 
dans  rhomologie  .Q  ;  et  les  droites  qui  projetant  de  Sj,  S,  les 
traces  du  même  nom  de  la  droite  a  (ou  ô),  se  coupant  sur  la  ligne 
de  terre,  seront  également  des  droites  correspondantes  en  û. 
Cette  remarque  donne  une  construction,  probablement  nouvelle 
et  qui  n'est  pas  plus  longue  que  celle  que  l'on  connaît,  du 
problème  ayant  pour  but  la  recherche  de  la  plus  petite  distance 
entre  deux  droites  a  =  [a^,a^^  b  =  (b^,b^  (voyez  la  figure). 
On  trouve  les  traces  S/  et  S,'  de  a  et  les  traces  S/,  S,"  de  6; 
rhomologie  i2  relative  aux  droites  a,b  donne  les  points  P', 
P"  correspondants  de  S/  et  S/'  et  on  les  unit  respectivement  à 
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Sj'  et  S/;  le  point  où  se  coupent  ces  droites  est  la  seconde  trac^ 
Sj  de  la  droite  cherchée,  tandis  que  la  première  est  le  point  qui 
correspond  à  Sj  en  52""^  ;  ayant  de  la  sorte  les  traces  de  la  droite 
cherchée,  les  projections  s'ensuivent  immédiatement. 

30  juillet  1908. 

A  propos  d'un  article  de  M.  Laisant  sur  les  Propriétés  d*un  système 
de  deux  triangles  ou  de  deux  tétraèdres. 

Les  élégantes  propriétés  étudiées  par  M.  Laisant  dans  VEnseign, 
Math,  du  15  janvier  1908,  me  suggèrent  le  problème  ci-après  : 

Etant  donnés  deux  triangles  ABC,  DEF  symétriquement  sem- 
blablesy  ayant  m  :  n  comme  rapport  de  similitude,  troui^er  le  centre 
et  les  axes  de  similitude. 


D  L 


'V  î 


Menez  ka  parallèle  à  DF  et  la  bissectrice  AMN  de  Tangle  aAC. . 
Menez  DM  perpendiculaire  à  AMN.  Prenez  sur  DM  un  point  L  tel 
que  LM  :  DL  :=  /ti  :  /i  et  sur  AMN  un  point  N  tel  que 

NA  :  NM  =  m  :  «  . 

Complétez  le  rectangle  LMNO.  O  sera  le  centre  et  OL,ON  les 
axes  de  similitude. 
En  effet, 

DL  :  LO  ==  ON  :  NA  ; 
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donc 

/\  /\  /\ 

DOL  =  NAO  =  AOL  , 

par  suite  rfest  le  symétrique  de  D  par  rapport  à  OL. 

Menez  d/* symétrique  de  DP.  Comme  OL  est  parallèle  à  la  bis- 
sectrice des  directions  DF  et  AC,  d/'sera  parallèle  à  AC  et 

<//•  :  AC  =  m  :  n  =  MN  :  AN  =iOd  .Ok  . 

Par  suite  0/b  est  une  ligne  droite. 

A  remarquer  que  ON  est  un  second  axe. 

W.  Gallatly  (Londres). 

A  propos  d'un  article  de  M.  A.  Pleskot  sur  la  droite  de  Simson. 

Les  propositions  établies  par  M.  Pleskot  dans  son  article  sur 
une  «  généralisation  du  Théorème  sur  la  droite  de  Simson  »  (Ens, 
math. y  n<*  de  mai  1908,  p.  207-211)  peuvent  se  rattacher  d'une  façon 
très  simple  au  théorème  classique  de  M.  Aubert  (Nouvelles  Annales^ 
a'»^  série,  t.  VIII)  : 

Si  deux  triangles  A  BC^  abc  inscrits  dans  une  conique  sont  homo- 
logiquesj  et  si  Von  prend  un  point  D  sur  la  conique,  les  points  de 
concours  a,  §y  y  ^^*  droites  BC  et  Da^  CA  et  Db^  AB  et  De  sont 
situés  sur  une  même  droite  L  passant  par  le  centre  d*homologie  O. 

On  trouvera  une  démonstration  de  ce  théorème  dans  le  Traité  de 
géométrie  de  Rouché  et  Comberousse,  t.  11,  p.  455.  La  proposition 
réciproque  est  également  vraie,  c'est-à-dire  que  si  les  points  a,  /î,  f 
sont  en  ligne  droite  y  les  triangles  ABC,  abc  sont  homologiques. 

Voici  une  démonstration  simple  de  cette  propriété,  qui  n'avait 
peut-être  pas  été  remarquée  : 

Soient  M  et  N  les  points  d'intersection  de  la  conique  et  de  la 
droite  L,  qui  est  supposée  couper  en  a,  ô,  c,  les  côtés  de  ABC. 
Du  point  C  projetons  la  ponctuelle  [a^b^  c^MN)  ;  déterminons  les 
intersections  du  faisceau  projetant  avec  la  conique  ;  projetons-les 
du  point  c^  ;  recoupons  par  la  conique  le  faisceau  ainsi  obtenu. 
Nous  formerons  ainsi  la  ponctuelle  du  second  degré  (ABCNM) 
projective  à  (a^ô^c^MN).  D'autre  part,  cette  dernière  ponctuelle 
projetée  du  point  D  donne  (ab  c  M  N)  projective  à  chacune  des  deux 
précédentes. 

Les  ponctuelles  du  second  degré(  ABC),  [abc],  dans  lesquelles  se 
correspondent  doublement  les  éléments  M  etN,  sont  donc  en  invo- 
lution.  Par  conséquent  les  droites  Aa,  B^,  Ce  sont  concourantes, 
ce  qui  démontre  le  théorème  proposé. 

Si,  après  avoir  constaté  l'homologie  des  triangles  ABC,  ^ôc,  on 
applique  le  théorème  direct  de  M.  Aubert,  on  voit  que,  S  étant  un 
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point  quelconque  de  la  conique,  les  droites  Sa,  S^,  Se,  couperont 
les  côtés  correspondants  de  ABC  en  trois  points  en  ligne  droite. 

Quand  on  suppose  la  droite  L  rejetée  à  Tinfini,  on  obtient  ainsi 
le  théorème  II  de  M.  Pleskot. 

Si  en  outre  les  points  S  et  D  sont  diamétralement  opposés  sur 
la  conique,  on  obtient  le  théorème  I. 

P.  DE  Lepinby  (Buenos-Aîres) 

Sur  la  résolntion  des  équations  quadratiques  et  cubiques,  à  l'aide 
des  fonctions  circulaires  et  hyperboliques  ^ 

1.  —  Supposons  connus  les  premiers  éléments  de  la  théorie  des 
fonctions  d'un  variable  complexe,  et  notamment  les  équations 
qui  définissent  les  fonctions  hyperboliques  et  circulaires,  Targu- 
ment  étant  réel. 

Comme  exercice,  on  se  propose  souvent  de  résoudre  les  équa- 
tions quadratiques  et  cubiques.  Habituellement  on  opère  sur  les 
formules  de  résolution  elles-mêmes  ;  mais  il  nous  semble  tout 
aussi  intéressant  de  partir  directement  de  Téquation  donnée:  c'est 
ce  point  de  vue  que  nous  cherchons  à  développer,  dans  cette  pe- 
tite note. 

Afin  d'abréger,  nous  désignons  par  *  la  quantité  ±  1  ;  nous 
laissons  de  côté  le  cas  des  racines  égales  ;  enfin,  nous  supposons 
que  les  lettres  a,  b,  c,q  et  r  représentent  des  quantités  essentiel- 
lement positives,  différentes  de  zéro. 

2.  —  Equation  quadratique.  —  Il  suffit  de  considérer  la  sui- 
vante : 

fljr'  —  frjr  H-  te  =  0  , 

que  nous  écrivons  ainsi  : 


Kv-r"^) 


2  j/ac 


C'est  une  équation  réciproque  de  forme  normale.  Soit 


X 


v4 


une  des  racines  :  -^  sera  nécessairement  l'autre. 


*■  L'Bntêign.  mathim.  a  publié  «n  noT.  1900  (t.  Il,  p.  443^47)  un  intéressant  article  de 
M.  Barbarin  sur  les  fonctions  hyperbolique*  dans  l'enseignement  moyen  contenant  aussi  la 
résolution  des  équations  quadratiques  et  cubiques.  —  Voir  également  Essai  sur  les  fonc- 
tions hyperboliques,  de  C.-A.  Laisant.  Réd. 
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Trois  cas  peuvent  se  présenter. 

Premier  cas,  —  Si  f  est  négatif,  nous  sommes  en  droit  de  poser: 


Sh  arz 

r''  -e-"  _       b 

î^                2  |/^  ' 

et  Ton  a  immédiatement  : 

r  = 

=  ±W'- 

Deuxième  cas. 

-Sif  = 

1  et  le  rapport  ^  ^^- 

>1 

,  il  est  permis 

d'écrire 

Ch  «  = 

««  +  *-«           b 

2               2^/5^' 

d'où 

X 

=  v/!^""- 

Troisième  cas. 

—  Si  é  = 

:  1  et  rapport  ,^^^^<i, 

il  faudra 

po- 

ser  : 

cos  a  = 

ai    ,     -ixt             , 

, 

2           ~  2  >/â^ 

d'où 

X  =z  \/  —  e         1=4/—  (cos  o  ±  I  sm  a)  . 

Dans  le  calcul  des  racines  Ton  pourrait  —  nous  ne  disons  pas 
que  le  procédé  soit  très  pratique  —  déterminer  l'argument  réel  a 
et  les  exponentielles  e=^*,  au  moyen  des  tables.  (Consulter,  par 
exemple,  les  «  Tables  des  fonctions  cosinus  et  sinus  »,  par  D** 
Cari  Burrau). 

3.  —  Equation  cubique.  —  U  suffit  d'étudier  la  suivante  : 


z*  +  «7- 

—  r  — 

:0. 

En  posant,  avec  Hudde, 

Z  ^^  X 

+  r. 

on  est  conduit  i 

i  la  résolvante 

u*  —  ru  — 

■f,- 

=  0 

admettant  x*  et  y^  comme  racines. 
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Cette  réduite  peut  s*écrire  sous  la  forme,  plus  commode,  à  notre 
point  de  vue  : 


•/ •  _  vî\-ii 


Cette  forme,  nous  l'avons  étudiée  ci-dessus.  Ici  encore,  il  faq- 
drait  distinguer  trois  cas,  et  pour  chacun  de  ces  cas,  nous  trou- 
verions des  résultats  bien  connus. 

Ainsi,  par  exemple,  quand  «  =  1,  nous  poserons 

1 
Sh  ('»  -i-  Ikni)  z= 


2' 


d'où 


=  +  /! 


e 

(X  =  0,  1,2)  . 


r--\/|- 


a  +  2knt 


Afin  que  le  produit  xy  soit  réel,  il  faut  prendre  la  même  valeur 
de  /r,  simultanément  dans  ces  deux  relations. 
Nous  trouverons  finalement 


=Vf 


Sh  "  +  2^'^' 


3 
la  racine  réelle  correspondant  à  /r  =  0  . 

Louis  Casteels  (Louvain). 

Sur  les  formules  fondamentales  des  Combinaisons. 

Nous  nous  proposons  de  montrer  dans  cette  Note  que  Ton  peut 
obtenir  les  formules  fondamentales  des  combinaisons  en  les  envi- 
sageant comme  cas  particuliers  d'une  propriété  générale. 

A  cet  efi'et  nous  allons  d'abord  démontrer  le  théorème  suivant 

sans  avoir  recours  aux  expressions  P»  ,  Cm  et  Am  . 

i.  Théorème.  —  Etant  donnés  p  nombres  n, ,  n^,  ...  ,  Up  tels  que 
n^  -\'  n^  -{-  .,.  -\-  np  =1  m  ,  le  produit 

c"-        .C"*  ...  C> 

«1  +  "t         «1  +  »»  +  »,  «1  +  "t  +  «1  +    ..  +  np 
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qui  s'écrit  plus  brièvement 


n 


c? 


est  constant^  quelque  soit  Vordre  dans  lequel  on  épuise  les  nom- 
bres  nk . 

En  effet,  partageons  m  lettres  en  p  classes^  respectivement  de 
n\^  /ij,  ...  ,  np  lettres.  On  peut  former  la  1*  classe,  quant  aux 

lettres  qui  y  entrent  de  C^  manières  ;  les  deux  premières  classes 

peuvent  se  former  simultanément  deC^*.  C^'_„  manières  et  ainsi 

de  suite.  Enfin,  les  (p  —  1)  premières  classes  peuvent  être  formées 
de 

manières,  tout  en  coexistant»  La  dernière  classe  se  trouve  formée 
d'elle-même.  On  voit  donc,  que  le  nombre  total  de  manières  dont 
les/7  classes  peuvent  coexister  est  indépendant  de  la  classe  choi- 
sie comme  dernière.  De  là  résulte,  avec  un  changement  de  nota- 
tions, le  théorème  annoncé. 
2.  Valeur  du  produit 

k:=zp 

11=:: 

Chaque  manière  de  former  Tensemble  des  p  classes  donne  lieu  à 
^"1  •  ^"t   ••  ^"p  permutations  des  m  lettres.  Donc 

—  c"*  = 


II  "4 


3.  Corollaires  :  A.  Expression  de  Pm.  Faisons  p  =  m  ;  n^  =  n^ 
=z  .,,  1=  nm  =  i  '  Alors  (1)  donne 

P«  z=  1  .  2  .  3  ...  m  m  m  ! 

B.  Expression  de  Cm.  —  Faisons  /?  =  2,  et  1  on  voit  que  (1)  est 
la  généralisation  de  la  formule  : 

c„  -  c„      = 


/i  !  (m  —  n)  { 

celle-ci  est  doiM5  démontrée. 

C.  Expression  de  Am .  Elle  résulte  de  la  formule  évidente 

^m  n  m 
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4. Remarques. —Laformule{l)montrequesi/7i  =^Jrt^,  le  nombre 

ml  .  r.  •!•        f'*('»+l)li  1...,  1 

— i i 7  est  entier,  hn  particulier     ^ !  est  divisible 

ni\  rit .  •..,np\  L         -^         J 

par  l'»2«-*3»-*  ...  (n  —  1)^/1  . 

Si  nous  partageons  les  m  lettres,  en  /z,  classes  de  a,  lettres^  etc. 
en  Hp  classes  de  ap  lettres,  on  a  a,  n,  +  ^%^i  +  •••  +  «p'*/»  =  f^'  Si 
Ton  décompose  alors  le  nombre  m^  de  toutes  les  manières  possi- 
bles sous  la  forme  indiquée,  il  est  visible  que  Ton  a  l'identité  : 


2à n\n,\...  np\ JLL  S*  =  *"  * 

Si  Ton  remplace  les  produits  i7par  leurs  valeurs  déduites  de 


c;*  = 


ne"* 


on  trouve  l'identité  connue 


/ij  «fifij  «>.  .  n:\  a^ 


=  1 


P 

J.  Malaise  (Liège). 


CHRONIQUE 


Les  mathématiques  au  III*  Congrès  international  de  Philosophie, 
Heidelberg,  1908. 

Au  IIP  Congrès  international  de  philosophie,  qui  a  eu  lieu  à 
Heidelberg,  du  31  août  au  5  septembre  derniers,  les  communi- 
cations se  rattachant  aux  Sciences  mathématiques  n*ont  pas  eu 
autant  de  relief  que  dans  les  deux  Congrès  précédents,  de  Paris 
(1900)  et  de  Genève  (1904). 

La  cause  de  ce  fait  doit  peut-être  être  cherchée  dans  la  sépa- 
ration, beaucoup  plus  tranchée,  que  ce  n*est  le  cas  dans  d'autres 
pays,  qui  subsiste  en  Allemagne  entre  les  mathématiciens  ou  phy- 
siciens spécialistes  et  les  «  philosophes  »  dans  le  sens  universitaire 
du  mot.  Tandis  qu'en  France  par  exemple,  des  savants  tels  que 
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M.  Poincaré  ou  M.  Duhem  sont  bien  loin  de  se  fâcher  lorsqu'on  les 
classe  parmi  les  philosophes,  ou  même  parmi  les  métaphysiciens, 
en  Allemagne  on  a  vu  tout  récemment  le  plus  illustre  représentant 
des  études  historiques  et  critiques  sur  le  développement  et  les  mé- 
thodes des  sciences  physico-mathématiques,  le  professeur  Ernest 
Mach,  désavouer  explicitement  (dans  la  préface  à  son  volume  sur 
«  la  Connaissance  et  V Erreur  »;  toute  solidarité,  même  de  nom, 
avec  les  «  philosophes  »  et  les  professeurs  de  philosophie. 

Un  épisode  assez  caractéristique  de  cette  attitude  de  contraste 
et  de  méGance  des  savants  allemands  à  l'égard  de  spéculations 
philosophiques,  a  été  le  sujet  d'une  intéressante  communication 
de  M.  Paul  Mansion  (Gand),  dans  laquelle  les  appréciations  assez 
sévères  exprimées  par  Gauss  sur  la  théorie  kantienne  de  la  con- 
naissance mathématique,  ont  été  commentées  d'une  façon  très  bril- 
lante et  caustique  (  «  Gauss  contre  Kant  sur  la  géométrie  non-eucli- 
dienne »y.  Les  remarques  de  M.  Mansion  ont  donné  lieu  à  une 
discussion  assez  vivace  à  laquelle  ont  pris  part  les  jeunes  repré- 
sentants du  nouveau  groupe  philosophique  de  Gottingue,  qui 
prend  le  nom  du  philosophe  Fries  («  Fries'sche  Schule  m):  MM.  L. 
Nelson  et  L.  Hessbnberg. 

Dans  la  même  section  (II  :  Philosophie  générale.  Métaphy- 
sique et  Philosophie  des  Sciences  »;  on  a  entendu  une  communica- 
tion de  M.  KuNTZE  (Nordhausen)  sur  la  portée  philosophique  de 
IWusdehnungslehre  de  H,  Grassmann,  et  une  autre  de  M.  M.Winter 
(Paris)  sur  les  rapports  de  l'intuition  et  de  la  pensée  mathématique. 

Parmi  les  communications  présentées  aux  autres  sections,  sur 
la  philosophie  ou  la  méthodologie  des  sciences  mathématiques  et 
j)hysiques,  nous  signalons  les  suivantes  : 

A.  Rey  (Dijon)  sur  Va  priori  et  l'expérience  dans  les  méthodes 
scientifiques  ; 

E.  Meyerson  (Paris)  sur  les  explications  scientifiques  et  la  réalité 
du  sens  commun  ; 

F.  Enriques  (Bologna)  sur  le  principe  de  raison  suffisante  ; 
Dufumier  (Paris)  sur  la  notion  d'une  logique  formelle  positive. 
Dans  la  IV'""  Section  (a  Logique  et  théorie  delà  connaissance  y*  f 

on  a  eu  une  série  de  communications  se  rapportant  à  la  logique 
mathématique  : 

M"*  Ladd  Franklin,  de  l'Université  John  Hopkins  (Baltimore)  a 
développé  des  idées  sur  l'opportunité  d'une  entente  internationale 
entre  les  philosophes  qui  s'occupent  particulièrement  de  questions 
logiques  et  s'intéressent  au  progrès  des  procédés  déductifs. 

Kugen  MiJï.LER  (Constance)  a  donné  un  rapport  sur  Tétat  de  la 
publication  des  œu{>res posthumes  de  Ernst  Schrôder, 

Sont  aussi  à  signaler,  dans  cette  section,  les  multiples  commu- 
nications de  M.  G.  Itelson  (Berlin),  sur  la  position  de  la  logique 
dans  le  système  des  sciences^  sur  les  écrits  de  Erhardt  IVeigel,  sur 
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la  question  de  la  possibilité  de  déduire  de  conséquences  fausses  de 
prémisses  vraies^  sur  la  notion  de  la  mérité  et  sur  le  pragmatisme. 

Les  rapports  qui  subsistent  entre  ce  dernier  sujet  et  les  progrès 
récents  de  la  logique  mathéniathique,  aux  Etats-Unis,  ont  fait 
l'objet  d'appréciations  très  intéressantes  développées  par  M.  Royce 
(de  l'Université  de  Harvard)  dans  son  discours  à  la  séance  d'inau- 
guration du  Congrès. 

La  communication  de  M.  L.  Couturat,  sur  les  rapports  entre 
la  linguistique  et  la  logique  dans  le  problème  de  la  langue  interna- 
tionale, a  donné  lieu  à  une  discussion  intéressante  à  laquelle  ont 
pris  part,  parmi  les  mathématiciens,  M.  Mansion  et  M.  Peano. 

La  proposition,  présentée  par  M.  Enriques  au  nom  du  groupe 
italien,  que  le  prochain  Congrès  soit  tenu  à  Bologne^  en  1911,  a  été 
adoptée  à  l'unanimité  dans  la  séance  de  clôture  du  Congrès. 

G.  Vailati  (Rome.) 


Société  italienne  pour  ravancement  des  Sciences. 

La  a  Société  italiana  per  il  progresso  délie  scienze  »  a  tenu  sa 
réunion  annuelle  h  Florence  du  18  au  23  octobre  dernier,  sous  la 
présidence  de  M.  Volterra.  Les  travaux  étaient  répartis  sur  vingt 
sections  ;  voici  la  liste  de  ceux  qui  ont  été  présentés  à  la  première 
section  (mathématique)  ou  qui  peuvent  intéresser  les  mathéma- 
ticiens : 
L.  Amoroso,  Sur  l'extension  du  problème  de  Dirichlet  aux  fonctions 

de  plusieurs  \>ariables  complexes, 
T.  BoGGio,  Résolutions  de  quelques  questions  se  rapportant  au  poten- 
tiel d'une  sphère  non  homogène, 
U.  Cruobli,  Dernières  recherches  sur  la  théorie  des  figures  d'équi- 
libre dune  masse  liquide  animée  d'un  mouvement  de  rotation  uni- 
forme, 
A.  Favaro,  Galilée  et  la  détermination  du  poids  de  V air. 
Ci.  LoRiA,  La  géométro  graphie  et  ses  transformations, 
G.  GiANFRAxcESCHi,   Les  progrès   récents  dans  V électrodynamique 

des  corps  en  mouvement, 
M.  Grbmigni,  Sur  l'importance  du  postulat  d Archimède  dans  la  théo- 
rie de  l'équivalence  géométrique, 
P.  PizzETTi,  L'astronomie  et  la  géodésie  comme  sciences  mathéma- 
tiques (discours  d'ouverture  des  sections  réunies  de  mathémati- 
ques, d'astronomie  et  de  géodésie). 
F.  Sbveiu,  Sur  les  intégrales  doubles  de  première  espèce^  attachées 

à  une  variété  algébrique, 
C.    SoMiGLiANA,   Sur   uue  représentation  mécanique    de   quelques 
champs  de  forces. 
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A.  Venturi,  Sur  la  théorie  de  la  balance  de  Eôtçôs. 

G,  VivANTi,  Sur  l'état  actuel  de  la  théorie  des  fonctions  entières  (en 

Tabscence  de  l'auteur,  un   résumé  de  ce  rapport  a  été  lu  par 

M.  Grandi). 

Congrès  des  mathématiciens  allemands 
Cologne,  septembre,  1908. 

La  réunion  ordinaire  des  mathématiciens  allemands  (Deutsche 
Mathematiker-'Vereinigung}  a  eu  lieu  cette  année  à  Cologne,  du 
20  au  26  septembre,  en  même  temps  que  le  80'  Congrès  des  natu- 
ralistes et  médecins  allemands.  Les  travaux  étaient  inscrits  au 
programme  de  la  section  i  a  du  Congrès.  Ils  ont  été  répartis  sur 
trois  séances  présidées  par  MM.  Schwernig,  président  de  la  sec- 
tion, F.  Klein  et  Ruoio.  Us  devaient,  cette  année,  porter  plus  par- 
ticulièrement sur  la  mécanique.  Les  communications  présentées 
dans  ce  domaine  ont  offert  un  grand  intérêt.  Nous  devons  toute- 
fois nous  borner  à  en  donner  la  liste  : 

1.  H.  MiNKOwsKi  (Gottingen),  Raum  und  Zeit,  (L'espace  et  le 
temps.) 

2.  G.  Hambl  (Brûnn),  Ueber  die  Grundlagen  der  Mechanik,  (Sur 
les  fondements  de  la  mécanique.)  ' 

3.  E.  TiMERDiNG  (Strassburg),  Die  historische  Entmcklung  des 
Kraftbegriffs,  (La  notion  de  force  dans  son  développement  histo- 
rique.) 

4.  P.  Stackbl  (Karlsruhe),  Ausgezeichnete  Kreiselbewegungen. 
(Sur  des  mouvements  remarquables  de  la  toupie.) 

5.  R.  V.  Mises  (Brûnn),  Problème  der  technischen  Hydromecha-- 
nik,  (Problèmes  de  Thydromécanique  technique.)  . 

6.  H.  Reissner  (Aachen),  Wissenschaftliche  Problème  der  Flug-- 
mechanik,  (Problèmes  scientifîques  de  Taviation.) 

Puis  viennent,  d'autre  part,  les  communications  suivantes  : 

7.  H.  Wiener  (Darmstadt),  Zur  Géométrie  der  binàren  Formeh. 
(Sur  la  géométrie  des  formes  binaires.) 

%.  H.  Jung  (Marburg),  Ueber  algebraische  Funktionen  sfon  zweî 
unabhàngigen  Verânderlichen.  (Sur  des  fonctions  algébriques  à 
deux  variables  indépendantes.) 

9.  F.  MiJLLER  (Dresden),  Ueber  Plane  zur  Herausgabe  çon  Ab- 
handlungen  Leonhard  Eulers,  (Sur  les  projets  de  publication  de 
mémoires  d'Euler.)  Dans  cette  dernière  communication,  qui  a  été 
vivement  applaudie,  l'auteur  donne  un  aperçu  des  projets  anté- 
rieurs de  la  publication  des  œui^res  d'Euler  ;  il  insiste  à  nouveau 
sur  l'utilité  incontestable  d'une  pareille  entreprise  et  fait  ressortir 
le  rôle  important  que  joue  la  lecture  des  mémoires  du  grand  géo- 
mètre suisse  dans  la  préparation  scientifique  des  professeurs  de 
mathématiques. 
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On  sait  qu'au  précédent  Congrès,  tenu  à  Dresde,  en  lîK)7,  la 
Commission  d'enseignement  instituée  par  la  Société  des  natura- 
listes et  médecins  allemands  a  terminé  ses  travaux  par  un  rapport 
sur  \2L  préparation  scientifique  des  candidats  à  l'enseignement  se-- 
condaire  supérieure  Les  propositions  de  Dresde  ont  fait  l'objet 
d'un  intéressant  débat,  organisé  par  la  section  12  (Enseignement) 
et  auquel  ont  pris  part  les  représentants  des  différentes  sections 
des  sciences  mathématiques,  physiques  et  naturelles.  Après  une 
introduction  de  M.  le  Prof.  D""  Klein,  qui  a  rappelé  les  points  es- 
sentiels du  rapport,  la  discussion  a  principalement  porté  sur  le 
groupement  des  branches  scientifiques  dans  les  études  des  candi- 
dats à  l'enseignement,  sur  les  liens  entre  la  Physique  et  les  Mathé- 
matiques, et  sur  les  conditions  que  devrait  remplir  un  cours  univer- 
sitaire de  Physique. 

Séance  administratis>e  de  l'Association  des  mathématiciens  alle^ 
mands,  —  La  séance  est  présidée  par  M.  Klein,  président.  M. 
Krazer  donne  un  aperçu  de  l'état  actuel  de  la  société  qui  compte 
727  membres  ;  puis  viennent  les  rapports  de  différentes  commis- 
sions, notamment  celui  de  M.  Eug.  Mlller,  sur  la  publication  des 
travaux  de  Schrôder  et  celui  de  M.  St.eckel,  sur  la  publication  des 
œuvres  d'Euler.  Sur  la  proposition  de  son  comité,  l'Association  dé- 
cide à  l'unanimité  d'appuyer  par  tous  ses  moyens  la  publication 
des  travaux  d'Euler  et  de  mettre  5000  fr.  à  la  disposition  du  Fonds 
Enler  qui  vient  d'être  créé  par  la  Commission  suisse  en  faveur  de 
la  dite  publication.  C'est  là  un  mouvement  généreux  et  dont  on  ne 
peut  que  féliciter  vivement  les  mathématiciens  allemands. 

M.  Klein  donne  ensuite  un  aperçu  de  l'organisation  de  la  fo/w- 
mission  internationale  de  l'enseignement  mathématique^  dont  il  est 
président.  Le  plan  de  travail  très  vaste  qui  a  été  élaboré  par  le 
Comité  central  exige  la  création  de  sous-commissions  nationales  ; 
pour  l'Allemagne  celle-ci  sera  constituée  parla  Commission  (Deut- 
scher  Ausschussj  qui  a  collaboré  aux  rapports  destinés  à  la  Société 
des  naturalistes  et  médecins  allemands. 

Le  prochain  Congrès  aura  lieu  à  Salzbourg^  en  1909.       H.  F. 


Association  Suisse  des  Professeurs  de  Mathématiques, 
Baden  1908. 

L'Association  suisse  des  professeurs  de  mathématiques  a  tenu 
sa  9*  assemblée  à  Baden,  le  4  O'^tobre  1908,  sous  la  présidence  de 
M.  H.  Fehr.  La  réunion  avait  été  organisée  de  manière  à  permet- 
tre à  ses  membres  d'assister  aux  séances  de  la  Société  suisse  des 
professeurs  de  Gymnase,  qui  siégeait  à  Baden  les  4  et  5  Octobre. 


*  La  traduction  in  extenso  de  ce  rapport  a  été  reproduite  dans  VEns,  math,  du  mois  de  jan- 
vier 1908  (p.  5-49). 

L'Enseignement  mathém.,  10«  année;  1908.  3% 
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Communications  :  1.  Ruefli  (Berne).  Ueber  grossie  und  kleinste 
IVerte  und  ihre  Behandlung  in  der  Sekundarschule  (des  maxima 
et  miniraa  aux  écoles  secondaires).  —  L'auteur  rattache  son 
exposé  à  la  notion  de  fonction  qui  peut  être  utilisée  sous  une 
forme  tout  à  fait  élémentaire  déjà  dans  l'enseignement  des  écoles 
secondaires  (écoles  primaires  supérieures).  11  étudie  successive- 
ment les  problèmes  les  plus  simples  sur  les  maxima  et  minima  : 
1^  au  point  de  vue  du  calcul  purement  numérique  ;  2°  à  Taide  du 
calcul  algébrique  dans  leurs  exemples  les  plus  élémentaires  ; 
3*  par  les  constructions  graphiques. 

Dans  la  résolution  algébrique,  les  problèmes  élémentaires  em- 
pruntés à  la  Géométrie,  notamment  ceux  qui  concernent  Taire 
d'une  figure,  donnent  généralement  lieu  à  deux  types  : 

r  =  a*  —  jr'  -,  '>•  =  a*  -|-  j^ 

auxquels  se  ramènent 

y  z=i  a  -\-  hx  ±  ar*. 

Puis  viennent  les  problèmes  conduisant  à  Tun  des  deux  types 
suivants  : 

y  z=i  ax^  —  X*  ,  r  •=!  ax  —  x*. 

Pour  quelques  groupes  de  problèmes  géométriques  il  existe  des 
solutions  élémentaires  qui  sont  si  simples,  qu'elles  peuvent  être 
traitées  sans  difficulté  dans  toute  école  secondaire. 

2.  Jaccotet  (Lausanne),  Démonstration  du  théorème  de  Descartes. 
Il  s'agit  du  théorème  de  Descartes  dans  la  théorie  des  équations 
algébriques.  L'auteur  présente  une  démonstration  qui  est  une 
simple  conséquence  de  la  notion  de  continuité. 

3.  Fehr  et  GuBLER,  Le  ^i®  Congrès  international  des  mathématiques  ; 
Rome,  avril  lf)08.  M.  Fehr  présente  un  rapport  d'ensemble  sur  le 
congrès,  tandis  que  M.  Gubler  examine  plus  particulièrement  les 
travaux  de  la  section  4  (Histoire,  Philosophie  et  Enseignement). 

4..  Commission  internationale  de  l'enseignement  mathématique. 
M.  Fehr,  secrétaire  général  de  la  Commission,  donne  un  aperçu 
de  l'organisation  de  la  commission  et  du  plan  général  des  travaux. 

5.  Publication  des  œus>res  d'Ealer.  Le  président  expose  l'état  ac- 
tuel des  pourparlers  concernant  la  publication  des  œui^res  d'Euler. 
On  sait  que  la  Société  helvétique  des  sciences  naturelles  a  été  ap- 
pelée à  examiner  cette  question  et  qu'elle  prendra  sans  doute  une 
décision  à  la  prochaine  réunion  annuelle  en  1909.  Après  discus- 
sion, l'assemblée  de  Baden  a  voté  à  l'unanimité  une  résolution 
dans  laquelle  elle  se  déclare  favorable  à  cette  publication^  qui,  non 
seulement  est  d'un  grand  intérêt  historique,  scientifique  et  patrio^ 
tique,  mais  qui  aura  également  une  heureuse  influence  sur  ten^ 
seignement  des  mathématiques. 
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Séance  administrative.  —  L'assemblée  a  réélu  le  comité  sortant 
de  charge  ;  Président,  H.  Fehr  (Genève)  ;  secrétaire-trésorier,  0. 
Juzi  (Zurich),  et  H.  Er.Li  (Lucerne). 

La  prochaine  réunion  aura  lieu  à  Berne,  le  22  mai  1909. 

Pour  la  publication  des  œuvres  d'Euler. 

La  question  de  la  publication  des  œuvres  d'Kuler  a  fait  un  pro- 
grès très  sensible  au  cours  de  Tannée  1908.  11  faut  espérer  qu'en 
1909  elle  pourra  faire  un  pas  décisif  dans  la  voie  de  la  réalisation 
des  vœux  qui  ont  été  exprimés  dans  les  réunions  mathématiques 
et  tout  particulièrement  à  Rome,  au  4®  Congrès  international  des 
mathématiciens.  La  Société  helvétique  des  sciences  naturelles  a 
été  sollicitée  de  prendre  en  main  cette  entreprise.  Elle  a  renvoyé 
Tétude  de  la  question  à  une  commission  de  sept  membres,  prési- 
dée par  M.  RuDio,  professeur  à  l'Ecole  polytechnique  fédérale. 

Etant  donné  les  difficultés  de  toute  nature  que  présente  une 
publication  de  ce  genre,  il  est  de  toute  nécessité  que  l'étude  préa- 
lable du  projet  soit  faite  d'une  manière  approfondie,  et  que  la 
commission  suisse  obtienne,  non  seulement  une  collaboration 
active  de  mathématiciens  d'autres  pays,  mais  qu'elle  trouve  aussi 
l'appui  financier  indispensable  à  cette  entreprise. 

La  société  mathématique  allemande  a  compris  que  ce  double 
appui  était  indispensable.  La  commission  d'Euler,  qu'elle  a  nom- 
mée à  Dresde  en  1907,  (MM.  Prixgshbim,  StXckel  et  Krazer),  a 
déjà  prêté  son  concours  à  la  commission  suisse  et  s'est  assuré  la 
collaboration  d'autres  savants  ;  de  plus,  comme  on  l'a  vu  plus 
haut,  la  société  a  voté  un  subside  de  5000  fr.  en  faveur  de  la 
publication. 

En  Suisse,  sans  qu'aucun  appel  n'ait  encore  été  lancé,  la  Com- 
mission a  déjà  reçu  15,000  fr.  Il  y  a  lieu  d'espérer  que,  dès  que  la 
souscription  pour  le  Fonds  Euler  sera  rendue  publique,  de  nou- 
velles sommes  ne  tarderont  pas  à  parvenir  au  comité  et  viendront  en 
quelque  sorte  appuyer  la  demande  qui  sera  adressée  aux  pouvoirs 
publics. 

Il  n'est  guère  besoin  d'insister  dans  cette  Revue  sur  l'importance 
d'une  publication  partielle  ou  totale  des  œuvres  d'Euler.  Nous 
croyons  cependant  intéresser  nos  lecteurs  en  reproduisant  un 
passage  de  la  communication  sur  «  des  projets  de  publication 
de  mémoires  d'Euler  »  présentée  à  Cologne  p^ir  M.  Félix  Muller. 

«  L'étude  des  travaux  d'Euler,  qui  serait  considérablement  faci- 
litée par  une  nouvelle  édition,  doit  être  vivement  recomman- 
dée à  tous  les  étudiants  en  mathématiques.  Dans  son  discours  sur 
Jacobi,  Diiuchlet  dit  que  le  grand  géomètre  développa  ses  con- 
naissances mathématiques  non  pas  par  la  fréquentation  des  cours, 
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mais  par  Tétude  approfondie  des  travaux  d'Euler  et  de  Lagrange. 
Euler  est  le  meilleur  maître  ;  tous  les  professeurs  devraient  s'en 
inspirer.  1/étude  de  ses  mémoires  n'apporte  pas  seulement  des 
connaissances,  mais  par  leur  exposé  simple  et  clair,  elle  procure 
un  véritable  plaisir  et  elle  développe  à  la  fois  le  savoir  et  la  faculté 
de  travail.  î.es  méthodes  par  lesquelles  Ruler  aborde  et  résoud  les 
problèmes  servent  constamment  de  modèles.  Avec  une  grande 
franchise  il  montre  le  ou  les  chemins  par  lesquels  il  est  parvenu 
aux  résultats  ;  mieux  que  tout  autre,  il  sait  communiquer  à  ses 
élèves  l'amour  avec  lequel  il  étudie  les  problèmes,  et,  sans  effort, 
ses  lecteurs  s'approprient  peu  à  peu  ses  méthodes  de  travail  ». 

«  On  ne  saurait  trop  recommander  l'étude  des  mémoires  d'Euler 
aux  candidats  à  renseignement  mathématique,  et  nous  sommes 
persuadés  qu'une  nouvelle  édition  d'un  choix  de  mémoires  appro- 
priés à  ce  but  serait  bien  accueillie  de  tous  les  côtés.  Elle  contri- 
buerait^ à  maintenir  et  à  développer  dans  une  large  mesure  l'intérêt 
scientifique  des  maîtres  de  l'enseignement  secondaire  supérieur  ». 

Personne  ne  contestera  cette  influence  heureuse,  mais  pour  que 
le  but  puisse  être  atteint,  ne  conviendrait-il  pas  de  publier  dans 
une  langue  moderne  ceux  des  mémoires  qui  ont  été  imprimés  en 
latin  ?  I.a  réponse  ne  fait  pas  de  doute.  De  nos  jours,  les  étudiants  en 
sciences  qui  ont  passé  par  les  études  classiques  forment  déjà  une 
petite  minorité,  et  leur  nombre  tendra  à  diminuer  de  plus  en  plus. 
C'est  là  un  fait  dont  il  faut  tenir  compte,  si  l'on  veut  faire  une 
œuvre  vraiment  utile  à  la  Science  et  à  l'enseignement. 

Nous  sommes  certains  d'être  l'interprète  de  la  plupart  de  nos 
lecteurs  en  exprimant  le  vœu  que,  malgré  les  objections  et  les 
difïicultés  que  soulèvera  la  question  des  langues,  la  Commission 
de  publication  tienne  compte  de  l'intérêt  général  et  fasse  dç  cette 
nouvelle  édition  un  ouvrage  qui  pourra  être  consulté  et  étudié 
par  un  nombre  de  mathématiciens  aussi  grand  que  possible. 

H.  Fehr. 

Etats-Unis  d'Amérique. 

Thèses  de  doctorat 

Thèses  présentées  aux  principales  universités  américaines  pen- 
dant l'année  universitaire  1907-1908;  le  nom  de  l'université  est 
indiqué  entre  parenthèses,  après  le  nom  de  l'auteur  : 

F.  G.  Bill  (Yale)  :  An  a  priori  existence  theorem  for  three  dimen- 
sions in  the  calculus  of  variations.  ^-  R.  L.  Bôrger  (Chicago)  :  On 
the  détermination  of  ternary  linear  groups  in  the  Galois  fîeld  of 
ordev  p*  .  —  G.  G.  Chambers  (Pennsylvania)  :  The  groups  of  iso- 
morphisms  of  the  abstract  groups  of  order  p^q,  —  G.  M.  Conwell 
(Princeton)  :  The  3rspace  P. G.  (3,2)  and  its  group.  —  Miss  E.  B. 
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CowLEY  (Colurabiai  :  Plane  curves  of  the  eîghth  order  having  two 
four-fold  points  with  distinct  tanffents  and  no  other  point  singu- 
laritîes.  -^  C.  F.  Craic;  (Cornell)  :  On  a  class  of  hyperfiichsian  fonc- 
tions. —  F.  J.  HoLDER  (Yale)  Multiple  séries.  —  L.  Ingold  (Chi- 
cago) :  Vector  interprétation  of  symbolic  parameters.  —  F.  Irwik 
(Harvard)  :  The  invariants  of  linear  differential  expressions.  —  A. 
J.  Lennes  (Chicago):  Curves  in  non-metrîcal  analysis  situs  with 
applications  to  the  calculus  of  variations  and  differential  équations. 

—  J.  J.  LucK  (Virginia)  :  The  structures  of  the  nonintegrable  groups 
of  seven  parameters.  —  L.  B.  Lytle  (Yale)  :  Multiple  séries  over 
iterable  fields.  —  C.  N.  Moore  (Harvard)  :  On  the  theoryof  conver- 
gence factors  and  some  of  its  applications.  —  F.  VV.  Owens  (Chi- 
cago) :  The  introduction  of  idéal  éléments  and  construction  of  pro- 
jective  /î-space  in  terms  of  a  plane  System  of  points  involving 
order  and  Desargues's  theorem.  —  E.  C.  F.  Phillips  (Johns  Hop- 
kins)  :  On  the  pentacardioid.  —  J.  H.  Scarborough  (Vanderbilt)  : 
The  computation  of  the  orbit  of  planet.  —  H.  L.  Slobin  (Clark)  : 
On  plane  quintic  curves.  —  Miss  M.  E.  Sinclair  (Chicago)  :  On  a 
compound  discontinuons  solution  connected  with  the  surface  of 
révolution  of  minimum  area.  —  Miss  A.  L.  Van  Benschoten  (Cor- 
nell) :  The  bîrational  transformations  of  algebraic  curves  of  genus  4. 

—  N.  R.  WiLsoN  (Chicago)  :  Isoperimetric  problème  which  are 
reducible  to  non-isoperimetric  problems.  —  H.  C.Wolff  (Wiscon- 
sin)  :  The  continuons  plane  motion  of  a  liquid  bounded  by  two  right 
lines.  — Miss.E.  R.  Wortington  (Yale)  Some  theorems  on  sur 
faces. 

D'après  le  journal  Science  le  nombre  total  des  doctorats  a  été 
de  360,  dont  184  pour  les  sciences  (22  pour  les   mathématiques). 


■■''■'m 

--m 


Prix  WOLFSKEHL  concernant  le  grand  théorème  de  FERMAT. 

Nous  avons  annoncé,  il  y  a  un  an,  que  la  Société  scientifique 
de  Gottingue  a  reçu  d'un  mathématicien,  P.  Wolfskehl^  décédé  à 
Darmstadt,  une  somme  de  100,000  marks,  qui  sera  délivrée  à  celui 
qui  donnera  le  premier  une  démonstration  du  grand  théorème  de 
Fermât.  Voici  quelques  extraits  des  conditions  du  concours  : 

«  Dans  son  testament,  M.  P.  Wolfskehl  observe  que  Fermât 
{Œu^resj  Paris,  1891,  t.  I,  p.  291,  observ.  II)  affirme  mutatis  mu- 
iantis  que  l'équation  or'*  +  y*  =  z'*  n'a  pas  de  solutions  entières 
pour  tous  les  exposants  n  qui  sont  des  nombres  premiers  impairs. 
Il  y  a  lieu  de  démontrer  ce  théorème  soit  en  général,  suivant  les 
idées  de  Fermât,  soit  en  particulier,  conformément  aux  recherches 
de  Kummer  [Journal  de  Crelle,  t.  40,  p.  130  et  suiv.  ;  Abh.  der 
Akad,  d,  IViss,,  Berlin,  1857),  pour  tous  les  exposants  n  pour  les- 
quels il  a,  en  somme,  une  valeur.  Pour  plus  amples  renseigne- 
ments, consulter  :  Hilbert,  Théorie  der  algebrnischen  Zahîkôrper 
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(Jahresb,  der  dentschen  Mathematiker-Vereinigung,  t.  lY,  1894- 
1895,  S  172-173,  et  Encyklopâdie derMathematischen  Wissenschaf- 
ten,  Bd,  /,  Teil.  2,  Arithmetik  iind  Algebra,  1900-1904,  IC.  4*, 
p.  713). 

«  La  fondation  du  prix  a  lieu  sous  les  conditions  suivantes  :  La 
Kônigliche  GesellschafL  der  Wisserischaften  in  Gôttingen  décidera  en 
toute  liberté  à  qui  le  prix  doit  être  attribué.  Klle  refuse  d'accepter 
tout  manuscrit  ayant  pour  objet  de  concourir  à  l'obtention  du  prix 
du  théorème  de  Fermât  ;  elle  ne  prendra  en  considération  que  les 
Mémoires  mathématiques  qui  auront  paru  sous  forme  de  mono- 
graphie dans  des  journaux  périodiques  ou  qui  sont  en  vente  sous 
forme  de  volumes,  en  librairie.  La  Société  prie  les  auteurs  de 
pareils  Mémoires  de  lui  en  adresser  au  moins  cinq  exemplaires 
imprimés. 

«  I/attribution  du  prix  par  la  Société  aura  lieu  au  plus  tôt  deux 
ans  après  la  publication  du  Mémoire  à  couronner.  Cet  intervalle 
de  temps  a  pour  but  de  permettre  aux  mathématiciens  allemands 
et  étrangers  d'émettre  leur  opinion  au  sujet  de  l'exactitude  de  la 
solution  publiée.  » 

Les  lecteurs  qui  désirent  des  renseignements  plus  complets, 
pourront  consulter  les  Math.  Ann,  (1908),  ou  le  Jahresber.  der 
detitschen  Mathematiker-Vereinigung  (1908,  p.  111  à  113i  ;  ils  y 
trouveront  quelques  remarques  de  M.  Klein,  dans  lesquelles  le 
savant  professeur  insiste,  entre  autre,  sur  le  fait  qu'il  s'agit  d'une 
étude  scientifique  basée  sur  la  décomposition  en  facteurs  des 
nombres  algébriques  et  se  rattachant  nécessairement  aux  travaux 
cités  plus  haut.  Le  désir  de  gagner  100,000  marks  est  évidemment 
beaucoup  plus  répandu  que  la  compréhension  des  théories  fonda- 
mentales des  mathématiques  modernes.  Aussi,  comme  on  devait 
s'y  attendre,  plusieurs  centaines  de  soi-disantes  démonstrations 
sont  déjà  parvenues  à  la  Société  scientifique  de  Gôttingue.  La  par- 
ticipation des  mathématiciens  proprement  dits  est  en  réalité  très 
faible.  Les  envois  sont  dus  à  des  étudiants  ou  étudiantes,  des 
ingénieurs,  directeurs  de  banques,  etc. 

La  Société  scientifique  de  Gôttingue  ne  publiera  pas  de  rapport 
sur  les  envois  qu'elle  continuera  sans  doute  à  recevoir  encore 
pendant  longtemps.  S'il  y  a  lieu,  elle  se  bornera  à  faire  connaître 
le  lauréat  dans  le  délai  indiqué  ci-dessus. 

Nominations  et  distinctions. 

M.  P.  BouTRoux  est  chargé  du  cours  de  Mécanique  rationnelle 
à  l'Université  de  Poitiers,  en  remplacement  de  M.  Lebesgue,  qui 
prend  la  chaire  de  Calcul  différentiel  et  intégral. 

M.  C.  Caratheodory,  privat-docent,  est  nommé  professeur  à 
l'Université  de  Bonn. 
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M.  G.  Darboux,  secrétaire  perpétuel  de  TAcadémie  des  Sciences 
de  Paris,  est  nommé  membre  de  l'Académie  des  Sciences  de 
Halle. 

M.  G. -H.  Darwin,  de  Cambridge,  est  nommé  membre  corres- 
pondant de  TAcadémie  des  Sciences  de  Berlin. 

M.  GouRSAT,  répétiteur  adjoint,  est  nommé  répétiteur  titulaire 
d'Analyse  à  TEcole  polytechnique  de  Paris,  en  remplacement  de 
M.  H.  Laurent,  décédé. 

M.  Hagbn,  directeur  de  l'Observatoire  du  Vatican,  est  nommé 
membre  de  TAcadémie  des  Sciences  de  Halle. 

M.  \V.  Hartwell  est  nommé  professeur  extraordinaire  de  ma- 
thématique à  l'Université  de  Kansas,  E.-U. 

M.  Helmbrt,  directeur  de  l'Institut  géodésique  de  Potsdam,  est 
nommé  membre  associé  étranger  de  la  Royal  Society  de  Londres. 

M.  Herc.lotz,  professeur  extraordinaire  à  l'Université  de  Grtt- 
tingue,  est  nommé  professeur  extraordinaire  à- l'Ecole  technique 
supérieure  de  Vienne. 

M.  Laisant,  répétiteur  auxiliaire  de  Mécanique,  est  nommé 
répétiteur  titulaire  à  l'Ecole  polytechnique  de  Paris,  en  remplace- 
ment de  M.  FouRET,  admis  à  la  retraite. 

M.  G.  Loria,  professeur  à  l'Université  de  Gènes,  est  nommé 
membre  honoraire  de  la  Société  mathématique  d'Amsterdam. 

M.  E.  Maillet,  répétiteur  auxiliaire  d'Analyse,  est  nommé  répé- 
titeur adjoint  à  l'Ecole  polytechnique  de  Paris,  en  remplacement 
de  M.  GouRSAT,  nommé  répétiteur  titulaire. 

M.  Ernst  Xeumann,  professeur  extraordinaire,  est  nommé  pro- 
fesseur ordinaire  à  l'Université  de  Marbourg. 

M.  Erhard  Schmidt  (Dorpat;,  privat-docent  à  l'Université  de 
Bonn,  est  nommé  professeur  ordinaire  à  TUniversité  de  Zurich. 

M.  ScHUR,  de  l'Ecole  technique  supérieure  de  Karlsruhe,  est 
nommé  professeur  à  l'Université  de  Strasbourg,  en  remplacement 
de  M.  Reye,  admis  à  la  retraite. 

M.  VoLTERRA,  de  l'Université  de  Rome,  est  nommé  membre  de 
l'Académie  des  Sciences  de  Halle. 
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Rapport  sur  la  réforme  de  renseignement  mathématique 
dans  les  nniversités  antrichiennes^ 

«Le  nombre  des  professeurs  de  mathématiques  et.  par  suite,  l'organisa- 
tion de  l'enseignement  de  cette  branche  fondamentale  dans  les  facultés  de  phi« 
losophie  des  universités  autrichiennes  est  bien  loin  de  satisfaire  aux  exigen- 
ces, même  les  plus  modestes,  de  la  science  moderne.  Aussi,  lorsque  la 
Faculté  de  Philosophie  de  l'Université  de  Cracovie  proposa  aux  autres  uni- 
versités de  présenter,  au  Ministère  de  l'Instruction  publique  un  rapport  sur 
ce  sujet,  sa  proposition  rencontra-t-elle  une  approbation  générale. 

Depuis  un  demi-siècle,  les  ex'igences  auxquelles  doit  satisfaire  l'enseigne- 
ment des  mathématiques  à  l'Université  se  sont  profondément  modifiées  et 
multipliées. 

Si  l'enseignement  universitaire  des  Mathématiques,  considérées  comme 
branche  principale,  veut  répondre  d'une  façon  rigoureuse  aux  exigences  mo- 
dernes, il  ne  doit  plus  être  la  simple  continuation  de  l'enseignement  au  gym- 
nase  ;  il  faut,  au  contraire,  qu'il  s'occupe  aussi  des  Mathématiques  élémen- 
taires, brièvement  il  est  vrai,  mais  d'une  façon  rigoureusement  scientifique. 
En  d'autres  termes,  il  faut  consacrer  actuellement  un  certain  nombre  d'heures 
à  l'enseignement  des  mathématiques  élémentaires. 

En  outre,  de  nouvelles  branches  mathématiques  se  sont  développées  et 
l'importance  scientifique  qu'elles  ont  actuellement  est  si  réelle,  qu'elles  doi- 
vent être  introduites  nécessairement  dans  les  programmes  d'une  manière  ré- 
gulière. Comment  pourrait-on,  par  exemple,  laisser  de  côté  dans  l'enseigne- 
ment universitaire  la  nouvelle  Théorie  des  fonctions  ou  \a  Géométrie sj-nthé- 
tique?  L'enseignement  de  ces  nouvelles  branches  exige  nécessairement  des 
heures  supplémentaires.  Mais,  en  raison  du  caractère  déductif  des  mathéma- 
tiques, on  ne  dispose  que  de  peu  de  place  pour  leis  branches  nouvelles  dans 
l'ensemble  des  cours  actuels  ;  d'autre  part,  il  est  nécessaire  que  les  cours  élé- 
mentaires soient  donnés  chaque  année,  d'autant  plus  qu'ils  sont  indispensa- 
bles aux  étudianpts  qui  désirent  suivre  avec  profit  l'enseignement  de  la  Physi- 
que. Or  cela  n'.est  possible  qu'avec  un  nombt*e  suffisant  de  professeurs. 

Mais  il  y  a  encore  une  autre  raison  pour  laquelle  l'enseignement  des  Ma- 
thématiques, considérées  comme  branche  principale,  exige  un  plus  grand 
nombre  de  professeurs.  De  même  que  l'Histoire  naturelle  ou  les  sciences 
historiques,  les  Mathématiques  se  sont  différenciées,  à  l'heure  actuelle  si 
profondément,  qu'on  doit  les  diviser  en  plusieurs  branches  spéciales  différant 


>  Ce  rapport  a  été  rédigé,  sur  rinitiative  de  l'Université  de  Cracovie,  dans  une  réunion 
tenue  à  Vienne  par  les  délégués  des  différentes  Facultés  de  Philosophie  d<^  TAutriche  [Czer- 
nowitz,  Graz,  Innsbruck,  Cracovie,  Leinberg,  Prague  (univ.  allem.;,  Prague  (univ.  bohème). 
Vienne |.  Il  a  été  transmis  aux  Ministères  de  l'Instruction  publique  et  des  Finances,  après 
avoir  été  approuvé  à  l'unanimité  par  les  dites  Facultés.  —  (La  Réd.) 


Digitized  by 


Google 


NOTES  ET  DOCUMENTS  517 

entre  elles  par  le  conteau  et  la  méthode.  11  faut  distinguer  pour  le  moins  dans 
les  Mathématiques  pures  les  trois  grands  domaines  suivants  : 

lo  Théorie  des  nombres  et  Algèbre  supérieure. 

2o  L'Analyse  supérieure,  qui  comprend  le  Calcul  différentiel  et  intégral, 
la  théorie  des  équations  différentielles,  le  Calcul  des  variations,  la  Théorie 
des  fonctions,  etc. 

3^  La  Géométrie  analytique  et  synthétique,  y  compris  la  théorie  des  grou- 
pes de  transformation. 

Eu  dehors  de  ces  domaines,  appartenant  aux  Mathématiques  pures,  il  fau- 
drait encore  mentionner  celles  des  branches  des  Mathématiques  appliquées 
qui  ne  peuvent  être  enseignées  que  par  des  spécialistes,  étant  donné  leur 
relation  étroite  avec  les  Mathématiques  pures.  Parmi  celles-ci  il  faut  nommer 
avant  tout,  abstraction  faite  de  TAstronomie  théorique  et  de  la  Physique 
mathématique  : 

lo  Le  Calcul  des  probabilités  y  compris  ses  applications  diverses. 

2«  La  Mécanique  analytique,  et  eniin, 

3o  La  Géométrie  descriptive  et  les  diverses  méthodes  graphiques  (Stati- 
que graphique,  méthodes  graphiques  d'intégration),  d'une  importance  capi- 
tale pour  la  conception  de  l'espace. 

Si,  d'une  part,  l'on  tient  compte  du  fait  qu'aucun  mathématicien,  exception 
faite  de  quelques  rares  esprits  de  génie,  ne  peut  posséder  à  fond  plus  d'un 
des  domaines  mentionnés;  si  l'on  considère  d'autre  part  qu'un  enseignement 
captivant,  capable  d'inspirer  à  l'auditeur  l'amour  de  la  science  et  de  Tini- 
tier  à  la  méthode  d'investigation,  ne  peut  être  donné  que  par  un  professeur 
s'adonnant  lui-même  aux  recherches,  on  comprendra  qu'il  est  impossible  que 
toute  la  charge  de  l'enseignement  des  Mathématiques  ne  soit  supportée  que 
par  deux  professeurs. 

Considérons  maintenant  les  Mathématiques  comme  branche  secondaire.  A 
ce  propos,  il  faut  appuyer  sur  le  fait  que  l'importance  des  Mathématiques 
pour  les  autres  sciences  s'est  considérablement  accrue  depuis  un  demi-siècle. 
La  Physique,  et  avec  elle  les  Mathématiques,  se  sont  profondément  intro- 
duites dans  les  sciences  naturelles  (physiques  et  chimiques)  et  s'y  introduisent 
tous  les  jours  plus  profondément.  Tous  les  naturalistes  devraient  connaître  la 
Thermodynamique,  et  la  Chimie  théorique  n'est  accessible  aujourd'hui  qu'aux 
personnes  versées  dans  cette  science.  Mais  alors  il  ne  peut  être  question, 
pour  l'étudiant,  de  Thermodynamique,  sans  qu'il  possède  certaines  connais- 
sances du  Calcul  différentiel  et  intégral.  Il  faut  donc  que  ceux  qui  se  desti- 
nent à  l'étude  des  sciences  naturelles  aient  la  possibilité  d'acquérir  certaines 
connaissances  des  Mathématiques  supérieures.  Or  cet  enseignçment  ne  peut 
être  donné  par  aucun  des  cours  du  programme  des  mathématiques  considé- 
rées comme  branche  principale.  En  effet,  en  raison  du  peu  de  temps  dont  on 
dispose,  l'enseignement  des  Mathématiques  considérées  comme  branche 
secondaire  doit  être  tout  autre.  On  devra  laisser  une  part  plus  grande  à 
l'intuition;  en  outre,  pour  faciliter  la  compréhension  de  certaines  notions 
et  de  certaines  propositions,  il  ne  faudra  pas  les  traiter  dans  toute  leur 
généralité,  mais  savoir,  «lu  contraire,  se  limiter  comme  il  convient.  On 
s'est  déjà  rendu  compte  de  cet  état  de  choses  dans  la  littérature  mathémati- 
que; des  auteurs  de  premier  ordre  ont  publié  toute  une  série  de  livres 
d'études  conformes  à  cet  ordre  d'idées,  en  allemand,  français,  italien  et  an- 
glais iLorentz,  Appell,  Burkhardt,  Nernst  et  Schônflies,  Perry.  etc.). 

En  d'autres  termes,  l'enseignement  des  Mathématiques  considérées  comme 
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branche  secondaire,  doit  posséder  une  organiscition  spéciale,  îndépendaDte 
de  celle  concernant  l'enseignement  des  Mathématiques  considérées  comme 
branche  principale. 

Pour  déterminer  le  nombre  minimum  de  professeurs  pouvant  fournir  un 
enseignement  répondant  dans  une  certaine  mesure  aux  besoins  qui  Tiennent 
d'être  mentionnés,  nous  devons  nous  représenter  le  programme  qui  s'y 
rapporte.  Les  particularités  d'un  tel  programme  dépendront  naturellement 
des  vues  personnelles  des  professeurs  en  question  et  des  circonstances  parti- 
culières auxquelles  ce  programme  devra  se  soumettre  dans  chaque  université. 
Cependant,  en  ce  qui  concerne  seulement  les  Mathématiques  pures,  il  ne  dif- 
férerait pas  essentiellement  du  modèle  suivant.  (Pour  abréger  Texposc.  nous 
indiquons  la  division  des  études  par  années  et  non  pas  par  semestres». 

Plan  d'un  programme  normal  d'étudeî»  a  L'uNiVERsrrt. 

Première  année.  —  Introduction  à  l'Analyse  mathématique  et  an  Calcul  dif- 
férentiel, cléments  du  Calcul  intégral,  avec  exercices.  5  heures  par  semaine. 

Introduction  à  la  Géométrie.  Premiers  principes  de  la  Géométrie  analyti- 
que et  synthétique,  avec  exercices,  3  heures  par  semaine. 

En  outre  : 

Un  cours  de  mathématiques  pour  les  étudiants  en  sciences  naturelles  «phy- 
siques et  chimiques},  avec  exercices,  5  heures  par  semaine. 

Deuxième  année.  —  Calcul  intégral  et  premiers  principes  de  la  théorie 
des  fonctions  de  variables  complexes,  avec  exercices,  5  heures  par  semaine. 

Géométrie  analytique  et  Géométrie  différentielle,  avec  exercices,  5  heures 
par  semaine. 

Propriétés  principales  des  équations  algébriques  et  éléments  de  la  théo- 
rie des  nombres,  avec  exercices,  3  heures  par  semaine. 

Troisième  et  quatrième  année,  ei  éventuellement  années  subséquentes.  — 
Cours  supérieurs  sur  la  théorie  des  équations  différentielles,  le  Calcul  des 
variations,  la  théorie  des  fonctions,  la  théorie  des  groupes  de  transforma- 
tion, sur  les  principes  de  l'Arithmétique  et  de  la  Géométrie,  etc.,  au  moins 
3  heures  par  semaine. 

àSéminaire  pour  l'Analyse  mathématique,  2  heures  par  semaine. 

Séminaire  pour  la  Géométrie,  2  heures  par  semaine. 

Séminaire  pour  la  théorie  des  nombres  et  l'Algèbre  supérieure,  2  heures 
par  semaine. 

Mais  il  faut  encore  bien  spécifier  que  le  programme  ci-dessus  mentionné 
n'indique  que  ce  qui  est  absolument  nécessaire  aux  futurs  maîtres  de  gym- 
nases ;  si  Ton  veut  obtenir  une  préparation  plus  étendue,  ce  qui  est  du  reste 
la  tâche  principale  de  l'université,  il  faut  encore  augmenter  ce  programme 
de  toute  une  série  de  cours  sur  les  domaines  spéciaux  des  mathématiques 
pures  et  sur  les  différentes  branches  des  mathématiques  appliquées. 

Le  programme  indiqué  ne  correspond  donc  qu'à  un  minimum.  Or,  l'exécu- 
tion d'un  tel  programme  demande  au  moins  trois  professeurs,  et  encore  ce 
nombre  ne  suffit-il  que  si  deux  de  ces  trois  chaires  disposent  chacune  d'un 
assistant;  les  exercices  correspondant  aux  cours  élémentaires  devront  être 
dirigés  en  effet  par  les  assistants  sous  le  contrôle  des  professeurs.  Car,  pour 
que  les  exercices  soient  vraiment  profitables,  il  faut  qu'ils  soient  individua- 
lisés, comme  c'est  le  cas  depuis  longtcinps  dans  les  écoles  supérieures  tech* 
niques  pour  toutes  les  branches  pratiques  et  pour  la  Géométrie  descriptive. 
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C'est-à-dire  qu  il  ne  suffit  pas  d'exécuter  dans  la  salle  de  cours  des  exem- 
ples au  tableau  noir  avec  un  ou  plusieurs  étudiants,  mais  il  faut  leur  propo- 
ser un  choix  d'exemples  parmi  lesquels  ils  prendront  alors  d'eux-mêmes  les 
problèmes  à  résoudre  sous  la  direction  personnelle  du  professeur  et  de  l'as- 
sistant. L'activité  personnelle,  même  à  un  degré  si  faible,  est  une  condition 
particulièrement  nécessaire  au  futur  maître,  car  il  devra  apporter  lui-même, 
dans  son  enseignement,  de  la  sûreté  et  de  l'entrain.  D'autre  part,  la  réforme 
proposée  pour  l'enseignement  des  mathématiques  dans  les  écoles  secondaires 
exige  aussi  préalablement  une  préparation  conforme  du  maître. 

Etant  donné  que  dans  tout  pays  l'instruction  publique  dans  son  ensemble 
dépend  en  première  ligne  de  l'enseignement  dans  les  universités,  c'est-à- 
dire  qu'une  bonne  organisation  de  l'enseignement  universitaire  est  d'une  im- 
portance capitale  pour  l'instruction  générale,  les  Facultés  de  Philosophie 
des  universités  autrichiennes  estiment  qu'il  est  urgent  de  satisfaire  ces  exi- 
gences de  l'enseignement  universitaire. 

Il  devrait  donc  y  avoir  au  moins  trois  chaires  de  mathématiques  dans  la 
Faculté  de  Philosophie  de  toute  université  autrichienne,  avec  les  attribu- 
tions suivantes  : 

1)  Pour  la  théorie  des  nombres  et  l'algèbre  supérieure, 

2)  pour  l'Analyse  mathématique,  , 

3)  pour  la  Géométrie. 

Au  moins  deux  de  ces  chaires  devront  être  des  chaires  ordinaires  pourvues 
iV  assistants . 

Mais,  comme  dans  tout  grand  pays,  il  doit  y  avoir  des  universités  pou- 
vant offrir  aussi  dans  une  plus  large  mesure  des  études  scientifiques  spé- 
ciales, il  est  nécessaire,  qu  en  outre  des  chaires  et  des  places  d'assistants 
({ui  viennent  d'être  mentionnées,  les  Facultés  philosophiques  des  grandes 
universités  présentent  aussi,  pour  le  moins,  les  chaires  suivantes  : 

1)  Une  deuxième  chaire  ordinaire  pour  lAnalyse  supérieure, 

2)  une  chaire  ordinaire,  pourvue  d'un  assistant,  pour  les  mathématiques 
appliquées,  chaires  qui  manquent  encore  dans  les  universités  autrichiennes. 

C  est  une  comparaison  avec  les  universités  des  autres  pays  qui  nous  per- 
mettra le  mieux  de  voir  combien  ces  prétentions  sont  modestes.  Pour  établir 
cette  comparaison  sur  une  base  solide,  nous  avons  établi  dans  \g  supplément 
un  tableau  des  professeurs  de  mathématiques  pures  et  appliquées  dans  les 
universités  allemandes,  italiennes,  françaises  et  russes;  pour  cela  nous  nous 
sommes  basés  sur  le  «Jahrbuch  Minerva.»  Pour  l'Autriche.  l'Allemagne, 
l'Italie  et  la  Russie,  nous  n'avons  indiqué  que  les  professeurs  ;  pour  la  France, 
par  contre,  nous  y  avons  ajouté  les  «  Chargés  de  Cours»  et  les  «Maîtres  de 
Conférences»  et  cela,  parce  que  ces  derniers  doivent  être  considérés  comme 
correspondant  aux  professeurs  extraordinaires  des  universités  autrichiennes, 
allemandes,  italiennes  et  russes.  Parmi  les  universités  italiennes,  nous  avons 
complètement  laissé  de  côté  celles  de  Cnmerino,  Macerata.  Perrugia,  Sas- 
sari,  Sieua  et  Urbino.  car  aucune  de  ces  dernières  ne  renferme  une  «<  Facolta 
di  Scienze  fisiche,  matematiche  e  naturali.  »  Avant  d'établir  la  comparaison, 
nous  devons  encore  faire  les  remarques  suivantes  :  il  est  parfois  difficile  de 
savoir  si  telle  ou  telle  chaire  doit  être  considérée  comme  une  chaire  de  ma- 
thématiques; des  difficultés  de  ce  genre  ne  se  rencontrent  pas  dans  les  uni- 
versités autrichiennes,  mais  bien  dans  celles  des  autres  pays;  or  il  suffira 
au  connaisseur  de  jeter  un  coup  d'œil  dans  le  «Jahrbuch  Minerva»  pour  se 
rendre  compte  que  toutes  les  chaires  pour  lesquelles  la  moindre  apparence 
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de  doute  se  préseotait,  ont  toujours  été  omises  dans  la  liste  du  supplément. 
Par  conséquent  l'état  actuel  des  choses  dans  les  universités  autrichiennes 
est  encore  passablement  plus  désavantageux  que  ne  le  montre  la  comparai- 
son qui  va  suivre  : 

Du  tableau  général  qui  a  été  placé  à  la  fin  du  Rapport,   nous  pouvons  dé 
duire  les  moyennes  suivantes  : 


Nombre  moyen  des  professeurs  de  mathématiques  pures  et  appliquée» 

CALCULÉ    pour    UNE    UNIVERSITÉ    DE    CHAQUE    PAYS* 


Professeurs 
ordinaires. 

ext^rl^SiîSl^^s.         TOTALX 

Autriche 

1.6 

! 
0.4          j          2.0 

! 

Allemagne 

2.1 

1.3 

3.4 

Italie 

3.9 

0.5 

4.4 

France 

2.7 

...     ,.,  1 

Russie 

3.7 

0.4 

.,  1 

Dans  ce  tableau,  les  professeurs  honoraires  (Honorarprofessoren)  désuni* 
versités  allemandes,  et.  conformément  à  une  remarque  déjà  faite,  les  a  Char- 
gés de  Cours»  et  les  «Maîtres  de  Conférences»  des  universités  françaises 
ont  été  comptés  parmi  les  professeurs  extraordinaires. 

La  seule  inspection  de  ce  tableau  démontre  directement,  même  sans  autres 
commentaires,  la  supériorité  manifeste  des  conditions  actuelles  des  univer- 
sités allemandes,  italiennes,  françaises  et  russes  sur  celles  des  universités 
autrichiennes,  même  au  cas  où  les  désirs  exprimés  plus  haut  trouveraient  leur 
satisfaction  de  la  part  du  Ministère.  Mais,  pour  se  rendre  compte  réellement 
du  désavantage  des  universités  autrichiennes  sur  les  universités  françaises, 
il  faut  encore  faire  les  observations  suivantes  : 

Les  Lycées  français  possèdent  une  classe  de  mathématiques  et  une  classe 
de  mathématiques  spéciales;  ces  classes  sont  fréquentées  après  l'oblention 
du  baccalauréat  (diplôme  de  maturité)  par  tous  ceux  qui  se  destinent  aux 
sciences  mathématiques  et  sciences  physiques  ;  dans  ces  classes,  les  élèves 
restent  au  moins  deux  ans,  s'occupent  presque  exclusivement  de  mathéma- 
tiques et  y  apprennent  très  à  fond  l'Arithmétique  théorique,  la  théorie  des 

*■  Pour  la  Suisse,  ces  nombres  sont  2,8  ;  0,6  ;  3,5. 
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séries,  la  théorie  des  fractions  continues,  la  théorie  des  fonctions  réelles  de 
variables  réelles,  le  Calcul  différentiel,  l'Algèbre  supérieure  et  la  Géométrie 
analytique  et  synthétique.  Par  conséquent,  plus  de  la  moitié  des  cours  qui 
ont  été  incorporés  dans  le  programme  proposé  plus  haut,  ne  se  trouvent 
pas  dans  les  «Facultés  des  Sciences n  de  France. 

Si  l'on  compare  ensuite  spécialement  l'université  de  Vienne,  la  seule  qui 
possède  plus  de  deux  professeurs  de  mathématiques,  à  celles  des  autres  pays, 
on  trouve  que  les  universités  suivantes  sont  au»si  bien  et  souvent  mieux  con- 
ditionnées que  celle  de  Vienne  : 

1)  En  Allemagne  :  Fribourg,  Heidelberg,  Munich,  Strasbourg,  Berlin, 
Breslau,  Gôttingue.  Halle,  Leipzig  et  fena. 

2)  Eu  Italie  :  Bologne.  Catane,  Messine^  Naples,  Padouc.  Palerme,  Pavie, 
Pise,  Rome  et  Turin. 

Ainsi,  dans  ces  deux  pays,  le  nombre  des  universités  mieux  conditionnées 
que  celle  de  Vienne  dépasse  celui  de  toutes  les  universités  autrichiennes. 

3)  Eu  France  :  Lille,  Nancy,  Paris  et  Toulouse. 

'i)  En  Russie  :  Kasan,  Kiev.  Moscou,  Odessa  et  St-Pétersbourg. 

A  En  présence  de  ces  circonstances,  les  Facultés  de  Philosophie  des  univer- 
sités autrichiennes  se  font  un  devoir  d'attirer  l'attention  du  Ministère  sur  le 
fait  que  le  nombre  des  chaires  de  mathématiques  ne  répond  plus  aux  exigen- 
ces scientifiques  et  didactiques  croissantes,  et  qu'à  ce  point  de  vue  l'Autri- 
che est  bien  en  arrière  des  autres  pays  mentionnés.  Chacune  de  nos  univer- 
sités se  rend  compte  de  cet  état  de  choses,  et  présentera,  conformément  à 
ses  besoins,  des  propositions  concernant  l'augmentation  du  nombre  des  chaires 
de  mathématiques.  Les  Facultés  de  philosophie  de  toutes  les  universités  au- 
trichiennes prient  le  Ministère,  auquel  sont  conh'és  tous  les  intérêts  scienti- 
ques  du  pays,  de  défendre  avec  insistance  la  réalisation  de  ces  propositions.» 

Note  de  la  Rédaction.  —  Le  Rapport  est  suivi  d'un  supplément  contenant 
les  noms  des  professeurs  de  mathématiques  pures  et  appliquées  des  univer- 
sités autrichiennes,  allemandes,  italiennes,  françaises  et  russes.  Nous  le  résu- 
merons en  un  tableau'  donnant  le  nombre  des  chaires  de  mathématiques. 


Ce  rapport  montre  que  dans  la  plupart  des  universités  autrichiennes,  V en- 
seignement mathématique  est  encore  insuffisant.  Les  réformes  proposées  en  vue 
d'une  meilleure  organisation  des  études  ont  l'avantage  d'être  à  la  fois  très 
rationnelles  et  fort  modestes  ;  aussi,  peut-on  espérer  qu'elles  seront  bien  ac- 
cueillies et  réalisées  dans  un  avenir  très  prochain. 

Dans  d'autres  pays  des  réformes  analogues  sont  désirables,  aussi  avons- 
nous  cru  utile  de  signaler  ici  cette  démarche  collective  et  unanime  des  uni- 
versités autrichiennes.  Leur  rapport  constitue  un  document  précieux  qui 
sera  examiné  avec  profit  par  tous  ceux  qui  travaillent  à  la  réorganisation  de 
l'enseignement  mathématique.  A  l'appui  de  leur  demande  les  auteurs  peu- 
vent encore  rappeler  le  vœu  suivant  adopté  à  l'unanimité  par  le  3°»«  Congrès 
international  des  mathématiques,  (Heidelberg.  1904)  :  «  Le  3™«  Congrès 
exprime  sa  plus  vive  sympathie  aux  efforts  des  mathématiciens  tendant  à 
obtenir  partout   leA  moyens  indispensables  aux  études  mathématiques  sous 


*  Pour  Im  Suisse  \en  nombres  correspondants  sont  :  Bâle  (3;  0;  3);  Berne  (3;  2;  5)  ;  Genève 
(3;  0;  2)  ;  Lausanne,  Faculté  technique  (3;  1  ;  4) ,  Zurich, Ecole  polyt.,  section  normale  (5;  0;  i»)  ; 
Zurich,  univer8it«'  (l  ;  1  ;  2).  —  (Réd.) 
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leur  forme  moderne  (nombre  suffisant  de  chaires,  bibliothèques  bien  fournies, 
salles  de  dessin  et  de  travaux  pratiques,  collections  de  modèles,  etc.)  et 
émet  le  vœu  que  les  Gouvernements  et  Autorités  scolaires  donnent  aux  ma* 
thématiciens  l'appui  qui  leur  est  nécessaire.  » 


£« 

si 

£« 

si 

UNIVERSITÉS 

II 

il 

l"2 

< 

UNIVERSITÉS 

II 

ti 

II 

II 

H 

èl 

o  o 

H 

/  Czernowitz 

1 

_ 

i 

.  Messine 

4  -1  4 
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2 
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2 

,   Modena 
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1 

^ 

^  V  Innsbruck 
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— 

2 
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7 

~~' 

H 
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2 

— 

2 

1  P a doue 

5 

1 

6 

§  j  Lemberg 

1 

— 

1 

i  '  Païenne 

5!    1       6 
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1 

1 

2 

^  i  Parme 

1      1       2 

'  Prague  (univ.  bohéne) 

1 

1 

2 
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4    —       4 
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3 

1 

4 
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Rome 
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7    —       7 

"~ 
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e:  -     6 
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1 

2 
3 

4 
4 

1 

Ërlangen 

2 

— 

2 

Besançon 

2    — 

2 
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8 

3 

6 

Bordeaux 

2 

1 

3 
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2 

— 

2 
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2 

1 

3 
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2 

2 

4 
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2 

— 

2 
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3 

2 

5 
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3 
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1 

2 

3 
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2 

1 

3 
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1 

4 
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Cours  universitaires. 

Semestre  d'hiver  1908-1909. 
(Suite). 

AUTRICHE-HONGRIE 

Gras.  —  Daxtscher:  Allgemeiae  Arithmetik  (auch  fur  Naturhisloriker  etc.), 
Einleitung  in  die  Anulysis,  5  ;  Math.  Seminar,  2.  —  Daublebsky  v.  Ster- 
NECK  :  Algebra,  4;  Ausgew.  Kapitel  der  lotegralrechnung,  1  ;  Math.Semi- 
nar,  2.  —  Streissler  :  Darst.  Géométrie  (Zentralprojektion),  3. 

Innsbmck.  —  Gmeiner  :  Analyt.  Géométrie  des  Raumes,  3  ;  Zahlentheo- 
rie,  3  ;  Uebungen  im  math.  Seminar,  2.  —  Zindler  :  Anwendungen  der  DifT. 
nnd  der  Integralrechnung  auf  Géométrie  und  Bewegungelehre,  6  ;  Math. 
Seminar,  1.  —  Mencer  :  Linearperspektive,  4. 

Prag.  Deutsche  Universitàt,  —  Pick  :  Uebersicht  der  Infinitesimalrech- 
nung,  3  ;  Gruppentheorie  und  algebr.  Gleichungen,  2  ;  Seminar.  2.  —  Grun- 
WALD  :  Elemente  der  Differentialgeomelrie,  3  ;  Ausgew.  Kapitel  aus  der  ana- 
lyt. Géométrie,  2.  —  Wkinek  :  Ueber  Refraktion,  Aberration,  Praecession 
und  Nutalion,  3.  —  Oppenheim  :  Einf.  in  die  Théorie  der  Kartenprojektionen, 
1  ;  Niedere  und  Einleitung  in  die  hôh.  Geodasie,  2. 

Wien  ;  Universitàt.  —  v.  Escherich  :  Einl.  in  die  Diff.  u.  Integralrechnung, 
5;  Proseminar,  1;  Seminar.  2;  Mf.rtrns  :  Zahlentheorie,  5;  Uebungen  im 
math.  Seminar,  2;  Ueb.  im  math.  Proseminar,  1.  —  Wirtingkr  ;  Funkionen- 
theorie,  5;  Math.  Seminar,  2;  Math.  Proseminar,  1.  —  Kohn  :  Einleitung 
in  die  synth.  Géométrie,  4  ;  Ueb.  zu  dieser  Vorlesung,  1  ;  Kontinuierliche 
Gruppen,  2.  —  Tauber  :  Versicherungsmathemathik.  4.  —  Blaschke  :  Einf. 
in  die  mathematische  Stntistik,  I.  3.  —  Hahk  :  Variationsrechnung.  3,  und 
V,  ScHRVTKA  :  Besprechuug  neuerer  math.  Arbeiten.  2.  —  Hanni  :  Théorie 
der  ganzen  transzendenten  Funktionen,  2.  —  v.  Schrutka  :  Théorie  und  An- 
wendung  der  Determinanten,  1.  —  v.  Hepperger  :  Sphar.  Astronomie,  't. 
Geogr.  Ortsbestimmung,  1.  —  Scuram  ;  Astron.  Chronologie  (mit  beson- 
derer  Rûcksicht  auf  Historiker),  1.  —  Prey  :  Die  Fîgur  der  Erdc,  2.  — 
Herz  :  Bahnbestimmung,  1. 

FRANCE 

Paris;  Faculté  des  Sciences.  —  Cours  de  mathématiques  du  l®"*  semestre 
1908-09  (Ouverture  le  3  novembre  1908)-  —  G.  Darboux  :  Des  principes 
généraux  de  la  Géométrie  infinitésimale.  Il  étudiera  en  particulier  la  théorie 
des  systèmes  triples  orthogonaux.  (2  leçons  par  semaine).  —  Goursat  :  Des 
opérations  du  Calcul  dififérentiel  et  intégral.  Eléments  de  la  Théorie  des 
Fonctions  analytiques  (2). —  P.  Paiklevé  :  Des  lois  générales  de  l'équilibre  et 
du  mouvement.  (2)  —  P.  Appell  :  Partie  du  Cours  de  mathématiques  générales. 
(2)  —  L.  Raffy  :  Théorie  des  courbes  gauches  et  propriétés  des  lignes  tracées 
sur  les  surfaces. (1)  —  H.  Poipjcaré  :  Théorie  des  marées. (2) —  J.  Boussiisesq  : 
Propriétés  thermomécaniques  des  corps  et  Courants  de  convection  calori- 
fiques. (2)  —  G.  Kœnigs  :  Des  moteurs  thermiques  (2).  —  E.  Borel  :  Théorie 
du  prolongement  analytique  et  ses  généralisations,  quelques  applications 
du  calcul  des  probabilités  à  la  statistique  et  aux  sciences  expérimentales  (2). 
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Conférences.  —  L.  Raffy  :  Conférence  en  vue  du  Certificat  de  Géométrie 
supérieure  (1)  et  eu   vue   du  Certificat  du  Calcul  différentiel  et  intégral  (1). 

—  Hadamard  :  Conférences  de  Calcul  différentiel  et  intégral  (1)  et  d'analyse 
supérieure  (1). —  P.  Puiseux  :  Conférences  sur  la  mécanique  (2).  —  Blutel: 
Conférences  en  vue  du  Certificat  de  mathématiques  générales  (2).  —  Servant: 
Conférences  de  Mécanique  physique  et  expérimentale  et  travaux  pratiques.  (1) 

—  Caron  :  Travaux   graphiques  du  Ortificat  de  Géométrie  supérieure  (1). 


BIBLIOGRAPHIE 


Annaaire  da  Bureau  des  Longitudes  pour  1909.  —  l  vol.  in-16o,  de  plus 
de  950  p.,  avec  figures  et  planches  ;  1  fr.  50  (franco  1  fr.  85)  ;  Gauthier- 
Villars,  Paris. 

Suivant  l'alternance  adoptée,  ce  volume,  contient,  outre  les  données  astro- 
nomiques, des  Tableaux  relatifs  à  la  Physique,  à  la  Chimie,  à  l'Art  de 
l'Ingénieur.  Cette  année,  nous  signalons  tout  spécialement  les  Notices  de 
M.  G.  Bigourdan  :  Les  Étoiles  variables^  et  celle  de  M.  Ch.  Lallemand  : 
Mouvements  et  déformations  de  la  croûte  terrestre. 

Oeuvres  de  Charles  Hermite,  publiées  sous  les  auspices  de  l'académie  des 
sciences  par  Emile  Picard.  Tome  II,  1  vol.  8°,  520  pages  avec  un  portrait  ; 
18  fr.  ;  Gauthier-Villars,  Paris. 

Comme  pour  le  tome  premier  M.  Picard  a  groupé  le«  mémoires  à  peu 
près  dans  Tordre  chronologique.  Ces  mémoires,  qui  vont  de  1858  à  1872,  se 
rapportent  principalement  aux  remarquables  travaux  d'Hermite  sur  la  réso* 
lution  de  Téquation  du  5™^  degré,  la  théorie  des  équations  modulaires,  la 
théorie  des  fonctions  elliptiques  et  un  certain  nombre  d'autres  questions 
d'Algèbre  et  d'Analyse  supérieures  qui  faisaient,  à  cette  époque,  l'objet 
des  recherches  du  grand  géomètre.  M.  E.  Picard  y  a  joint  des  Notes 
publiées  par  Hermite  dans  différents  Ouvrages,  quelques  pages  de  son 
Cours  d'Analyse  de  V Ecole  polytechnique  et  une  lettre  à  M.  Jules  Tannery 
se  rapportant  aux  fonctions  modulaires.  Le  texte  et  les  épreuves  ont  été 
revus  avec  soin  par  M.  Bourget  qui  a  refait  ou  tout  au  moins  contrôlé  tous 
les  calculs. 

En  tète  de  l'Ouvrage,  les  éditeurs  ont  placé  un  portrait  d'Hermite  qui  le 
représente  aux  environs  de  sa  cinquantième  année. 

Comme  nous  l'avons  déjà  dit  pour  le  premier  volume,  la  lecture  des  mé- 
moires d'Hermite  est  d'un  grand  intérêt  non  seulement  pour  tous  les  mathé- 
maticiens, mais  aussi  pour  l'étudiant  bien  doué  qui  désire  s'initier  aux 
recherches  d'Algèbre  et -d'Analyse  supérieures. 

GoMEs  Teixeira.  —  Obras  sobre  Mathematica  publica  das  por  ordem  do 
Governo  Porluguès.  Volume  IV:  Traité  des  courbes  spéciales  remar^ 
quahles,  planes  et  gauches,  tome  \.  —  1  vol.  gr.  in-4",  401  p.  ;  20  fr.  ; 
Imprema  da  Universidado,  Coimbre. 
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Ce  tome  IV  des  Oeuvres  mathématiques  de  M.  Gomes  Tbixjeira  est  en- 
tièrement consacré  à  la  traduction  revue  et  augmentée  du  Tratado  de  las 
curvas  especiales  notables,  couronné  par  rAcadémie  des  Sciences  de  Madrid 
en  1899.  Celle-ci  avait  proposé,  en  1892  et  en  1895»  le  travail  suivant  :  faire 
un  «  Catalogue  méthodique  de  tputes  les  courbes^  d'une  classe  quelconque 
ayant  reçu  un  nom  spécial,  avec  une  idée  succinte  de  la  forme,  des  équations, 
et  des  propriétés  générales  de  chacune  d'elles*  et  une  notice  des  ouvrages 
ou  des  auteurs  qui  en  ont  fait  la  première  mention  ». 

Le  nouvel  exposé  que  publie  actuellement  M.  Teixeira  comprendra  deux 
volumes.  Le  premier,  qui  fait  Tobjet  du  présent  compte  rendu,  est  consacré 
à  l'étude  des  courbes  algébriques  planes  d'après  le  programme  ci-dessus. 
On  y  trouve  une  étude  très  approfondie  de  cubiques  et  de  quartiques,  ainsi 
que  de  quelques  courbes  du  G"»»  et  du  S"»»  degré.  ' 

Dans  chacuue  de  ces  classes  l'auteur  a  résumé  un  grand  nombre  de  courbes 
remarquables,  dont  il  étudie  la  forme,  la  construction,  la  rectification,  la 
quadrature,  ainsi  que  les  principales  propriétés  ;  il  a  soin  d'y  joindre  tou- 
jours les  indications  historiques  relatives  à  la  courbe.  Il  considère  auçsi  les 
relations  dé  chaque  courbe  avec  les  autres. 

Dans  on  second  volume  M.  Teixeira  réunira  de  nombreuses  courbes 
transcendantes  planes,  quelques  classes  de  courbes  planes  et  les  courbes 
gauches  les  plus  remarquables. 

Cette  étude  méthodique  des  courbes  les  plus  remarquables  représente 
un  travail  considérable.  Elle  sera  particulièrement  bien  accueillie  par  les 
professeurs  qui  cherchent  à  renouveler  leurs  exercices  et  problèmes  de  Géo- 
métrie analytique  et  d'applications  géométrique  du  Calcul  différentiel  et 
intégral.  H.  F. 

G.  Arkoux.  —  Arithmétique  graphique.  Les  espaces  arithmétiques,  leurs 
transformations .  (Essais  de  psychologie  et  de  métiphysique  positives).  — 
i  vol.  ^T.  in  8o.  XII  -|-  84  p.;  3  fr.  ;  Gaulhier-Villars,  Paris. 

Nous  avons  signalé  ici-même  (9>  année,  p.  326)  l'apparition  du  deuxième 
volume  de  l'Arithmétique  graphique,  consacré  à  l'étude  des  fonctions  arith- 
métiques et  des  congruences.  On  se  rappelle  le  rôle  qu'ont  joué  dans  cette 
étude  les  assemblages  de  points  ou  de  cases  appelés  espaces  arithmétiques, 
qui  dans  le  cas  du  plan  se  réduisent  aux  réseaux  de  carrés.  Cest  la  consi- 
dération de  ces  espaces  arithmétiques  qui  a  permis  à  M.  Arnoqx  de  deviner, 
de  retrouver  et  de  découvrir  les  propriétés  des  nombres  entiers  et  des  con- 
gruences qu'il  établit  dans  les  deux  premiers  volumes  de  spn  Arithmétique 
graphique. 

11  était  utile  de  réunir  les  propriétés  essentielles  de  ces  espaces  arithmé- 
tiques. C'est  ce  que  MM.  Ârnoux  et  Laisant  se  sont  proposé  de  faire  en 
publiant  ce  troisième  volume  de  l'Arithmétique.  Tandis  que  les  deux  pre- 
miers volumes  contiennent  surtout  des  applications  des  méthodes  imaginées 
par  M.  Arnoux,  le  3*  volume  rédigé  aussi  en  grande  partie  par  M.  Laisant 
est  consacré  à  l'étude  des  espaces  arithmétiques  en  eux  mêmes. 

Pour  simplifier,  les  auteurs  s'occupent  plus  spécialement  des  espaces 
arithmétiques  à  deux  dimensions.  Mais  ils  montrent  comment  les  résultats 
obtenus  s'étendent  aux  espaces  arithmétiques  à  un  nombre  quelconque  de 
dimensions.  Les  procédés  de  la  géométrie  analytique  peuvent  être  appliqués 
à  cette  étude,  car  de  même  qu'en  géométie  analytique,  les  positions  des  élé- 
ments constitutifs  des  espaces   arithmétiques  sont  définies  par  leurs  coor- 
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données.  Seulement  ces  coordonnées  sont  des  nombres  entiers.  Mais  c'est  la 
théorie  des  vecteurs  qui  fournit  l'instrument  de  recherches  le  mieux  appro- 
prié à  l'étude  des  espaces  de  M.  Arnonx. 

Le»  deux  premiers  chapitres  sont  consacrés  aux  espaces  illimités  et  a 
leurs  transformations.  Dans  les  chapitres  suivants  les  auteurs  étudient  les 
espaces  modulaires*  Le  3*  chapitre,  dû  à  M.  Laisant,  traite  de  la  structure 
de  ces  espaces;  le  chapitre  IV  est  consacré  à  leurs  transformations. 

Les  chapitres  V  et  VI  traitent  des  espaces  multi-modulaires  et  partielle- 
ment modulaires.  Enfin  dans  le  chapitre  VII  M.  Arnoux  donne  quelques 
applications  se  rapportant  surtout  aux  questions  traitées  par  M.  Gaston 
Tarry.  '^ 

On  saura  gré  à  MM.  Arnoux  et  Laisant  d'avoir  réuni  en  un  petit  volume 
facile  à  lire  les  propriétés  essentielles  des  espaces  arithmétiques,  base  des 
recherches  originales  de  M.  Arnoux. 

D.  MiRiMANOFF  (Genève). 

H.  B0UA8SE.  —  Coars  de  Physique  conforme  aux  programmes  des  Certificats 
et  de  l'Agrégation  de  Physique.  Fascicule  III.  Electricité  et  Magnétisme. 
—  1.  vol.  gr.  in-8*  de  412  pages  ;  12  fr.;  Ch.  Delagrave,  Paris*. 

C'est  surtout  dans  l'étude  des  phénomènes  électriques  et  magnétiques  que 
la  Physique  emploie  les  théories  mathématiques  qui  semblent  les  plus  diffi- 
ciles et  les  plus  redoutables  aux  débutants.  Les  notions  d'intégrales  simples, 
(doubles,  triples,  étendues  à  dés  lignes,  à  des  aires  planes  ou  courbes,  à  des 
volumes,  si  on  les  présente  dans  l'abstraction,  sont  choses  qui  semblent  ap- 
partenir aux  plus  hauts  domaines  de  la  spéculation  analytique.  En  fait,  cette 
partie  de  la  Science  n'aurait  probablement  jamais  été  imaginée  si  elle 
n'avait  traduit  de  manière  absolument  nécessaire  les  réalités  de  la  mécanique 
des  milieux  continus.  Aussi  M.  Bonasse  paraissant  craindre  d*une  part  l'ac- 
cusation d'employer  trop  l'analyse,  je  crois  d'autre  part  avec  lui  qu'une  accu- 
sation bien  plus  terrible  est  à  craindre  dans  le  camp  des  analystes:  celle 
de  ne  plus  voir  assez  la  Physique  dans  les  théories  analytiques  qu'elle  a  fait 
naître.  Au  temps  de  Coulomb  et  même  d'Ampère  on  connaissait  encore  trop 
peu  de  choses  en  Electricité  et  les  lacunes  étaient  trop  grandes  pour  que 
l'on  puisse  se  représenter  l'appareil  mathématique  admirablement  réduit 
qui  donnerait  le  moyen  d'aborder  toutes  les  questions  avec  la  même  écono- 
mie de  pensée*  Depuis,  cet  appareil  s'est  précisé,  il  tient  quelques  pages  dans 
le  nouveau  voliïme  de  M.  Bouasse  ;  on  l'étudiera  d'abord  non  comme  une 
sèche  nomenclature  de  formules,  mais  comme  un  résumé  des  faits  physiques 
qui,  dans  la  suite,  sortiront  de  là  avec  une  très  grande  élégance. 

Le  point  capital  sur  lequel  l'auteur  insiste  d'abord  est  la  formule  due  à 
Stokes  qui  lie  le  flux  à  travers  une  aire  à  la  circulation  le  long  du  contour 
de  la  même  aire.  Avec  les  -physiciens  anglais  il  appelle  curl  du  vecteur 
X,  Y,  Z  le  nouveau  vecteur 


bZ        ôY 

bX        ôZ 

ôY  _  ôX 

—  ^_  — 

A  -'~~    — —   -^^    — — 

hy-          55   ' 

Ô2             ÔJC    ' 

bx      .  by 

Le  flux  du  second  égale  la  circulation  du  premier.  De  ce  théorème  peuvent 
sortir   d'innombrables    applications  et    notamment   toute  l'électro-optique. 


^  Voir  dans  VEnseign.  mathém.^  les  analyses  du  fascicule  I  (T.  IX.  1907,  p.  329)  et  du  fasci- 
cule Il  (T.  X.  1908.  p.  346). 
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D'ailleurs,  sans  qu'on  ait  besoin  d'attendre  les  applications  électriques,  on 
trouve  dans  ce  premier  chapitre  des  applications  hydrodynamiques  matéria- 
lisant, pour  ainsi  dire,  des  notions  telles  que  celle  du  flux.  Un  autre  point 
qu'il  serait  bien  regrettable  de  passer  sous  silence  est  relatif  à  la  définition 
du  potentiel  et  notamment  au  cas  où  son  expression  est  une  fonction  multi- 
forme des  coordonnées.  Alors  le  travail  accompli  le  long  de  certains  contours 
ne  reste  constant  dans  la  déformation  de  ceux-ci  que  si  cette  déformation  a 
lieu  sans  que  soient  franchis  certains  points,  certaines  lignes  ou  certaines 
surfaces. 

Le  chapitre  II  est  consacré  aux  actions  en  raison  inverse  du  carré  de  la 
distance.  Remarquons  notamment  qu'une  couche  sphérique  est  sans  action 
sur  un  point  intérieur  et  que  réciproquement  ce  phénomène  ne  peut  avoir 
lieu  que  pour  une  action  de  la  nature  indiquée.  Ceci  nous  conduit  tout  natu- 
rellement aux  couches  en  équilibre  sur  un  conducteur,  lesquelles  font  naître 
à  l'intérieur  un  potentiel  constant. 

Le  chapitre  III  traite  de  la  polarisation.  Une  molécule  polarisée  ou  aimant 
élémentaire  est  constituée  par  deux  masses  -|-  m  et  —  m  situées  à  une  dis- 
tance dL  De  telles  molécules  peuvent  s'arranger  en  files  (solénoïdes)  ou  en 
nappes  (feuillets).  En  général  les  corps  polarisés  agissent  les  uns  sur  les 
autres  et  se  modifient  ainsi  réciproquement  (polarisation  induite). 

Le  théorème  de  Stokes  trouve  une  application  immédiate  avec  le  potentiel 
vecteur  défini  comme  ayant  pour  curl  le  vecteur  induction.  A  propos  de  l'at- 
traction newtonienne  M.  Bonasse  montre  rapidement  le  rapport  de  la  loi  de 
Newton  et  des  lois  de  Kepler,  il  indique  la  détermination  expérimentale  de 
la  constante  de  la  gravitation  puis,  suivant  l'hypothèse  cosmogonique  de 
Laplace,  examine  les  conditions  de  condensation  de  la  nébuleuse  solaire 
jusqu'à  la  formation  du  Soleil  ;  il  explique  l'origine  de  la  chaleur  solaire  en 
admettant  surtout  la  contraction,  encore  possible  à  l'heure  actuelle,  du  dia- 
mètre de  cet  astre.  Dans  le  même  ordre  d'idées  il  expose  une  théorie  dyna- 
mique des  marées. 

Nous  passons  maintenant  à  la  seconde  partie  du  livre,  divisée  en  dix  cha- 
pitres, partie  où  sont  exposés  en  détail  les  phénomènes  électriques  et  magné- 
tiques proprement  dits. 

Dans  le  chapitre  I  (Electricité  statique.  Distribution,  Capacités)  on  peut 
remarquer  dès  le  début  la  démonstration  de  Cavendish  quant  à  l'action 
en  raison  inverse  du  carré  de  la  distance.  Elle  consiste  à  vérifier  qu'une 
couche  sphérique  ne  peut  charger  un  corps  placé  à  son  intérieur.  Cela  dé- 
montre la  loi  de  Coulomb  d'après  ce  que  nous  avons  vu  tout  k  l'heure  dans 
le  chapitre  II  de  l'Introdution.  La  théorie  des  électromètres  les  plus  divers 
est  déduite  d'une  manière  uniforme  de  l'étude  du  travail  des  forces  électri- 
ques dans  le  déplacement  des  conducteurs. 

Dès  le  début  de  l'étude  des  diélectriques  |Ch. II)  ouest  frappé  de  la  rapidité 
avec  laquelle  M.  Bonasse  marche  vers  les  idées  de  Maxwell  et  prépare  la  théorie 
électro-magnétique  de  la  lumière.  Nous  apprenons  tout  de  suite  qu'un  dié- 
lectrique n'est  pas  le  corps  stupide  qui  s'oppose  toujours  de  la  même  ma- 
nière inerte  au  passage  de  l'électricité.  Il  est  caractérisé  par  un  pouvoir  in- 
ducteur spécifique.  De  là  à  imaginer  que  des  diélectriques  puissent  être 
le  siège  des  courants  de  déplacement  de  Maxwell  et  jouer  vis-à-vis  de 
l'électricité  un  rôle  aussi  complexe  que  les  conducteurs,  il  n'y  a  qu'un  pas. 
La  théorie,  on  le  sait,  est  loin  d'être  exempte  de  contradictions  ;  il  a  fallu 
pousser  plus  loin  que  ne  l'avait  fait  le  physicien  anglais  l'étude  de  la  défor- 
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ination  électrique  dans  Tisolant  ;  M.  Bouasse  rappelle  à  ce  sujet  les  résultats 
plus  complets  de  MM.  Duhem  et  Liénard  et  cela  par  une  application  des 
équations  de  la  déformation  élastique  étudiées  dans  le  premier  fascicule  du 
Cours. 

.  La  détermination  des  champs  des  aimauls  et  de  courants  (Ch.  Ili)  offre 
encore  bien  des  sujets  de  réflexion.  Remarquons  de  suite  une  belle  applica- 
tion de  la  formule  de  Slokes  quant  à  l'expression  du  travail  correspondant 
à  un  déplacement  effectué  autour  d'un  courant  fermé,  c'est-à-dire  effectué  en 
traversant  un  nombre  quelconque  de  fois  une  surface  passant  par  le  contour 
iigurant  ce  courant.  Puis,  dans  l'action  des  champs  sur  les  courants,  M. Bouasse 
discute  d'une  façon  très  serrée  la  loi  de  Laplace.  Quoi,  cette  loi  déjà  si 
ancienne  et  qui  donne  notamment  une  expression  si  simple  de  l'action  d'un 
champ  sur  un  élément  de  courant  n'est  pas  quelque  chose  à  l'abri  de  toute 
discussion  ?  Il  faut  s'entendre  et  rien  ne  démontre  mieux  la  différence  entre 
l'électrodynamique  de  Laplace  et  celle  d'aujourd'hui.  Si  l'on  ne  veut  d'abord 
considérer  que  des  éléments  de  courants,  ouverts  bien  entendu,  comment  les 
obtiendra- t-on  ?  Et  même  qu'est  ce  que  cela  signifiera,  au  juste,  si  d'après 
les  théories  maxwelliennes  il  n'y  a  que  des  courants  fermés.  Ce  que  l'on 
peut  montrer  raisonnablement,  et  ce  qui  permettra  non  pas  de  déplorer  tra- 
giquement la  mort  des  principes  mais  de  les  retrouver  vivants  sous  des  for- 
mes plus  rigoureuses,  c'est  que  la  loi  de  Laplace  reste  expérimentalement 
vraie  en  tant  que  loi  intégrale.  Il  n'est  pas  interdit  d'étudier  d'autres  lois 
élémentaires  donnant  les  mêmes  résultats  intégraux. 

Je  signale  aussi  les  résultats  fondamentaux  d'Ampère  sur  l'équivalence 
d*un  petit  circuit  fermé  et  d'un  aimant  normal  parce  que,  au  point  de  vue 
théorique,  tout  celîi  est  encore  supporté  par  la  formule  de  Stokes  et  qu'au 
point  de  vue  pratique  on  tirera  de  là  toute  la  théorie  des  galvanomètres. 

Nous  entrons  plus  que  jamais  dans  les  théories  modernes  en  étudiant  les 
diverses  formes  du  transport  de  l'Electricité  (Ch.  IV}. 

On  s'est  efforcé  de  rapprocher  tous  les  genres  de  conductibilité  en  pre- 
nant pour  type  les  phénomènes  électroly tiques  Les  conducteurs  contien- 
draient des  corpuscules  électrisés  négativement  (électrons)  et  d'autres  élec- 
Irisés  positivement  mais  beaucoup  moins  mobiles.  Les  courants  des  conduc- 
teurs seraient  des  phénomènes  de  convection  et  par  suite  le  déplacement 
rapide  d'un  corps  électrisé  devrait  créer  un  courant.  La  vérification  d'un 
tel  fait,  dans  la  mesure  où  elle  était  possible,  est  constituée  par  les  célèbres 
expériences  de  Rowland.  La  charge  du  corps  en  mouvement  dépend  de 
phénomènes  statiques,  le  résultat  du  déplacement  doit  se  traduire  par 
des  phénomènes  électro-magnétiques  ;  le  premier  problème  à  résoudre 
est  donc  de  savoir  comparer  les  unités  électrostatique  et  électromagné- 
tique. 

Là  encore  transparait  déjà  un  des  points  fondamentaux  de  la  théorie  élec- 
tro-magnétique de  la  lumière.  Le  chapitre  se  termine  par  un  aperçu  sur  la 
télégraphie  sous-marine,  le  cable,  par  sa  substance  isolante  séparant  une  âme 
de  métal  d'un  conducteur  liquide,  est  un  condensateur  à  ranger  avec  tous  les 
autres  appareils  du  même  nom. 

Les  courants  dans  les  gaz  (Ch.  V)  peuvent  aussi  être  considérés  comme 
résultant  de  phénomènes  d'ionisation.  D'ailleurs  celle-ci  peut  être  produite 
de  manières  diverses  et  bien  intéressantes  par  la  chaleur,  la  lumière,  les 
rayons  ultra-violets,  les  réactions  chimiques,  etc..  Ce  qu'on  sait  à  l'heure 
actuelle  des  rayons  électrisés  est  exposé   commodément  en  les  considérant 
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dans  Tordre  où  ils  Daissent  les  ans  des  autres  frayons  cathodiques,  ca- 
naux,  X). 

Les  phénomènes  d'induction  {Ch.  V[)  sont  ramenés  à  une  notion  unique. 
Quand  un  circuit  se  déplace  dans  un  champ  magnétique  il  peut  subir  des 
modiGcations  de  natures  diverses  que  l'on  peut  toutes  ramener  aux  effets 
d'une  seule  force  dite  force  électromotrice  d'induction.  11  y  eut  d'abord  là 
une  sorte  d'intuition  expérimentale.  M.  Bonasse  examine  la  question  de  sa- 
voir si  cela  ne  découle  pas  simplement  du  principe  dé  la  conservation  de 
l'énergie.  Il  y  a  ici  une  heureuse  mise  en  lumière  delà  réciprocité  des  forces 
électro-magnétiques  et  des  forces  électro-motrices  d'induction.  Beaucoup  de 
diCBcultés  surgissant  pour  les  unes  sont  levées  sans  peine  par  l'examen  dfs 
autres. 

Je  passe  rapidement  sur  les  chapitres  Vil,  VIII,  IX  (Courants  alternatifs. 
Magnétisme  induit  et  Circuits  magnétiques.  Dynamos,  alternateurs  et  trans- 
formateurs) non  pas  qu'ils  aient  moins  d'importance  mais  parce  que  l'impor- 
tance est  ici  d'une  nature  différente.  Il  était  impossible  notamment  de  né- 
gliger le  point  de  vue  industriel  d'où  des  descriptions  expérimentales  fort 
détaillées,  et  qui  sans  doute  seront  très  appréciées  pour  cela,  mais  où  les 
idées  générales  jouent  par  contre  un  rôle  moins  important.  Et  encore  faut-il 
remarquer  des  ligues  bien  intéressantes  sur  les  oscillographes  et  l'arc  puis 
sur  l'hystérésis  magnétique.  Un  corps  aimanté  est-il  une  réserve  d'énergie  ? 
C'est  la  considération  de  l'hystérésis  seule  qui  permet  de  trancher  la  question  ; 
on  peut  d'ailleurs  facilement  concevoir  qu'un  aimant  ayant  fourni  un  cer- 
tain travail,  il  faille  plus  d'énergie  ensuite  pour  désaimanter  que  pour  aiman- 
ter et  de  telle  sorte  quen  tin  de  compte  il  y  ait  perle. 

Le  dixième  et  dernier  chapitre  du  volume  est  consacré  aux  unités  absolues 
et  au  rapport  des  unités  magnétiques  et  statiques.  M.  Bonasse  montre  no- 
tamment comment  on  peut  réaliser  de  façon  concrète  les  unités  absolues  et, 
reprenant  soigneusement  toutes  les  définitions,  montre  ce  que  l'on  doit  enten- 
dre par  l'homogénéité  des  formules  de  l'électro-mécanique.  Il  démontre  no- 
tamment que  le  nombre  qui  exprime  une  force  électro-motrice  en  unités 
statiques  est  v  fois  plus  petit  que  celui  qui  l'exprime  en  unités  magnétiques. 
V  étant  le  fameux  nombre  de  Maxwell. 

Cette  brève  analyse  étant  terminée  je  me  fais  un  grand  plaisir  de  mention- 
ner que  le  plan  primitif  que  M.  Bonasse  s'était  tracé  pour  la  rédaction  de 
ce  grand  Cours  de  Physique  s'est  encore  élargi.  Le  cours  comprendra  non 
quatre  volumes,  mais  six  consacrés  aux  matières  suivantes  ; 

I  —  Mécanique  physique. 

II  —  Thermodynamique.  Théorie  des  ions. 

III  —  Electricité  et  magnétisme. 

IV  —  Optique.  Instruments. 

V  —  Electroptique. 

VI  —  Etude  des  symétries. 

En  somme  la  première  moitié  est  déjà  faite  et  répond  suffisamment  de  ce 
que  sera  la  suite.  Pour  ne  parler  que  du  troisième  volume  qui  n'a  évidem- 
ment pas  la  prétention  de  traiter  l'Electroptique.  puisque  ce  sera  là  le  but  du 
cinquième,  il  présente  cependant  les  idées  de  Maxwell  d'une  manière  si  sé- 
duisante qu'on  se  sent  admirablement  préparé  pour  aborder  la  théorie  que 
le  génie  de  Hertz  devait  asseoir  sur  des  bases  définitives. 

A.  BuHL  (Montpellier). 
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H.  BuRKHABDT.  —  Yorlesaiigeii  ftber  die  Démente  der  Dittarestûl- 
und  IntegralrechniUig  und  ihre  Anwenduag  zur  BesrhreiboDg  von  Natnr- 
erscheinungen  :  1  vol.  in-8o,  252  p.  6  Mk.  ;  B.  G.  Teubner.  Leipzig. 

Ce  cours  d'élémeots  de  mathéniMtiqaes  supérieures  est  destiné  plus  parti- 
culièrement aux  étudiants  en  sciences  naturelles.  Le  temps  restreint  dont  ils 
disposent  pour  les  mathématiques  oblige  ]<*  professeur  à  se  limiter  aux 
Dotions  les  plus  indispeosables.  Il  doit  les  établir  par  les  moyens  les  plos 
simples  en  ayant  recours  aux  méthodes  basées  sur  des  considérations  géo- 
métriques. C'est  à  ce  point  de  Tue  que  se  place  l'auteur  dans  cet  exposé  des 
Eléments  du  calcul  difiTérentiel  et  intégral.  Dans  T introduction,  il  fait  res- 
sortir, à  l'aide  d'exemples  concrets,  qu'une  étude  quantitative  des  phéno- 
mènes de  la  nature  conduit  nécessairement  aux  notions  fondamentales  con- 
cernant les  grandeurs  variables  et  naturellement  aux  deux  problèmes  fonda- 
mentaux qui  font  l'objet  du  calcul  différentiel  et  intégral. 

M.  Burkbardt  ne  parcourt  qu'une  champ  très  restreint,  mais  il  Tétudie 
avec  beaucoup  de  soin,  non  seulement  au  point  de  vue  théorique,  dans  le 
sens  indiqué  plus  haut,  mais  aussi  à  celui  des  applications  numériques  C'est 
le  cas,  par  exemple,  dans  les  problèmes  d'interpolation  qui  interviennent 
fréquemment  dans  la  pratique  ;  l'auteur  leur  consacre  un  chapitre  d'une 
vingtaine  de  pages.  —  Voici  les  titres  des  principaux  chapitres  : 

Différent! atioD  de  fonctions  rationnelles,  de  fonctions  irrationnelles.  — 
Eléments  du  Calcul  intégral.  —  Le  logarithme  et  la  fonction  exponentielle. 
Application  à  des  problèmes  de  Chimie.  —  Dérivées  d'ordre  supérieur. 
Théorème  de  la  moyenne  et  formule  de  Taylor.  —  Interpolation.  —  Fonc- 
tion de  deux  variables.  —  Les  fonctions  trigonométriques  et  circulaires; 
applications  ;  représentation  de  fonctions  périodiques. 

De  la  façon  dont  il  est  conçu,  cet  «tuvrage  est  appelé  à  rendre  de  grands 
services  aux  étudiants  en  sciences  naturelles;  il  fournit  aussi  une  excellente 
introduction  à  l'étude  des  mathématiques  supérieures  en  vue  des  études  de 
Physique.  En  dehors  de  cet  important  cercle  de  lecteurs  le  livre  de  M.  Burk- 
bardt sera  encore  lu  avec  profit  par  les  maîtres  qui  enseignent  les  premières 
notions  de  Calcul  différentiel  et  intégral  dans  renseignement  secondaire 
supérieur. 

DeatSChes  MOBeain  von  Meisterwerken  der  Naturwissenschaft  und  Technik 
in  Mûnchen.  —  Fiikrer  durch  die  Sammlungen.  —  Une  brochure  de 
24x21  cm,  de  158  p.  avec  ligures;  1  M.  ;  B.  G.  Teubner,  Leipzig. 

La  brochure  que  nous  venons  présenter  aux  lecteurs  de  VEns.  Math,  n'est 
pas  une  sèche  nomenclature  des  objets  exposés- dans  les  salles  du  Musée 
technique  allemand.  C'est  un  catalogue  explicatif,  copieusement  illustré, 
donnant  sur  presque  tous  les  sujets  traités  des  renseignements  historiques 
ou  techniques.  Mais  avant  de  relever  comme  il  convient  les  particularités  de 
cette  intéressante  publication,  rappelons  que  le  «  Deutsches  Muséum  ».  dont 
l'idée  première  date  de  1903  et  est  due  à  M.  Oscar  von  Miller,  doit,  d'après  son 
programme,  «  représenter  l'évolution  historique  des  recherches  des  sciences 
naturelles,  de  la  technique  et  de  l'industrie,  par  l'exposition  des  chefs-d'œuvre 
qu'elles  ont  produits.  » 

Provisoirement  logé  dans  l'ancien  musée  national  de  la  Maximilian-Strasse. 
le  Muséum  occupe  deux  étages  et  les  combles  d'un  bâtiment  de  150  m.  de 
long,   et  comprend  une  cinquantaine  de  salles.  Chacune  des  subdivisions  de 
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ce  vaste  ensemble  est  sous  la  direction  d'un  spécialiste  qui  a  rédigé  pour  le 
catalogue  uoe  description  succincte  des  objets  exposés^ 

Il  ne  saui^it  être  question  de  détailler  ici  le  contenu  de  la  brochure,  mais 
ce  que  nous  pouvons  affirmer  pour  avoir  nous-méme  parcouru  le  musée, 
catalogue  en  main,  c'est  que  nous  avons  là  un  guide  intéressant  et  sûr,  dont 
l'étude  à  domicile  sera  véritablement  fructueuse  même  pour  ceux  qui  n'ont 
pas  eu  l'Occasion  de  se  rendre  compte  de  visu  des  richesses  accumulées  à 
Munich. 

Ajoutons  qu'un  bâtiment  spécial,  devisé  à  plus  de  sept  millions  de  marks, 
est  en  construction  dans  une  ile  de  Msar  et  suffira  à  peine  pour  abriter  les 
collections  déjà  existantes.  E.  Steimmann  (Genève). 

F.  G-M.  —  Exercices  de  Géométrie  comprenant  l'exposé  des  méthodes  géo- 
métriques et  2000  questions  résolues.  4"»«  édition.  —  1  vol.  gr,  in-8«  de 
XXI-1 228  pages  et  1600  figures;  14  fr.  45;  Tours,  Mame  et  fils;  Paris 
V'*  Ch.  Poussielgue. 

Cette  quatrième  éditiou  des  Exercices  de  Géométrie  forme  un  volume 
énorme,  quoique  d'aspect  relativement  réduit,  que  l'on  parcourt  avec  autant 
de  charme  que  de  profit,  quel  que  soit  l'enseignement  géométrique  dont  on 
ait  à  s'occuper.  Par  les  exercices  élémentaires  qu'il  contient  il  peut  servir 
à  un  élève  commençant  ses  études,  et,  par  une  graduation  aussi  savante 
qu'habile,  il  suit  le  développement  de  questions  de  plus  en  plus  complexes 
et  peut  devenir  d'une  extrême  utilité  aux  candidats  à  l'Agrégation  des  Scien- 
ces mathématiques.  Et  encore  ce  serait  peut  être  faire  à  l'ouvrage  un  tort 
bien  peu  mérité  que  de  vouloir  le  comparer  aux  questions  tirées  de  pro- 
grammes pédagogiques  plus  ou  moins  heureux.  Au  fond  il  donne  une  idée 
de  tous  les  problèmes  de  la  géométrie,  de  toutes  les  méthodes,  de  tous 
les  artifices  depuis  Thaïes  et  Pythagore  jusqu'à  Mannheim,  Lemoine  et  les 
nombreux  géomètres  contempoi^ains  qui  n'ont  pas  dédaigné  les  élégants 
résultats  que  la  géométrie  pure  fournira  toujours. 

Rien  n'est  négligé  de  ce  qui  peut  faire  de  l'œuvre  un  instrument  de  re- 
cherche. Il  débute  par  un  historique  rapide.  II  se  termine  par  un  lexique 
géométrique  où  l'on  trouve  des  définitions  brèves  de  termes  tel  que  droite 
de   Simson,  droite  d'Euler,  point  de  Brianchon,  point  de  Gergone,  points 

concycliques,  etc cercles,  ellipses  de etc.,  etc.  D'excellents  géomètres 

n'ont  pas  toujours  dans  l'esprit  toutes  ces  dénominations  dont  le  nombre 
s'est  considérablement  accru  depuis  vingt  ans.  Je  signale  aussi  une  table  des 
problèmes  et  théorèmes  auxquels  une  désignation  spéciale  ou  un  nom  d'au- 
teur est  resté  attaché,  puis  une  table  de  toutes  les  questions  particulièrement 
originales  et  enfin  des  index  bibliographiques  extrêmement  riches.  D'ailleurs 
l'auteur  a  fait  d'innombrables  emprunts»  l'Intermédiaire  des  mathématiciens 
aux  Nouvelles  Annales^  à  Mathesis  et  à  une  foule  d'autres  périodiques  tant 
étrangers  qui  français. 

L'ouvrage  peut,  dans  son  corps  principal,  être  divisé  en  deux  parties  bien 
distinctes. 

La  première  partie  (environ  200  pages)  a  trait  aux  méthodes  considérées 
dans  toute  leur  généralité  et  indépendamment  de  la  classification  qui  range- 
rait un  problème  plutôt  dans  tel  livre  d'Euclide  que  dans  tel  autre.  Ainsi 
étant  donnés  deux  points  fixes  A  et  B,  cherchons  le  lieu  d'un  point  M  tel  que 
M  A    +  M  B    soit  constant.  Ce  lieu  est  un  cercle.  Soit  maintenant  à  trouver 
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le  lieu  d'un  point  tel  que  le  produit  de  ses  distances  à  deux  droites  tixes 
soit  constniit.  Le  lieu  est  une  hyperbole.  Par  suite  les  deux  problèmes 
seraient  séparés  dans  bien  des  ouvrages.  Ici  ils  sont  rapprochés  et  à  mon 
avis,  avec  beaucoup  de  raison.  Les  méthodes  de  résolution  reposent  au  fond 
sur  un  petit  nombre  de  procédés,  [^'auteur  étudie  successivement  l'emploi  des 
lieux  géométriques,  des  figures  auxiliaires,  de  la  transformation  des  û- 
gures.  A  ce  dernier  point  de  vue  je  signale  surtout  ce  qui  est  relatif  à  l'in- 
version. II  nous  montre  encore,  quand  un  problème  semble  rebelle  aux  mé- 
thodes précédentes,  comment  on  peut  se  permettre  de  le  résoudre  d'abord 
algébriquement  pour  voir  ensuite  si  la  solution  se  peut  construire.  Et  cette 
méthode  n'est  pas  si  critiquable  que  beaucoup  le  croient.  J'ai  personnellement 
le  souvenir  d'un  professeur  qui  avait  proposé  à  ses  élèves  de  construire  un 
triangle  connaissant  les  bissectrices  et  il  était  naturellement  sous-entendu 
qu'on  ne  devait  employer  que  la  règle  et  le  compas.  Si  le  professeur  en 
question  avait  essayé,  même  grossièrement,  de  mettre  le  problème  en  équa- 
tions il  aurait  vu  do  suite  l'absurdité  de  sa  prétention. 

La  recherche  des  maxima  et  des  minima  termine  la  partie  réservée  aux  mé- 
thodes. Dans  la  seconde  partie  (environ  1000  pages)  nous  appliquons  1<  s 
méthodes  à  une  prodigieuse  variété  d  exercices  qui  sont  alors  rangés  dans 
les  livres  euclidiens  (I  à  VIII).  Une  dizaine  de  pages  est  consacrée  aux  pro- 
blèmes numériques  et  près  de  120  à  la  géométrie  du  triangle.  11  est  impos- 
sible de  décrire  tout  cela,  justement  parce  qu'il  y  a  trop  de  problèmes  inté- 
ressants et  qu'en  citer  quelques-uns  serait  injustement  faire  tort  à  d'au- 
tres. 

Un  point  qui  m'a  beaucoup  frappé  c'est  l'importance  accordée  aux  notions 
dualistiques.  Beaucoup  de  problèmes  consistent  à  chercher  des  enveloppes 
de  lignes  tout  aussi  naturellement  que  des  lieux  de  points.  Quand  plusieurs 
solutions  sont  possibles,  elles  sont  généralement  indiquées  toutes. 

En  résumé  l'ouvrage  parait  avoir  une  incomparable  puissance  didactique 
et  pédagogique  tout  en  gardant  la  forme  élégante  qui  le  rendra  non  moins 
précieux  à  toute  personne  simplement  curieuse  des  résultats  de  la  géo- 
métrie synthétique.  A.  Buul  (Montpellier). 

Joseph  Kozak.  ~*   Omndprobleme  der  AoBgleichiingsrechnimg  nach  der 
Méthode  der  kleinsten  Qnadrate.  ZweiterBand.Erster  Teil:  Théorie  des 
Sckiesswesena  auf  Grundlage  der  Wahrscheinlichkeitsrechnung  und  Feh- 
lertheorie,  1  Teil.  —  1  vol.  gr,  in-8°,  400  p.  ;  K.  Fromme,  Wien  u.  Leipzig. 
Les  trois  premiers  chapitres  du  volume  sont  dédiés  à  l'exposition  des  fon- 
dements de  la  théorie  des  probabilités,  cest-à-dire  aux  définitions  fondamen- 
tales, au  théorème   de   Bernoulli   et  à   son   inversion  et  à  la  détermination 
«  a  posteriori  »  des  probabilités. 

Dans  le  Ch.  IV  l'auteur  s'occupe  des  méthodes  d'interpolation.  sai.s  sup- 
poser connus  par  ses  lecteurs  ni  les  premiers  fondements  du  calcul  des  dif- 
férences finies,  ni  les  formules  interpolatoires  de  Lagrange  et  de  Newton. 
Il  les  développe,  et  s'occupe  ensuite  de  l'interpolation  par  la  méthode  des 
moindres  carrés  dont  il  illustre  tout  particulièrement  les  applications  à  la 
théorie  du  tir.  La  méthode  de  Tchebychef  est  exposée  en  suivant  la  déduc- 
tion de  JoufFret,  la  seule  élémentaire  des  trois  connues. 

Les  trois  derniers  chapitres  sont  consacrés  exclusivement  aux  applications 
de  la  théorie  des  erreurs  à  la  théorie  des  armes  à  feu.  et  concernent  l'étude 
de  la  distribution  des  points  d'impact  autour  du  but,  à  la  mesure  de  la  pré- 


Digitized  by 


Google 


BIBLIOGRAPHIE  533 

cîsioo  du  tir  et  à  des  fonctioas  d'erreur  analytiquemeut  plus  simple  que  la 
fonction  de  Gauss  et  faisant  correspondre  une  probabilité  nulle  aux  erreurs 
dépassant  une  certaine  valeur  finie.  Il  y  a  donc  dans  le  volume  de  M.  Kosak 
un  exposé  à  peu  près  complet  de  la  théorie  générale  des  probabilités  sui- 
vie des  applications  à  la  théorie  du  tir,  qne  Fauteur  se  propose  de  compléter 
dans  un  volume  ultérieur  nouveau.  Il  a  cherché  à  rendre  les  deux  parties  le 
plus  possible  indépendantes  l'une  de  l'autre,  afin  que  le  lecteur  ne  s'intéres- 
sant  pas  à  la  théorie  du  tir  puisse  se  borner  aux  chapitres  sur  la  théorie 
des  probabilités  et  de  Tinterpolation.  Dans  la  discussion  de  problèmes  de  tir 
il  a  même  souvent  récapitulé  brièvement  les  théorèmes  de  probabilités,  qu'il 
s'agissait  d'appliquer.  Il  en  résulte  nécessairement  des  répétitions  que  l'au- 
teur n'aurait  pu  éviter  qu'en  renonçant  partiellement  au  double  but  indiqué  ; 
on  ne  saurait  s'en  plaindre,  comme  on  ne  pourrait  passe  plaindre  de  la  lon- 
gueur quelquefois  très  prononcée  de  l'exposition,  destinée  à  des  lecteurs 
n'ayant  d'autre  bagage  mathématique  qu'une  connaissance  très  modeste  de 
l'analyse  infinitésimale. 

En  résumé,  l'ouvrage  de  M.  le  colonel  Kosak,  qui  est  écrit  avec  un  grand 
■soin  et  une  sûre  connaissance  des  matières  exposées,  pourra  être  consulté 
utilement  non  seulement  dans  les  cercles  militaires,  mais  par  tous  ceux^qui  dé- 
sirent être  renseignés  sur  les  théories  générales  abordées  par  l'auteur. 
On  doit  même  ajouter  que  l'application  de  la  théorie  des  probabilités  à 
l'étude  du  tir  présente  des  problèmes  très  intéressants  et  qu'on  chercherait 
en  vain  ailleurs  :  nous  devons  donc  savoir  gré  à  M,  Kosak  de  nous  avoir  m- 
troduit  dans  un  domaine  peu  connu  et  digne  de  l'être. 

Ugo  Broggi  (Rome). 

R.  DK  MoRTEssus.  —  Loçoiis  élémentaires  sur  le  calcul  des  probabilités.  — 

1  vol.  broché  in   8»,  de  VI,   191  p.,   17   figures;    7  fr.  ;   Gauthier- Villars, 

Paris. 

L'auteur  s'est  proposé  dans  ses  leçons  a  d'initier  le  curieux  des  choses 
savantes  à  l'étude  du  Calcul  des  Probabilités  et  de  leurs  applications  »,  Et  il 
a  parcouru  d'un  pas  r-^ipide  un  très  long  chemin  :  des  premières  formules 
de  l'analyse  comminatoire  et  de  la  définition  de  dérivée  et  d'intégrale  jusqu'à 
la  théorie  des  erreurs,  à  la  méthode  des  moindres  carrés  et  à  la  discus- 
sion de  problèmes  de  probabilités  géométriques. 

Savamment  curieux  lui-même  des  matières  qu'il  expose,  il  sait  y  intro- 
duire des  observations  personnelles  et  donner  ainsi  à  son  exposé  le  caractère 
d'une  chose  venue.  C'est  par  cela  et  par  la  considération  très  large  des 
applications,  qu'il  réussit  à  éviter  le  sens  de  fatigue  et  de  gêne  qui  pour- 
raient autrement  s'emparer  d'un  lecteur  n'étant  pas  familiarisé  avec  les  ma- 
thématiques. 

Quelques-unes  des  matières  traitées  ont  fait  l'objet  de  publications  anté- 
rieures de  M.  de  Montessus  :'  telle  la  définition  logique  du  hasard  (et  con- 
séquemment  la  définition  de  la  probabilité  mathématique)  et  la  discussion 
des  paradoxes  de  Saint-Pétersbourg  (qu'un  philosophe  allemand,  von  Kries, 
avait  éclairci  d'une  façon  analogue  dans  ses  Prinzipien  der  Wakrscheinlich- 
keiisrechnung)  et  de  Bertrand.  Le  calcul  des  probabilités  n'est  pour  l'auteur 
qu'un  calcul  de  fréquences  relatives.  Il  se  trouve  quelquefois  qu'en  augmen- 
tant le  nombre  des  observations  ou  des  épreuves,  le  rapport  du  nombre 
d'arrivées  d'un  événement  au  nombre  des  observations  ou  des  épreuves  tend 
irrégulièrement  vers  le  rapport  d'un  nombre  de  cas  favorables  à  un  nombre 
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de  cas  possibles.  Déterminer  la  probabilité  mathématique  c'est  ohercber  ce 
rapport  n'ayant  une  portée  objective  et  une  valeur  d'application,  que  si 
l'égalité  définie  (fait  d'expérience  avant  que  résultat  de  calcul)  n'est  remplie. 
Elle  Test  si  certaines  conditions  (que  nous  appelons  synthétiquement  «  le 
hasard  b)  sont  remplies.  A  la  demande  «  qu'est-ce  que  le  hasard?»  Tauteur 
répond  :  «  Etant  donné  que  certains  événements  ont  un  caractère  commun 
et,  pour  cette  raison,  constituent  une  classe,  mais  diffèrent  à  certains  points 
de  vue,  ce  qui  permet  de  les  ranger  en  c^itégories  bien  définies,  le  hasard 
consiste  dans  l'absence  de  relations  bien  définies  entre  les  causes  rangeant 
tel  événement  de  telle  classe  dans  telle  catégorie  et  les  caractères  distinctifs 
de  telle  catégorie  ». 

Pouvons-nous  parler  de  hasard  dan»  tous  les  domaines  d'applications,  cou- 
sidérés  par  M.  de  Montessus  ?  Il  ne  se  pose  pas  une  telle  question,  très  in- 
téressante sous  beaucoup  de  rapports  :  il  est  permis  de  douter  que,  s'il 
l'eût  faite,  il  aurait  peut-être  donné  une  réponse  négative  pour  certains 
d'entre  eux  :  par  exemple  pour  la  théorie  de  la  spéculation  et  pour  les  pro- 
babilités qu'un  jugement  soit  erroné.  Ce  n'est  vraiment  trop  sûr  que  la 
réponse  puisse  être  affirmative  pour  les  autres  domaines  :  la  théorie  des 
erreurs,  la  théorie  des  armes  à  feu  ou  celle  des  assurances.  Mais  celles-ci 
présentent  un  intérêt  si  légitime  et  si  grand,  qu'il  serait  vrain^ent  dom- 
mage, que  l'auteur  eût  sacrifié  à  des  scrupules  les  chapitres  si  limpides  qu'il 
leur  dédie. 

M.  de  Montessus  déduit  le  théorème  de  BernoulH  par  un  très  élégant 
procédé  de  M.  de  la  Vallée-Poussin,  vraiment  digne  d'être  connu  du  plus 
large  public  que  le  beau  livre  de  M.  de  Montessus  lui  assure. 

Ugo  Broggi  (Rome). 

J.    ScHicK.    —    BaiytOBlik.   —   1    vol.    in-80    de    76    pp.    avec   23   figures. 

G.  Franzcher  Verlag.  Mùnchen  und  Leipzig. 

Ce  vocable  inusité  sert  de  titre  à  une  brochure  intéressante  et  touffue  re- 
lative à  la  géométrie  du  triangle.  L'auteur,  en  exposant  un  nombre  considé- 
rable de  propositions,  montre  que  ce  sujet,  auquel  on  a  déjà  tant  travaillé, 
était  loin  d'être  épuisé.  Bien  que  ce  ne  soit  pas  chose  aisée  de  résumer,  en 
peu  de  lignes,  un  travail  de  ce  genre,  nous  niions  essayer  d'en  donner  une 
idée. 

Un  point  P  est  déterminé,  dans  le  plan  d'un  triangle  ABC,  tantôt  par  ses 
coordonnées  baryrentriques,  tantôt  par  les  rapports  mutuels  de  ses  distances 
aux  trois  côtés  du  triangle,  tantôt  enfin  par  les  côtés  a  ,  b  ,  c.  du  triangle 
obtenu  en  projetant  orthogonalemeut.  en  X,  Y  et  Z.  le  point  P  sur  les  côtés 
du  triangle  ABC,  ce  qui  revient  au  fond  à  un  système  de  coordonnées  tripo- 
laires.  L'auteur  détermine  les  relations  entre  un  point  et  son  conjugué  iso- 
gonal,  calcule  la  distance  de  deux  points  et  cherche  un  grand  nombre  de 
lieux  géométriques  qui  sont  presque  tous  des  cercles.  De  ses  résultats  géné- 
raux, il  déduit  de  nombreux  cas  particuliers. 

Mais  le  titre  même  de  l'opuscule  est  dérivé  du  mot  harytome  et  ce  terme 
désigne  la  droite  partant  du  point  X  et  divisant  le  segment  YZ  dans  un  rap- 
port donné.  L'auteur  cherche  le  lieu  du  point  P  quand  la  harytome  a  une 
longueur  donnée,  ou  fait  un  angle  donné  avec  YZ,  etc. 

Il  s'occupe  encore  de  la  puissance  d'un  point  relativement  au  cercle  cir- 
conscrit et  fait  quelques  excursions  dans  la  géométrie  du  quadrilatère  et  du 
tétraèdre. 
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L'ouvrage  est  écrit  avec  darlé  et  n'utilise  que  des  moyens  éléroentHire». 
Comme  dans  la  plupart  des  écrits  sur  la  géométrie  du  triangle,  la  termino- 
logie est  riche  eu  néologismes  :  nous  renverrons  à  la  brochure  elle-même  le 
lecteur  désireux  de  connaître  les  doubUn  barylomes^  les  haryzygea,  les 
triangles  syzygétiques  et  autres  figures  remarquables 

M.  Stuyvabrt  (Gand). 

H.  Sarrbttr.  —  Précis  arithméUqne  des  Calculs  d'empronts  à  long  terme 

et  de  Talenrs  mobilières.  —  1  vol.  in-8,  300  p.,  10  fr.  ;  Gauthier-Villar«. 

Paris. 

M.  Sarrelte  s'est  proposé  de  faire  un  traité  élémentaire  d'opérations  finan- 
cières à  long  terme  à  l'usage  des  financiers,  capitalistes  ou  hommes  d'affaires 
qui  auraient  oublié  les  quelques  notions  d'algèbre  utilisées  dans  les  calculs 
d'annuités.  C'est  ce  qui  explique'  le  titre  «  Précis  arithmétique  ».  L'auteur 
se  borne  donc  à  l'emploi  de  la  méthode  arithmétique  et  se  trouve  obligé  de 
faire  en  détails  un  grand  nombre  d'exemples  qui  serviront  ensuite  de  guide 
pour  des  calculs  analogues. 

L'ouvrage  est  divisé  en  'deux  parties.  La  première  est  l'exposé  complet 
des  règles  à  suivre  dans  les  calculs  des  éléments  des  emprunts  et  valeurs 
mobilières  :  le  texte  en  gros  caractères  est  consacré  à  la  théorie;  le  texte  en 
petits  caractères,  qui  tient  la  plus  large  place,  e^t  réservé  aux  exemples 
Cinq  Tables  financières,  deux  de  valeurs  acquises,  deux  de  valeurs  actuellett. 
une  d'anuités,  forment  la  seconde  partie.  Ces  Tables,  où  les  taux  varient  de 
1/8®^  à  6  •/©,  par  l/8«»,  et  les  périodes  de  capitalisation  de  5  à  100,  par  5 
unités  de  temps,  comprennent  un  nombre  suffisant  de  décimales  pour  permet- 
tre la  résolution  de  tous  les  problèmes  courants.  Ecrit  par  un  praticien  dans 
un  but  de  vulgarisation,  cet  ouvrage  ne  peut  manquer  de  rendre  de  grands 
services  à  tous  ceux  qui  s'occupent  d'opérations  financières  ou  qui  enseignent 
ces  questions  dans  les  écoles  de  commerce. 
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1  •  Sommaires  des  principaux  périodiques  : 

American  Math'*matical  Monthly  (The),  published  under  the  Auspices  of 
the  Universily  of  (-hicago,  edited  by  B.  F.  Finkel,  E.  Slauhgt  &  Léon  E. 
DicKbON.  Vol.  XV,  1908. 

Anales  de  la  Facnltad  de  Ciencias  de  Zaragoza.  Ano  2.  —  Publication  tri- 
mestrielle dirigée  par  P.  Saviron  et  José  Rius  >  Casas. 
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Annaes  scientificos  da  Academia  poljrteehnico  do  Porto,  sous  la  direction 
de  F.  Gomez  Teixeira.  —  Coirabra. 
Vol.  III.  no«  1  et  2.  —  Haton  de  la  Goupill^re  :  Surfaces  nautiloides. 

Annales  de  la  Facnlté  des  Sciences  de  TUniTersité  de  Tonlonse.  Deuxième 
série.  —  E.  Privât,  Toulouse;  Gauthier-Villars,  Paris. 
Torae  IX,  fasc.  2.  —  Ch.  Riquier  :  Sur  quelques  principes  généraux  rela- 
tifs à  la  théorie  des  fonctions  d'un  nombre  quelconque  de  variables  (suite 
et  fin).  —  E.  Rrmoundos  :  Sur  les  points  critiques  transcendants.  —  Edm. 
Maillet  :  Sur  les  fonctions  quasi-entières  et  quasi-méromorphes  d'ordre 
infini  non  transfini. 

Annales  de  la  Société  scientifique  de  Bruxelles.  —  31»  année. 

Fasc.  2  à  4.  —  De  Salvert  :  Sur  l'attraction  du  parallélépipède  ellipsoï- 
dal. —  G.  DE  LA  Vallée- Poussis  :  Etude  sur  le  théorème  de  Bemoullî.  — 
De  Moi«tche<:il  :  Etude  d'un  système  de  six  couples  de  surfaces  applicables. 

—  Surface  algébrique  applicable  sur  une  surface  transcendante. 

Annali  di  Matematica.  Directeurs  :  L.  Bianchi,  O.  Dim,  B.  Jung,  G.  Segke. 
Série  III,  t.  XIV.  —  Rebeschini  di  Turati  e  C.,  Milan. 
O.  NicoLETTi  :  Sulla  teoria  délia  convergenza  degli  algoritmi  di  iterazione. 

—  G.  FuBiNi  :  Sulla  teoria  délia  funzioni  automorfe  e  délie  loro  trasfor- 
mazioni.  — Niels  Nielsek  :  Sur  quelques  propriétés  fondamentales  des  fonc- 
tions sphériques.  —  Eug.  E.  Levi  :  Sopra  una  classe  di  trascendenti  mero- 
morfe.  —  G.  Fuuini  :  Nuove  applicazioni  del  principio  di  minimo.  —  G. 
Lauricella  :  Applicazione  délia  teoria  di  Predholm  al  problema  del  raffred- 
damento  dei  corpî.  —  Beppo  Levi  ;  Il  teorema  di  Desargues,  il  leorema  di 
Pappo  e  l'esistenza  d'una  reciprocità  o  d'una  polarità.  —  £^ug.  E.  Levi  : 
Sull'equazione  del  calore.  —  O.  Nicoletti  :  Sulla  riduzione  a  forma  canonica 
di  una  sostituzione  lineare  omogenea  e  di  un  fascio  di  forme  bilineari.  — 
E.  O.  LovETT  :  On  a  class  of  periodic  solutions  in  the  problem  of  four 
bodies. 

Bibliotheca  Mathematica.  Zeitschrift  fur  Geschichte  der  mathem.  W^issen- 
schaften,  herausgegeben  von  G.  Enestkôm.  III.  Folge.  — Teubner,  Leipzig. 
Band  8.  —  G.  Enjestrôm  :  Ueber  planmâssige  Arbeit  auf  dem  mathema- 
tisch-hislorischen  Forschungsgebiete.  —  F.  Rudio  :  Die  apgeblicbe  Kreis- 
quadratur  bei  Aristophanes.  —  H.  Suter  :  Einige  geometrische  Aufgaben 
bei  arabischen  Mathematikern.  —  P.  Stackel  :  Eine  vergessene  Abhandlung 
Leonhard  Euler's  ùber  die  Summe  der  reziproken  Quadrate  der  natùrlichen 
Zahlen.  —  K.  Tittel  :  Das  VVeltbild  bei  Héron.  —  Heibers  u.  Ze.nthens  : 
Einige  griechische  Aufgaben  der  unbestimmten  Analytik.  —  G  Enestrôm  : 
Ueber  eine  den  Jordanus  Nemorarius  zugeschriebene  kurzc  Algorismus- 
schrift.  —  H.  Bosmaks  :  Sur  le  «  Libro  de  Algebra  »  de  Pedro  Nunez.  — 
M.  Stutvaert  :  Sur  l'auteur  de  Ta  Histoire  de  la  roulette  »  publiée  par 
Biaise  Pascal.  —  G.  Vailati  :  Per  la  preistoria  del  principio  dei  momenti 
virtuali.  —  P.  Stackel  u.  VV.  Ahrens  :  Der  Briefwechsel  zwischen  C.  G.  J. 
Jacobi  und  P.  H.  v.  Fuss  iiber  die  Herausgabe  der  Werke  Leonhard  Eulers. 

—  C.  Segre  :  Monge  e  le  congruenze  generali  di  relte.  —  F.  Rudio  :  Frie- 
drich Hultsch.  —  F.  Amodeo  :   Sul  corso  di  storia  délie  matematiche  fatto 
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neir  uuiversita  di  Napoli  nel  biennio  1905/6 — 1906/7.  —  Kleine  Bemerkungen 
zur  letzten  Auâage  von  Cantors  «  Vorlesungen  ûber  Geschichle  der  Mathe- 
matik  ».  —  Anfragen.  —  Rezensionen.  —  Neu  erschieoene  Schriften.  — 
Chrooik. 

Bollettino  di  Matematica.  Giomale  scientîfîco-didattico  per  Vincremento 
degli  Studi  matematici  nelle  Scuole  medie.  Diretto  dal  Dott.  Alb.  Cônti. 
Anno  VII.  Bologna,  1908. 

Bulletin  de  la  Société  Française  de  Philosophie,  publié  par  X.  Léon  et 
André  Lalanoe.  —  Colin.  Paris. 

7«  année,  1907.  n"  6.  —  Thèse  de  M,  Bourlet  tendant  à  instituer  dans  les 
lycées  deux  enseignements  conséciiiii's  de  la  Géométrie  différant  profondé- 
ment entre  eux  par  l'esprit  el  par  la  méthode. 

N®  10.  —  Vocabulaire  philosophique  (suite,  habitude  à  hypothèse). 

8«  année,  1908,  u»  1.  —  Binet  :  Enquête  sur  l'enseignement  de  la  Philo- 
sophie dans  les  lycées  :  a}  dans  la  classe  de  philosophie,  b)  dans  les  classes 
de  science,  c)  dans  les  classes  de  morale.  La  préparation  scientifique  des 
professeurs  de  philosophie. 

Intermédiaire  des  mathématiciens,  dirigé  par  C.-A.  LaisantI  Em.  Lemoine, 
Ed.  Maillet,  A.  Grévy.  Tome  XV,  1908.  —  Gauthier-Villars,  Paris. 

Mathematisch-NatnrwissenschafUicbe  Blàtter.  Organ  des  Verbandes  ma- 
thematischer  und  naturwissenschaftlicher  Vereine  an  deutschen  Hoch- 
schulen.  5.  Jahrgang,  1908.  —  Kommissionsverlag,  B.  G.  Teubner,  Leipzig. 

Mathésis,  Recueil  mathématique  à  l'usage  des  écoles  spéciales  et  des  éta- 
blissements d'instruction  moyenne,  publié  par  P.  Maksion  et  J.  Neuberg. 
3«  série,  Tome  VÏII,  1908.  —  Hoste.  Gand  ;  Gauthier-Villars,  Paris. 

Mémoires  de  la  Société  royale  des  Sciences  de  Liège,  3^  série,  Tome  VIL 

Bruxelles. 

Ch.  DucHESNE  :  Les  projections  cartographiques.  —  M.  Stuyvaert  :  Cinq 
études  de  Géométrie  analytique. 

Nienw  Archief  TOOr  Wissknnde.  Revue  publiée  par  la  Société  scientifique 
d'Amsterdam  et  dirigée  par  J.-C^  Klutver,  D.-J.  Kortewbg  et  P. -H, 
ScuouTE.  2^  série,  VIII,  1908.  —  Delsman  &  Nolthenius,  Amsterdam. 

Nyt  Tidsskrift  for  Matematik.  Revue  dirigée  par  C.  Juel  et  V.  Trier. 
Série  A,  19«  année;  série  B,  19«  année;  1908.  —  Jul.  Gjellerup,  Copen- 
hague. 

Periodico  di  Matematica  per  rinsegnamento  secundario.  Diretto  dal  Prof. 
G.  Lazzbri.  Série  3,  vol.  VI.  —  Raflaelo  Giusti,  Livorno. 

RoYne  de  l'Enseignement  des  Sciences  (La),  2^  année,  1908.  —  Librairie 

Le  Soudier,  Paris. 

RoYne  générale  des  Sciences  pnres  et  appliquées,  dirigée  par  L.  Olivier. 

19™«  année,  1908.  —  Arm.  Colin,  Paris. 

15  janvier.  —  P.  Duhem  :  La  valeur  de  la  théorie  physique,  à  propos  d'un 
livre  récent. 
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15  février.  —  P.  Wkis»  :  L'hypothèse  du  champ  moléculaire  et  la  pro- 
priété ferro-magnétique. 

30  mars.  —  Luool  :  Lord  Kelvin.  —  Ch.  Nordmann  :  J.  Janssen. 

15  avril  :  Cb.-Ed.  Gvillaumb  :  Le  volume  du  kilogramme  d'eau. 

15  mai.  —  R.  Chassériaud  :  Essai  d'une  théorie  cinématique  de  la  mu- 
sique. 

15  et  30  juin.  —  C.-Paul  Renabd  :  Les  aérostats  dirigeables.  L  Principes 
de  la  direction;  II.  Examen  critique  des  divers  types  de  ballons  dirigeables. 

Reme  de  Mathématiques  spéciales,  dirigée  par  E.  Humbbrt  et  G.  Papelieb. 
18»  année,  oct.  1907  à  sept.  1908.  —  Vuibert-Nony.  Paris. 

ReTue  scientiliqae,  année»  1908.  Paris. 

1*'  et  8  février.  —  G.  Le  Bon  :  L'édification  scientifique  de  la  connaissance. 
22  février.  —  F.  Sacerbt  :  Les  nombres  et  la  Cosmologie. 
11  avril.  —  C.-A.  Laisant  :  Première  éducation  scientifique. 
7  novembre.  —  H.  Poincaré  :  Méthode  et  invention. 

ReTue  semestrielle  des  publications  mathématiques,  dirigée  par  H.  de 
Vries,  P.-H,  Schoute,  D.-J.  Korteweg,  J.-C.  Klutver,  W.  Kaptetk. 
Tome  XVI,  1"  partie,  avril-oct.  1907  ;  2*  partie,  oct.  1907.  avril  1908.  — 
Delsman  eh  Nolthenius,  Amsterdam  1908. 

SchOOl  Science  and  Mathematics,  A  Journal  for  Science  and  Mathemaiics 
Teachers  in  secondary  Schools.  Vol.  VIU,  1908.  —  Smith  and  Turton, 
Chicago. 

TraTanz  scientiliqnes  de  l'UniTersité  de  Rennes.  Tome  V,  1906. 

J.  Le  Roux  :  Sur  le  groupement  des  intégrales  des  équations  aux  dérivées 
partielles  à  deux  variables  indépendantes. 

Unterrichtsblitter  ffùr  Mathematik  nnd  Natnrwissenschaften,  heraus- 
gegeben  von  F.  Pietzker.  Jahrgang  XIV,  1908.  —  Otto  Salle,  Berlin. 

Wisknndig  Tijdschrilt  onder  Redactie  van  F.-J.  Vaes.  Chr.  Krediet,  N. 
Quint.  4.  Jaargang,  1907-1908.  —  Visser.  Haarlem. 

Wisknndige  OpgaTCn  met  de  Oplossingen.  Tome  X,  fasc.  1.  —  Delsmann 
en  Nolthenius,  Amsterdam. 

Wiadomosci  Matematycsne,  publié  par  S.  Dicestein.  Varsovie. 

Tome  XII,  no»  1-4.  —  B.  Nibwenglowski  :  Sur  la  résolution  en  nombres 
entiers  des  équations^r*  —  ay^  =:  1  et  x*  —  aj*  z=z  —  1,  —  Z.  Krygowski  :  Sur 
certaines  formes  des  intégrales  canoniques  hyperelliptiques  de  seconde  es- 
pèce et  leurs  relations  avec  les  fonctions  thêta.  —  H.  Poincaré  :  La  dyna- 
mique de  l'électron.  —  S.  Zaremba  :  Nouvelle  méthode  pour  établir  les 
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APPAREIL  AUTOMATIQUE  A  MESURER 
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Jusqu'à  présent,  les  personnes  appellées  à  prendre  des  mesures  sur  le 
plancher,  au  plafond,  ou  à  d'autres  endroits  peu  accessibles,  étaient  obli- 
gées de  se  promener  à  genoux  ou  de  monter  sur  une  échelle. 

Avec  le  nouvel  appareil,  plus  rien  de  semblable  :  eii  quelques  secondes  il 

indique  en  mètres,  centimètres  et  millimè- 
tres la  mesure  désirée.  Là  où  il  fallait  pré- 
cédemment beaucoup  de  peine  et  de  temps 
pour  arriver  à  un  résultat  souvent  incer- 
tain, il  suffît  maintenant  de  promener  la 
roulette  du  Grottomètre  et  le  cadran 
montre  aussitôt,  d'une  manière  exacte,  les 
dimensions  cherchées. 

Le  manche  de  l'appareil  est  construit  de 
lelle  manière  que  l'on  peut  l'adapter  instan- 
tanément à  une  canne  ou  à  un  bâton  quel- 
conque, ce  qui  permet  de  prendre  commo- 
dément les  dimensions  d'objets  éloignés. 

Tous  les  objets  qui  ne  peuvent  être  at- 
teints, ou  qu'il  n'est  pas  possible  de  mesu- 
rer avec  le  mètre  pliant,  par  exemple  les 
hauteurs  ou  profondeurs,  les  lignes  cour- 
peuvent  être  mesurés  facilement  avec  le 
Grottomètre.  Cet  appareil  est  indispensable  à  MM.  les  architectes,  entre- 
preneurs, ingénieurs,  techniciens,  etc. 

I^rix  :  7  IV.»  franco  en  tous  pays  moyenoant  paiement  anticipé  par  mandat-poste. 
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